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Zeuthen,  Hieronymus  Georg,  Dr.  phil.  &  math.,  fh.  Professor  i  Mathematik  ved  Kø- 
benhavns Universitet  og  den  Polytekniske  Læreanstalt,  Kommandør  af  Dane- 
brog  og  Danebrogsmand,  Kommandør  af  Nordstjernen. 

Thomsen,  Vilhelm  Ludvig  Peter,  Dr.  phil.,  fh  Professor  i  sammenlignende  Sprog- 
videnskab ved  Københavns  Universitet,  Ridder  af  Elefanten,  Storkors  af  Dane- 
brog  og  Danebrogsmand,  Kommandør  af  den  preussiske  Røde  Ørns  Orden,  deko- 
reret med  Fortjenstmedaillen  i  Guld  og  med  den  preussiske  Orden  Pour  le  Mérite, 
Selskabets  Præsident. 

Wimmer,  Ludvig  Frands  Adalbert,  Dr.  phil.  &litt.,  fh.  Professor  i  de  nordiske  Sprog 
ved  Københavns  Universitet,  Storkors  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  deko- 
reret med  Fortjenstmedaillen  i  Guld,  Formand  i  Selskabets  historisk-filosofiske 
Klasse. 

Topsøe,  Haldor  Frederik  Axel,  Dr.  phil.,  fh.  Direktør  for  Arbejds-  og  Fabriktilsynet, 
Kommandor  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  dekoreret  med  FortjensLraedaillen 
i  Guld. 

Warming,  Johannes  Eugenius  Bülow,  Dr.  phil.  &  .sc,  fh.  Professor  i  Botanik  ved 
Kobenhavns  Universitet,  Kommandør  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  Kom- 
mandør af  den  storbritanniske  Victoriaorden,  Ridder  af  den  brasihanske  Rose- 
orden. 
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Goos,  August  Herman  Ferdinand  Carl,  Dr.  jur.,  Gehejme-Konferensraad,  ekstraord. 
Assessor  i  Højesteret,  Storkors  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  dekoreret  med 
Majestæternes  Guldbryllups-Erindringstegn  og  med  Fortjenstmedaillen  i  Guld 
m.  Kr.,  Storkors  af  den  belgiske  Leopoldsorden,  Kommandør  af  den  russiske 
St.  Annaorden,  Nordstjernen  og  den  italienske  Kroneorden. 
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Steenstrui",  Johannes  Christopher  Hagemann  Reinhardt,  Dr.  jur.  &  phil.,  fh.  Profes- 
sor Rostgardianus  i  nordisk  Historie  og  Antikviteter  ved  Københavns  Universitet, 
Kommandør  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  Kommandør  af  Nordstjernen, 
Ridder  af  Æreslegionen. 

Gertz,  Martin  Clarentius,  Dr.  phil.,  Professor  i  klassisk  Filologi  ved  Københavns 
Universitet,  Kommandør  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  Kommandør  af  den 
italienske  Kroneorden  og  af  Nordstjernen. 

Heiberg,  Johan  Ludvig,  Dr.  phil.,  litt.,  med.  &sc..  Professor  i  klassisk  Filologi  ved 
Københavns  Universitet,  Ridder  af  Danebrog. 

Høffding,  Harald,  Dr.  phil.,  jur.,  se.  &  litt.,  fh.  Professor  i  Filosofi  ved  Kobenhavns  Uni- 
versitet, Kommandør  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  Kommandør  af  St.  Olavs 
Ordenen,  af  Nordstjernen  og  af  Æreslegionen,  Officier  de  l'instruction  publique. 

Kroman,  Kristian  Frederik  Vilhelm,  Dr.  phil.,  Professor  i  Filosofi  ved  Københavns 
Universitet,  Ridder  af  Danebrog  og  Danebrogsmand. 

Müller,  Peter  Erasmus,  Dr.  phil..  Kammerherre,  Hofjægermester,  fh.  Overførster 
for  anden  Inspektion,  Storkors  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  dekoreret  med 
Majestæternes  Guldbryllups-Erindringstegn,  Kommand(»r  af  St.  Olavsordenen, 
af  den  russiske  St.  Annaorden,  af  den  spanske  Carl  Ill's  Orden,  af  den  græske 
Frelserorden  og  af  den  preussiske  Røde  Ørns  Orden. 

Erslev,  Kristian  Sofus  August,  Dr.  phil..  Rigsarkivar,  Kommandør  af  Danebrog  og 
Danebrogsmand. 

Boas,  Johan  Erik  Vesti,  Dr.  phil.,  Professor  i  Zoologi  ved  den  kgl.  Veterinær-  og  Land- 
bohøjskole, Ridder  af  Danebrog  og  St.  Olavsordenen. 

Petersen,  Otto  Georg,  Dr.  phil.,  Professor  i  Botanik  ved  den  kgl.  Veterinær-  og  Land- 
bohøjskole, Ridder  af  Danebrog. 

Prytz,  Peter  Kristian,  Professor  i  Fysik  ved  den  Polytekniske  Læreanstalt,  Ridder 
af  Danebrog  og  Danebrogsmand. 

Salomonsen,  Carl  Julius,  Dr.  med.  &  se.  Professor  i  Pathologi  ved  Kobenhavns  Uni- 
versitet, Kommandør  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  Kommandør  af  den  preus- 
siske Kroneorden,  af  den  russiske  St.  Stanislausorden,  af  den  svenske  Vasaorden 
og  af  Æreslegionen,  Ridder  af  Nordstjernen  og  af  St.  Olavsordenen,  Officier  de 
l'instruction  publique. 

Møller,  Martin  Thomas  Hermann,  Dr.  phil.,  Professor  i  germansk  Filologi  ved  Kø- 
benhavns Universitet,  Ridder  af  Danebrog. 

Jonsson,  Finnur,  Dr.  phil.,  Professor  i  nordisk  Filologi  ved  Københavns  Universitet, 
Ridder  af  Danebrog,  Kommandør  af  Nordstjernen,  Ridder  af  St.  Olavsordenen. 
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Müller,  Sophus  Otto,  Dr.  phil.,  Direktør  for  Nationalmuseets  første  Afdeling,  Kom- 
mandør af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  Kommandør  af  den  italienske  St.  Mau- 
ritius og  Lazarusorden,  Ridder  af  Æreslegionen. 

Bergh,  Rudolph  Sophus,  Dr.  phil.,  fh.  Docent  i  Histologi  ved  Københavns  Universitet. 

Johannsen,  Wilhelm  Ludvig,  Dr.  mod.,  phil.  &  bot.  et  zool.,  Professor  i  Plantefysiologi 
ved  Københavns  Universitet,  Ridder  af  Danebrog,  Kommandør  af  den  franske 
Orden  Mérite  agricole,  Selskabets  Kasserer. 

Jespersen,  Jens  Otto  Harry,  Dr.  phil.  &litt..  Professor  i  engelsk  Sprog  og  Litteratur 
ved  Københavns  Universitet. 

Nyrop,  Kristoffer,  Dr.  phil..  Professor  i  romansk  Sprog  og  Litteratur  ved  Koben- 
havns Universitet,  Ridder  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  Officer  af  Æres- 
legionen, Officier  de  l'instruction  publique,  Ridder  af  den  italienske  Kroneorden, 
dekoreret  med  rumænsk  Fortjenstmedaille  i  Guld. 

Bang,  Bernhard  Laurits  Frederik,  Dr.  med.,  Veterinærfysikus,  fh.  Professor  i  Veteri- 
nær-Lægevidenskab ved  den  kgl.  Veterinær-  og  Landbohøjskole,  Kommandør  af 
Danebrog  og  Danebrogsmand,  Kommandør  af  Nordstjernen  og  af  St.  Olavs- 
ordenen,  Komturkorset  af  1.  Kl.  af  den  sachsiske  Albrechtsorden. 

Juel,  Christian  Sophus,  Dr.  phil.,  Professor  i  Mathematik  ved  den  Polytekniske  Lære- 
anstalt i  København,  Ridder  af  Danebrog. 

Buhl,  Frantz  Peter  William,  Dr.  phil.  &  theol..  Professor  i  semitisk-orientalsk  Filologi 
ved  Københavns  Universitet,  Kommandør  af  Danebrog  og  Danebrogsmand, 
Kommandør  af  den  græske  Frelserorden,  Ridder  af  Nordstjernen  og  af  Konge- 
riget Sachsens  Civil  Fortjeneste  Orden,  Officier  de  l'instruction  publique. 

KÅLUND,  Peter  Erasmus  Kristian,  Dr.  phil.,  Bibhotekar  ved  den  Arnamagnæanske 
Haandskriftsamling  paa  Universitetsbiblioteket  i  København,  Ridder  af  Dane- 
brog og  af  St.  Olavsordenen. 

Rosenvinge,  Janus  Laurits  Andreas  Kolderup,  Dr.  phil.,  Professor  i  Botanik  ved 
Københavns  Universitet. 

Troels-Lund,  Troels  Frederik,  Dr.  phil.,  Professor,  Ordens-Historiograf,  Storkors  af 
Danebrog  og  Danebrogsmand,  Storkors  af  St.  Olavs  Ordenen,  Ridder  af  den 
græske  Frelserorden. 

Dreyer,  Johan  Ludvig  Emil,  Dr.  phil.,  fh.  Director  of  the  Armagh  Observatory,  Irland, 
Ridder  af  Danebrog. 

Lehmann,  Alfred  Georg  Ludvig,  Dr.  phil..  Professor  i  eksperimental  Psykologi  ved 
Københavns  Universitet. 
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Rubin,  Mahcus,  Direktor  i  Nationalbanken,  Historiker,  Kommandor  af  Danebrog  og 
Danebrogsmand,  Storkomtur  af  den  meklenborgsko  Grif-Orden,  Kommandør 
af  den  russiske  St.  Stanilausorden. 

Raunkiær,  Christen,  Professor  i  Botanik  ved  Københavns  Universitet. 

Drachmann,  Anders  Bjørn,  Dr.  phil.,  Pfofessor  i  klassisk  Filologi  ved  Københavns 
Universitet,  Ridder  af  Danebrog. 

HuDE,  Karl,  Dr.  phil..  Rektor  ved  Frederiksborg  lærde  Skole,  Ridder  af  Danebrog. 

Christensen,  Anders  Christian,  Professor  i  Kemi  ved  den  Farmaceutiske  Læreanstalt 
i  København,  Ridder  af  Danebrog. 

Henriques,  Valdemar,  Dr.  med..  Professor  i  Fysiologi  ved  Københavns  Universitet. 

Jensen,  Carl  Oluf,  Dr.  med..  Professor  i  almindelig  Pathologi  og  pathologisk  Anatomi 
ved  den  kgl.  Veterinær-  og  Landbohøjskole,  Ridder  af  Danebrog,  af  St.  Olavs- 
ordenen,   af  Nordstjerneordenen  og  af  den  sachsiske  Albrechtsorden. 

Pedersen,  Holger,  Dr.  phil.,  Professor  i  sammenlignende  Sprogvidenskab  ved  Køben- 
havns Universitet. 

Lange,  Hans  Ostenfeldt,  Overbibliotekar  ved  det  kongelige  Bibliotek  i  Kobenhavn, 
Ridder  af  Danebrog,  Komtur  af  den  meklenborgske  Griforden,  Ridder  af  St. 
Olavsordenen. 

Sørensen,  Søren  Petek  Lauritz,  Dr.  phil..  Professor,  Direktør  for  Carlsberg-Labo- 
ratoriets kemiske  Afdeling,  København,  Formand  i  Selskabets  naturvidenskabe- 
lig-mathematiske  Klasse,  Ridder  af  Danebrog. 

Jensen,  Johan  Ludvig  William  Valdemar,  Overingeniør,  Ridder  af  Danebrog. 

Andersen,  Dines,  Dr.  phil.,  Professor  i  indisk-østerlandsk  Filologi  ved  Københavns 
Universitet,  Selskabets  Redaktør. 

Knudsen,  Martin  Hans  Christian,  Professor  i  Fysik  ved  Københavns  Universitet 
og  (len  Polytekniske  Læreanstalt,   Selskabets  Sekretæi'. 

Thoroddsen,  Thorvaldur,  Dr.  phil.,  Professor,  Geolog,  Ridder  af  Danebrog. 

Olsen,  Bjørn  Magnusson,  Dr.  phil.,  Professor  i  islandsk  Filologi  og  Kulturhistorie  ved 
Universitetet  i  Reykjavik,  Ridder  af  Danebrog  og  Danebrogsmand. 

Madsen,  Thorvald  Johannes  Marius,  Dr.  med.,  Direktør  for  Statens  Seruminstitut, 
Ridder  af  Danebrog,  Officer  af  Æreslegionen,  Ridder  af  den  preussiske  Rode 
Ørns  Orden  og  af  den  svenske  Nordstjerneorden. 

Winge,  Adolph  Herluf,  Viceinspeklor  ved  Københavns  Ihiiversitets  Zoologiske  Museum. 
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Blinkenberg,  Chr.,  Dr.  phil..  Professor  i  Arkæologi  ved  Københavns  Universitet, 
Ridder  af  Danebrog,  Kommandør  af  den  spanske  Isabellaorden. 

Kinch,  K.  F.,  Dr.  phil..  Arkæolog. 

Vedel,  Valdemar,  Dr.  phil..  Professor  i  Litteraturhistorie  ved  Københavns  Universitet. 

Sandfeld  Jensen,  Kr.,  Dr.  phil..  Professor  i  romanske  Sprog  ved  Københavns  Uni- 
versitet. 

Sarauw,  Chr.  Preben  Emil,  Dr.  phil.,  Professor  i  tysk  Sprog  og  Litteratur  ved  Kø- 
benhavns Universitet. 

Bock,  Johannes  Carl,  Dr.  med.,  Professor  i  Farmakologi  ved  Kobenhavns  Universitet, 
Ridder  af  Danebrog. 

Brønsted,  Johannes  Nicolaus,  Dr.  phil..  Professor  i  Kemi  ved  Københavns  Univer- 
sitet. 

Hjelmslev,  Johannes  T.,  Dr.  phil..  Professor  i  deskriptiv  Geometri  ved  den  Polytek- 
niske Læreanstalt. 

Nielsen,  Niels,  Dr.  phil.,  Professor  i  Mathematik  ved  Københavns  Universitet. 

Petersen,  Carl  Georg  Johannes,  Dr.  phil.  &jur..  Direktør  for  Dansk  biologisk  Station, 
Ridder  af  Danebrog  og  Danebrogsmand,  Kommandør  af  den  russiske  St.  Stanislaus- 
orden,  Ridder  af  den  norske  St.  Olavs  Orden  og  af  den  svenske  Nordstjerneorden. 

Poulsen,  Valdemar,  Dr.  phil..  Ingeniør,  dekoreret  med  Fortjenstmedaillen  i  Guld 
med  Krone. 

Bjerrum,  Niels,  Dr.  phil..  Professor  i  Kemi  ved  den  kgl.  Veterinær-  og  Landbo- 
højskole. 

Fibiger,  Johannes,  Dr.  med..  Professor  i  pathologisk  Anatomi  ved  Københavns 
Universitet. 

Hansen-Ostenfeld,  Carl  Emil,  Dr.  phil.,  Museumsinspektør  ved  Københavns  Uni- 
versitets Botaniske  Have. 

Krogh,  August,   Dr.  phil..  Professor  i  Dyrefysiologi  ved  Københavns  Universitet. 

Nørlund,  Niels  Erik,  Dr.  phil..  Professor  i  Mathematik  ved  Universitetet  i  Lund. 

Bohr,  Niels,  Dr.  phil..  Professor  i  theoretisk  Fysik  ved  Københavns  Universitet. 

Pedersen,  Peder  Oluf,  Professor  i  Elektroteknik  ved  Polyteknisk  Læreanstalt,  deko- 
reret med  Fortjenstmedaillen  i  Guld. 
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Retzius,  Magnus  Gustav,  Dr.  med.  &  phil.,  fh.  Professor  i  Histologi  ved  det  Karolin- 

ske  mediko-kirurgiske  Institut  i  Stockholm. 
SiEVERS,  Eduard,  Dr.  phil.,  Professor  i  germansk  Filologi  ved  Universitetet  i  Leipzig. 
WuNDT,  Wilhelm,  Dr.  phil.,  Professor  i  Filosofi  ved  Universitetet  i  Leipzig. 

Leffler,  Gösta  Mittag-,  Dr.  phil.,  fh.  Professor  i  Mathematik  ved  Højskolen  i  Stock- 
holm, Kommandør  af  Danebrog  og  dekoreret  med  Fortjenstmedaillen  i  Guld 
med  Krone. 

Nathorst,  Alfred  Gabriel,  Dr.  phil..  Professor,  Intendant  ved  Riksmuseets  botanisk 
palæontologiske  Afdeling  i  Stockholm. 

Sars,  Georg  Ossian,  Professor  i  Zoologi  ved  Universitetet  i  Kristiania. 

Brefeld,  Oscar,  Dr.  phil..  Professor  i  Botanik,  Direktør  for  det  botaniske  Institut  i 
Breslau. 

Tegner,  Esaias  Henrik  Vilhelm,  Dr.  phil.  &theol.,  fh.  Professor  i  østerlandske  Sprog 
ved  Universitetet  i  Lund. 

Brøgger,  Valdemar  Christofer,  Professor  i  Mineralogi  og  Geologi  ved  Universitetet 
i  Kristiania,  Ridder  af  Danebrog. 

Hammarsten,  Olof,  Dr.  med.  &  phil.,  fh.  Professor  i  medicinsk  og  fysiologisk  Kemi 
ved  Universitetet  i  Upsala. 

Klein,  Felix,  Dr.  phil..  Professor  i  Mathematik  ved  Universitetet  i  Göttingen. 

Schwarz,  Carl  Hermann  Amandus,  Dr.  phil.,  Professor  i  Mathematik  ved  Universi- 
tetet i  Berlin. 

Storm,  Johan  Frederik  Breda,  LL.  D.,  Profes.sor  i  romansk  og  engelsk  Filologi  ved 
Universitetet  i  Kristiania. 

Comparetti,  Domenico,  fh.  Professor  i  Græsk,  Firenze. 

ScH wendener,  Simon,  Dr.  phil.,  Professor  i  Botanik  ved  Universitetet  i  Berlin. 
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SöDERWALL,  Knut  Frederik,  Dr.  phil.,  fh.  Professor  i  nordiske  Sprog  ved  Universitetet 

•i  Lund. 
DöRPFELD,  Wilhelm,  Professor,  Dr.  phil.,  første  Sekretær  ved  det  tyske  arkæologiske 

Institut  i  Athen. 

Pfeffer,  Wilhelm,   Dr.  phil..  Professor  i  Botanik  ved  Univer.sitetet  i  Leipzig. 

Backlund,  Albert  Victor,  Dr.  phil.,  fh.  Professor  i  Fysik  ved  Universitetet  i  Lund. 

Lord  Rayleigh,  John  William  Strutt,  Dr.  phil.,  D.  C.  L.,  Professor  i  Fysik  ved  Royal 
Institution,  London. 

WiLAMOWiTZ-MoELLENDORFF,  Ulrich  VON,  Dr.  phil.,  Professor  i  kla.ssisk  Filologi  ved 
Universitetet  i  Berlin. 

ScHMOLLER,  GusTAv,  Dr.  phil.,  Historiker,  Professor  i  Statsvidenskaberne  ved  Univer- 
sitetet i  Berlin. 

Hertwig,  Oscar,  Dr.  med.,  Professor  i  sammenlignende  Anatomi  og  Direktor  for  det 
2det  anatomisk-biologiske  Institut  ved  Universitetet  i  Berlin. 

Picard,  Charles-Émile,  Medlem  af  det  franske  Institut,  Professor  i  højere  Algebra 
ved  la  Faculté  des  Sciences,  Paris. 

Vries,  Hugo  de,  Dr.  phil..  Professor  i  Botanik  ved  Universitetet  i  Amsterdam. 

Pettersson,  Otto,  Dr.  phil.,  fh.  Professor  i  Kemi  ved  Stockholms  Højskole,  Kommandør 
af  Danebrog. 

Brugmann,  Friedrich  Karl,  Dr.  phil.,  Professor  i  indo-germansk  Filologi  ved  Uni- 
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iJe  danske  Rigsprolotyper  for  Maal  og  Vægt,  eii  Meter  og  et  Kilogram,  begge 
af  Platiniridiuin,  blev  i  1889  bjeinbiagte  fra  det  internationale  Bureau  for  Maal  og 
Vægt  i  Sèvres.  Kort  Tid  efter  blev  de  deponerede  i  Nationalbanken,  livor  de  ben- 
laa  ubenyttede,  indtil  Vedtagelsen  af  Meterloven  i  1907  gav  Anledning  til,  at  de  blev 
tagne  i  Brug. 

Medens  Meteren  efter  de  Undersøgelser,  der  er  foretagne  i  Bureauet  med  andre 
tilsvarende  Meternormaler,  niaatte  antages  at  bave  beboldt  sin  Værdi  uforandret, 
kunde  dette  ikke  forudsa^ttes  for  Kilogrammets  Vedkommende.  Det  blev  derfor  i 
1907  bragt  til  Bureauet  til  fornyet  Undersøgelse.  Efter  at  denne  var  bleven  udfort, 
kom  det  tilbage  til  København  i  1910. 

I  en  kgl.  Anordning  af  16.  September  1910  er  det  blevet  bestemt,  at  begge 
Prototyper,  indtil  anderledes  bestemmes,  skal  opbevares  i  den  polytekniske  Lære- 
anstalts fysiske  Laboratorium  under  Kontrol  af  et  vedvarende  Udvalg,  beslaaende  af 
Juslerdirektøren  pna  Handelsministeriets  Vegne,  en  Repræsentant  for  den  danske 
Gradmaaling  og  det  nævnte  Laboratoriums  Bestyrer.  I  Laboratoriet  er  der  bleven 
indrettet  et  mod  Ildebrand  og  Indbrud  sikret  Opbevaringsrum  til  dem.  Her  blev 
Prototyperne  anbragte  den  6.  April  1911. 

Ifølge  en  Overenskomst  mellem  Indenrigsministeriet  og  Ministeriet  for  Kirke- 
og  Undervisningsvæsenet  blev  Arbejdet  med  Tilvejebringelse  og  Undersøgelse  af 
Prototypernes  Kopier  og  andre  Normaler  overdraget  til  Laboratoriets  Beslj'rer,  Pro- 
fessor ved  den  polytekniske  Læreanstalt  K.  Phytz,  der  til  Arbejdets  Udførelse  fik 
Medhjælp  af  Dr.  phil.  .1.  N.  Nielskn.  Sidstnævnte  har  udfort  saa  godt  som  alle  Vej- 
ninger og  Maalinger  og  behandlet  del  deraf  fremgaaende  Talmateriale. 

Der  blev  i  Laboratoriet  udstyret  to  Rum  til  Arbejdet;  det  ene  var  et  Vejerum 
med  de  fornødne  Vægte,  det  andet,  der  blev  brugt  til  Længdesammenligningerne, 
var  forsynet  med  en  Komparalor.  Forovrigt  stod  Laboratoriets  Instrumenter  og 
øvrige  Lokaler  til  Raadighed  for  Arbejdet. 
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I.    Vejningerne. 

1.   Vægtlodder  og  Vægte. 

Opgaven  for  Vejearbejdel  var  al  finde  Værdierne  i  lufttomt  Rum  afVægllodder 
indenfor  Grænserne  1  mg  og  20  kg  i  den  internationale  Kiiogramprotolyps  Vægt  i 
tomt  Rum  som  Enhed.  Den  danske  Rigsprototyp  for  Kilogrammet  er  af  Platiniri- 
dium, Johnson,  Matthey  &  Cie's  Legering  af  1884,  og  har  Tallet  27  indgraveret. 

De  nævnte  Vægtlodder  var: 

Et  Kilogramslod  af  Platin,  der  i  lang  Tid  har  været  opbevaret  i  den  i)oly- 
tekniske  Læreanstalts  fysiske  Samling,  og  som  nu  bliver  betegnet  som  Rigsproto- 
lypens  Kopi,  samt  folgende  Va^glloddcr,  der  tjener  som  Hovednormaler: 

fit  Sæt  Vægtlodder  af  Platin  fra  1  mg  til  500  mg,  leveret  dels  af  Collet  i  Paris, 
dels  af  Westphal  i  Celle. 

Et  Sæt  Vægtlodder  fra  1  g  til  .500  g  og  et  Lod  paa  500  g,  alle  af  „bronze  blanc", 
leverede  af  Collot  i  Paris. 

Et  Sæt  Vægtlodder  af  Messing  fra  1  kg  til  20  kg  saml  et  20  kg-Lod,  leverede 
af  Collot  i  Paris. 

Til  Kontrol  for  de  gennem  mange  Mellemled  fundne  Værdier  for  Milligram- 
lodderne blev  et  Lod  paa  2  mg  sendt  til  det  internationale  Bureau  for  Maal  og  Vægt, 
hvor  man  viste  den  Velvilje  at  forelage  en  Bestemmelse  af  Loddets  Vægt  ved  Sammen- 
ligning med  Bureauets  Normallodder. 

Med  de  ovenfor  nævnte  Lodder  af  „bronze  blanc"  fulgte  en  Cylinder  af  om- 
trent 150  g  Vægt,  der  skulde  bruges  til  Bestemmelse  af  Materialets  Vægtfylde  ved 
hydrostatisk  Vejning. 

Vægllodsætlet  fra  1  g  til  500  g  af  ..bronze  blanc"  bestaar  af  fuldt  massive  Lodder, 
hvis  Hoveder  er  dannede  af  Arbejdsstykket  ved  Afskæring  paa  Drejebæ-nken.  Af- 
pasningen til  rigtig  Vægt  er  forelaget  ved  Afskrabning  og  derpaa    folgende  Polering. 

Messinglodderne  fra  1  kg  til  20  kg  er  af  den  af  det  franske  Handelsministerium 
reglementeri?de  P'orm.     Loddernes  Hoveder  er  her  skruede  ind  i  Loddel. 

Om  det  ovennævnte  Platinkilograms  Historie  skal  folgende  meddeles,  i  Hoved- 
sagen efter  C.  A.  F.  Peters:  Briefwechsel  zwischen  C.  F.  Gauss  und  H.  C.  Schumacher, 
3.  Bd.  1860-01  og  Schumacher:  Jahrbuch  für  1836,  Stuttgart  und  Gültingen. 

Loddet  er  udført  af  Ganibey  henimod  Aarel  1830  og  anskaJTet  lil  Astronomen 
Schumacher  ved  Observatoriet  i  Altona  som  en  Ko[)i  af  Pariserobservaloriels  Kilo- 
gram; del  har  Cylinderform  uden  Knap,  Diameter  omtrent  40  mm,  Hojden  lidt  mindre. 
Overlladcn  er  ikke  poleret.  I  1830  eller  1831  tog  Schumacher  Loddet  med  lil  Paris 
for  al  faa  det  sammenlignet  med  Arkivkilogrammcl.  Arago,  som  udforte  Sannnen- 
liguingen,  gav  følgende  Meddelelse  om  dens  Resultat: 


Le  Soussigné,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences  a  comparé  avec 
beaucoup  d'attention  le  Kilogramme  en  platine  de  Mr.  Schumacher  à  celui  des 
Ai'chives  nationales,  et  il  lui  a  paru  que  ce  dernier  (celui  des  Archives)  est  plus 
faible  d'une  quantité,  qui  ne  surpasse  pas  certainement  un  milligramme  et  demi. 

La  comparaison  a  été  faite  le  21  à  11''  du  matin.  Le  baromètre  du  conserva- 
teur des  Archives   marquait   alors  28''"  Q'-'** '/->  et  le  thermomètre  de  Reaumur +1  7,"). 

Fait  à  Paris  le  26  .Juillet  18,31 

F.  Arago. 

I  Aaret  1835  udforte  Astronomen  Olufsen  ved  Kobenhavns  Observatorium  under 
et  Ophold  i  Paris  en  nj'  Sammenligning  mellem  de  to  Kilogramlodder.  I  Forvejen 
havde  Schumacher  bestemt  sit  Kilograms  Rumfang  baade  ved  Vejning  og  ved  IJd- 
maaling  af  dets  Dimensioner,  og  Olufsen  udmaalte  Arkivkilogrammet.  Han  fandt 
ved  ialt  51  Vejninger,  fordelte  paa  5  Dage,  Værdier  mellem  1  kg  -f  0,9  mg  og  1  kg 
+  I/)  mg  for  Schumachers  Lod.  Senere  angiver  Schumacher  dog  1  kg  —  0,7  mg 
som  sit  Lods  sande  Vægt  efter  paa  Grundlag  af  Hällströms  Bestemmelser  af  Vandels 
Vægtfylde  at  have  beregnet  dets  Vægtfylde  til  21,203. 

En  tredie  Sammenligning  med  Arkivkilogrammet  udfortes  senere  af  Steinheil  ; 
den  gav  Vægten  1  kg  —  1,6  mg. 

I  1895  blev  Kilogrammet  medbragt  til  Paris  af  K.  Prytz  og  afgivet  til  det  inter- 
nationale Bureau  til  Sammenligning  med  den  internationale  Kilogramprototyp;  her- 
ved fandtes  dets  Vægt  i  1896  lig  1  kg  —  3,090  mg. 

Ved  de  sidste  her  udforte  Vejninger  er  Loddets  Vægt  funden  lig  1  kg  —  3,119  mg, 
altsaa  0,029  mg  lettere  end  i  1896. 

Det  danske  Kilogram  nod  Anseelse  som  Normallod;  Schumacher  ses  ved  det 
at  have  bestemt  Vægten  af  et  Platinkilogram  for  Videnskabernes  Akademi  i  St. 
Petersborg;  Gauss,  Bessel  og  Repsold  ses  ogsaa  at  have  lienyttet  det.  I  Danmark 
tjente  det  som  Normallod,  efter  at   det  danske  Pund  i  1839  blev  sat  lig  '/s  kg. 

Til  Udførelse  af  Vejningerne  tjente  5  forskellige  Vægte:  En  Ombytningsvægt 
til  1  kg  Belastning,  leveret  af  Collot  i  Paris,  en  Omla^gningsvægt  til  hojst  200  g  fra 
Bunge  i  Hamborg,  en  .histervæsenet  tilhorende  stor  Vægt  til  50  kg  fra  Hasemann  i 
Berlin  samt  to  ældre  Va'gte,  den  ene  til  2  kg  udfort  i  .Hingers  Etablissement  i  Koben- 
havn (oprindelig  af  Holten  konstrueret  til  Omlægningsvægt),  den  anden  til  ca.  5  kg 
udfort  af  Fortin.  Endelig  blev  ved  enkelte  Sammenligninger  benyttet  en  Nernst's 
Mikrovægt    fra  Spindler  &  Hoyer  i  Göttingen. 

Collots  Ombytningsvægt,  Fig.  1,  til  Sammenligning  af  Vægtlodder  indtil  1  kg  er 
saaledes  indrettet,  at  de  to  Lodder,  der  skal  sammenlignes,  anbringes,  det  ene  af- 
løsende det  andet,  paa  samme  Vægtarm,  medens  den  anden  Vægtarm  har  en  kon- 
stant Tarcrbelastning.  Efter  at  de  to  Lodder  er  anbragte  hvert  paa  sit  Sted,  det  ene 
haaret  af  Va'gtskaalen,  det  andet  fast  understøttet,  og  efter  at  en  passende  Ligevægts- 


stilling  er  bleven  tilvejebragt  ved  Tarerloddernc,  bliver  Vægtskabct  lukket,  hvorefter 
alle  de  følgende  Operationer:  Frigorelse  eller  Arretering,  Aflæsning  af  Udsving,  Paa- 
lægning  eller  Fjærnelse  af  smaa  Tillægslodder  til  Folsomhedsbestemmelse,  Ombyt- 
ning af  Lodderne  og  Aflæsning  af  Temperaturen  i  Vægtskabet,  udfores  i  2,5  Meters 
Afstand  og  med  lukket  Vægtskab. 

Vægten  er  anbragt  i  et  6  m  bredt  og  4^3  m  dybt  Lokale  i  Kælderetagen  paa 
en  muret  Pille  i  omtrent  3  m  Afstand  fra  Ydervæggen,  dens  Stilleskrucr  bæres  af 
Bolle,  som  er  faststobte  i  Murpillen.  Kikkerten,  som  tjener  til  Iagttagelse  af  Vægtens 
Svingninger,  er  ligesom  den  tilhorende  Maalestok  M  og  en  Glødelampe  L  til  dennes 
Belysning  anbragt  c.  1  m  fra  Ydervæggen  paa  et  Jærnbord,  hvis  ene  Ende  er  boltet 
fast  i  Muren,  mens  den  anden  hviler  paa  to  .hernstotter,  som  er  førte  gennem 
Bræddegulvet  til  Betongulvet  under  delte.  Paa  Jærnbordet  findes  Haandtag  for  de 
af  Staalror  dannede  Stænger,  s,  til  s-  i  Pig.  1,  der  forer  hen  til  Vægten,  og  ved  hvis 
Drejning  de  fornødne  Manipulationer  udfores.  Enderne  nærmest  Valgten  af  Stæn- 
gerne Sj  til  Sr-,  bæres  udenfor  Vægtskabet  af  en  til  Pillen  fæstet  Opstander  .S  af  .lærn, 
hvorfra  der  udgaar  Forbindelsesled  til  det  indre  af  Vægtskabet.  Arretering  eller  Fri- 
gorelse af  Vægten  sker  ved  Stangen  s,   og  Snekkehjulet  H. 

De  2  Lodder,  der  skal  sammenlignes,  anbringes,  som  Figuren  viser,  lilhojre  i 
Vægtskabel  lodret  over  hinanden,  saaledes  at  det  ene  bæres  af  en  fra  Stollen  bag- 
ved Vægtskaalen  udgaaende  Arm,  medens  det  andet  bæres  af  Vægtskaalen  selv. 
Denne  er  forsynet  med  to  Bæretlader  i  forskellig  Hojde  til  de  to  Vægtlodder.  Over 
hver  Bæreflade  findes  en  gaffel-  eller  ristformet  Vægtlodskifter,  som  bæres  af  en  Arm 
fra  Støtten  bagved  Va^gtskaalen.  Fra  dennes  to  Bæreflader  gaar  der  Opstandere  op 
i  Mellemrummene  mellem  Skifternes  Gaffelgrene.  De  to  Skiftere  kan  ved  Tand- 
stauiger  og  Drev,  som  er  anbragte  i  Støtten,  og  ved  Drejning  af  Stangen  Sj  fores  i 
lodret  Retning,  men  saaledes  at  den  ene  maa  gaa  ned,  samtidig  med  at  den  anden 
gaar  op.  Efter  Skifterens  Stilling  vil  Vægtloddet  enten  staa  paa  dennes  Grene  eller 
paa  Vægtskaaicns  Oi)standere.  Flyttes  Skifterne,  vil  Følgen  blive,  at  det  Lod,  som 
for  blev  haaret  af  Støtten,  nu  nedlægges  paa  Va-gtskaalen,  mens  det  andet  Lod  tages 
fra  Vægtskaalen,  for  derefter  at  bæres  af  Stollen:  Lodderne  ombyttes.  Ombytningen 
sker  altsaa  ikke  saaledes,  at  det  ene  Lod  indtager  det  andets  Plads  paa  Vægten  ;  de 
lo  Lodder  vejes  i  forskellige  Højder,  det  ene  omtrent  12  cm  hojere  end  del  andel. 
Dette  medfører,  som  det  fremgaar  af  det  følgende.  Nødvendigheden  af  en  lille  Korrek- 
tion som  Følge  af,  at  Tyngdekraften  er  forskellig  i  de  to  Højder. 

Hvert  Vægtlod  maa  have  en  saadan  Stilling,  al  Va'gtskaalen  ikke  konuuer  til 
al  slingre,  naar  Væglen  frigøres  til  Vejning,  efter  at  Loddet  er  nedlagt  paa  Skaalen: 
Væglloddernc  maa  centreres  i  Forhold  til  Vægtskaalen.  Centreringen  sker  ved  at 
Loddet  flere  Gange  skiftevis  nedlægges  paa  Skaalen  og  løftes  op  fra  den,  hvorved 
del  hver  Gang  nærmer  sig  noget  til  den  rigtige  Stilling  paa  Skifteren.  Under  Cen- 
treringsarhejdel,  og  i  del  hele  hver  Gang  el  Lod  skal  skille  Understøtning,  stolles 
Vægtskaalen  ved  tre  Knaster,  som  ved  Drejning  af  Slangen  .sv,  føres  op  under  den 
vedkommende  Bæreflade,  saa  højt,  al  de  netop  beroier  dens  l'nderside. 
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For  at  opnaa  Svingninger  af  passende  Storrelse  er  der  fort  et  Metalror  r  ind 
i  Vægtskabcl  fra  Iagttagerens  Plads.  Roret  udnuinder  under  den  Vægtskaal,  hvor 
Tarerlodderne  ligger.  Ved  et  let  Tryk  paa  en  Kautsjukbold  B,  som  er  i  P^orhin- 
delse  med  Røret,  kan  Iagttageren  rette  en  svag  Luftstrøm  mod  Vægtskaalens  Under- 
side og  derved  enten  forstærke  eller  svække  Svingningerne. 

Svingningerne  iagttages  ved  Spejlaflæsning,  idet  der  er  anbragt  et  mod  Iagt- 
tageren vendende  Spejl  m  paa  en  Opstander,  der  er  fæstet  til  det  overste  af  Balancen. 

Vægtens  Følsomhed  findes  ved  at  forøge  en  af  Vægtskaalenes  Belastning  med 
en  Rytter  af  bekendt  Vægt,  omtrent  1  mg,  som  ved  Drejning  af  en  af  Stængerne  .s^ 
og  Sj  lægges  ned  paa  en  kort,  vandret  Arm,  der  udgaar  fra  Vægtskaalens  Ophæng- 
ning. Rytteren  lægges  paa  og  fjærnes,  uden  at  man  i  Forvejen  arreterer  Vægten. 
Den  almindelige  Ryttermekanisme  a  a,  hvor  Rytteren  forskydes  henad  en  med  Vægt- 
balancen forbunden  inddelt  Stang,  bruges  ikke  ved  Normalvejningerne. 

Collots  Ombytningsvægt  blev  brugt  til  Sammenligning  mellem  Kilogramproto- 
typen og  dens  Kopi  af  Platin  samt  til  ud  fra  sidstnævnte  Lods  Vægt  at  finde  Vær- 
dierne af  de  som  Hovednormaler  betegnede  Vægtlodder  fra  W-.-  kg  til  200  g. 

Vægten  blev  brugt  med  en  Følsomhed,  der  gav  henved  1,5  cm  Udslag  for  1  mg 
Tillægsvægt  ved  en  Belastning  paa  1  kg.  Tiden  for  en  hel  Svingning  var  da  om- 
trent 75  sek.  Af  Vejningsresultaterne  fremgaar  det,  at  den  væsentligste  Fejlkilde  ved 
Vejningerne  er  de  Forandringer,  som  Ligeva'gtsstillingen  lider  ved  Arretering  og  for- 
nyet Frigørelse  af  Vægten  med  uforandret  Belastning.  Betydningen  af  denne  Fejl- 
kilde er  funden  ved  Resultaterne  af  Vægtsammenligningerne  mellem  Kilogramprolo- 
typen  og  dens  Platinkopi. 

Disse  Sammenligninger  blev,  som  det  omtales  nærmere  S.  10,  udført  saaledes, 
at  Ligevægtsslillingen  blev  bestemt  7  Gange  med  uforandret  Tara  Q  paa  den  ene 
Vægtskaal,  medens  Prototypen  og  Kopien  skiftevis  blev  anbragt  paa  den  anden 
Skaal.  Endvidere  blev  Luftens  Tryk  og  Temperaturen  i  Væ'gtskabet  iagttaget  umiddel- 
bart før  og  efter  denne  Serie  af  Vejninger.  De  7  iagttagne  Ligevægtsstillinger  kaldes 
a^,  fcj,  Oj,  b.,,  «3,  b^,  a^.  Da  Taraloddet  var  af  Bronce,  har  ogsaa  den  lille  under 
Vejningerne  indtrædende  Variation  af  Luftens  Vægtfylde  en  iagttagelig  Indflydelse 
paa  Ligeva'gtsstillingen;  derfor  blev  i  nærvan-ende  Undersøgelse  de  6  sidste  Lige- 
vægtsstillinger korrigerede  saaledes,  at  de  alle  henførtes  til  den  Luftvægtfylde,  hvor- 
ved Oj  blev  funden.  Endvidere  blev  her  /),,  b.,,  b.^  korrigerede  saaledes,  at  de  kom 
til  at  svare  til  samme  Belastning  som  a^,  «,,  «3,  «4,  ved  at  man  til  ^'erne  adderede 
Differensen  mellem  «'ernes  og  b'erues  Middeltal.  Herefter  blev  alle  7  Ligevægtsstil- 
linger behandlede  som  Enkeltiagttagelser  af  den  samme  Størrelse,  og  de  7  Enkelt- 
iagttagelsers Fejlkvadraters  Sum  blev  beregnet  for  enhver  af  24  Vejningsserier.  Af 
de  7  >:  24  Kvadratsummer  blev  Middelfejlen  i  Bestemmelsen  af  Ligevægtsstillingcn 
funden.  Det  skal  bemærkes,  at  denne  Stilling  blev  funden  ved  Iagttagelse  af  5  Ud- 
sving.    For  Middelfejlen  fandtes 

f  =  0,083  cm. 


Denne  Middelfejl  paa  omtrent  '/:,  mm,  der  er  10  Gange  saa  stor  som  den,  hvor- 
med Ligevægtslillingen  kan  iagttages,  svarer,  med  den  ovenfor  angivne  Følsomhed 
og  1  kg  Belastning  paa  hver  Skaal,  til  en  Vejefejl 

f  =  0,057  mg. 

En  Forandring  i  Ligevægtstillingen  paa  0,083  cm  vil  svare  til  en  Bevægelse  paa 
0,00  mm  af  Vægtens  Tungespids,  der  ligger  omtrent  37  cm  under  Midterknivens  Æg. 

At  del  er  Arretering  og  fornyet  Frigorelse  af  Væglen,  der  er  den  langt  over- 
veiendc  Fejlkilde  her,  fremgaar  af  de  Vejningsserier,  der  tjente  til  Bestemmelse  af 
Folsomheden  (se  S.  11  overst)  ved  at  Vægten  skiftevis  blev  belastet  med  eller  fri- 
gjort for  en  Rytter  af  Vægt  omtrent  1  mg,  medens  de  to  Skaale  iovrigt  havde  hver 
en  uforandret  Belastning  paa  1  kg.  Som  for  nævnt  er  Vægten  indrettet  saaledes,  at 
Rytteren  kan  paaLægges  eller  fjærnes,  uden  at  Vægten  arreteres  i  Mellemtiden. 
Behandles  de  i  disse  Vejningsserier  udforte  Iagttagelser  paa  samme  Maade  som  de 
ovennævnte,  findes  en  Middelfejl  i  Ligevægtstillingens  Bestemmelse,  der  er  omtrent 
'/4  af  den  forrige,  nemlig 

<p  =  0,02  cm,     f'  ==  0,014  mg. 

Folsomheden  er  fra  d.  22.  April  til  d.  (i.  Maj  1911,  i  hvilket  Tidsrum  de  omtalte 
Sammenligninger  blev  udforte,  aftaget  i  Forholdet  1,4'.)  til  1,4.'5.  Dette  maa  vel  for- 
klares ved,  at  Brugen  af  Væ'gten  har  medført  en  meget  lille,  varig  Bojning  af  Balancen. 
I  1913  var  Følsomheden  1,45. 

Bunges  Omlægningsvægt  anvendtes  til  Bestemmelse  af  Værdierne  for  Hoved- 
normalerne fra  100  g  til  1  mg  med  200  g-Lodderne  som  Bindeled  overfor  Vejningerne 
med  Collols  Vægt.  Bunges  Vægt  er  den  samme,  som  blev  anvendt  ved  Martin 
Knudsens  Bestemmelser  af  Havvandets  Konstanter;  den  findes  beskrevet  i  Rede- 
gørelsen for  dette  Arbejde.  ') 

Nernst's  Mikrovægt  anvendtes  bl.  a.  til  en  Kontrolsammenligning  mellem  to  ved 
Vejningerne  paa  Bunges  Vægt  bestemte  2  mg-Lodder  og  et  i  det  internationale  Bureau 
for  Maal  øg  Vægt  undersogt  2  mg-Lod.  Mikrovægten  er  beskreven  i  Berichte  d. 
deutschen  ehem.  Gesellsch.  Bd.  36,  1903,  S.  2086. 

Jüngers  Vægt  blev  brugt  til  Bestemmelse  af  2  kg-Løddets  Værdi  med  Benyttelse 
af  to  ved  Cøllots  Vægt  bestemte  1  kg-Lødder.  Tillige  tjente  den  ved  den  hydro- 
statiske Vejning  til  Bestemmelse  af  Vægtfylden  for  bronze  blanc-Legeringen.  Dens 
Folsomhed  var  omtrent  '/s  mg  ved  2  kg  Belastning. 

Hasemanns  Vægt  tjente  til  Bestemmelse  af  Hovednormalerne  fra  5  kg  til  20  kg. 
Vægten  er  af  almindelig  Konstruktion.  Den  tilhorer  Justervæsenet,  men  er  midler- 
tidig opstillet  i  fysisk  Laboratoriums  Vejerum,  hvilende  paa  Betongulv  og  overbygget 
med  et  Skab  til  Beskyttelse  mod  Luftstrømninger.  Den  viser  en  næsten  konstant 
Folsomhed,  1  Skaladel  =  1  mm  for  14  mg,  lige  til  en  Belastning  med  20  kg  paa 
hver  Skaal. 


')  Vid.  Selsk.  Skrifter,  G.  H.  nalurv.-mat.  Afcl.  lid.  XII  Nr.  1.  S.  45  ff.  1902 

1).  K.  I)    Vidcnsk    Selsk.  Skr..  nutiiivUlensk.  o«  niathem.  Aid..  8   Hcukke  I.  1. 
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2.    Udførelse  af  Sammenligningsvejningerne. 

Ved  Saminenlii^niiigen  inclleni  Kilogra  mprot  ot  ypen  og  dens  Kopi  (Scliii- 
machers  Platinkilograin)  benylledes  som  ovenfor  nævnt  Onibytningsvægten  fra  Collot, 
ved-  hvilken  Aflæsningerne  af  Udsvingene  og  alle  Manipnlalioner  under  Vejningen 
foretoges  i  en  Afstand  af  omtrent  2,5  m. 

Temperaturen  i  Vægtskabet  bestemtes  ved  to  Termometre,  anbragte  i  hver 
Ende  af  Vægtskabet;  Aflæsningen  af  disse  foretoges  ved  en  særlig  Kikkert,  der  var 
opstillet  paa  det  Bord,  hvorfra  Manipulationerne  blev  udforte.  Barometerstanden 
under  Vejningen  bestemtes  for  og  efter  hver  Serie  ved  Atkcsning  af  el  i  Lokalet 
anbragt  Fuess'  Normalbarometer,  og  Damptrykkel  i  Lokalet  bestemtes  efter  hver 
Serie  ved  Assmann's  Asj)iralionspsykrometer. 

De  Lodder,  der  skulde  sammenlignes,  anbragtes  paa  Valgten,  og  Ligevægt 
bragtes  tilveje,  hvorefter  Valgten  henstod  i  Ro  mindst  el  Dogn,  for  Observationerne 
paabegyndtes.     Gangen  i  en  Serie  Vejninger  var  folgende: 

Først  foretages  2  Ombytninger  af  Lodderne  og  Nedlægninger  af  Balancen  (to 
Enkeltvejninger),  hvoraf  Udsvingene  ikke  noteres.  Under  disse  to  Enkeltvejninger 
aflæses  Barometerstanden  og  Temperaturen  i  Va-gtskabel.  Forst  med  tredie  Ombyt- 
ning og  Nedla'gning  paabegyndes  Aflæsningerne  af  Udsvingene;  dog  udforer  Balancen 
en  hel  Svingning,  før  Udsvingene  noteres;  derpaa  aflæses  3  Udsving  til  højre  og  2 
til  venstre. 

Derefter  arreteres  Balancen,  Lodderne  ombytles,  og  anden  Enkeltvejning  udlbres, 
idet  Aflæsningerne  ligeledes  forst  paabegyndes,  naar  Balancen  har  udfort  en  hel 
Svingning.  En  ny  Ombytning  foretages,  og  tredie  Enkellvejning  udfores  med  del 
samme  Lod  som  i  forste,  og  saaledes  fortsætles,  indlil  Serien  afsluttes,  naar  der  er 
foretaget  4  Enkellvejninger  med  forste  og  3  med  det  andet  Lod.  Paabegyndelsen  af 
Vejningsserierne  sker  skiltevis  med  de  to  Lodder. 

Kaldes  de  under  første  Enkeltvejning  paa  Maalestokken  aflæste  Udsving  /,,  /,,, 
/:,,  /,!  og  /.,  faas  de  3  Værdier  for  Ligevæglsstillingen: 

«,'  =   1/;,  («,  +M„    I    a.j). 

Paa  samme  Maade  findes  Ligevæglslillingen  for  anden  Enkeltvejning  «"  o.  s.  v., 
og  af  de  4  Værdier  for  «'  og  3  for  «"  dannes  lo  Middeltal  svarende  til  de  to  Lodder; 
Differensen  mellem  disse 

a  =   '/4(ai'4  «,'  +  «3'  + «/)-.,,(„/'  +  «," +  «3") 


«, 


hvoraf  faas  Middeltallet 
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giver  da  den  tilsyneladende  DilTerens  mellem  forste  og  andet  Lod,  foreløbig  udtrykt 
i  Maalestokkens  Centimetre  som  Enhed. 

Til  Bestemmelse  af  den  Vægt,  der  repræsenteres  ved  Udsvinget  1  cm,  bestemmes 
Vægtens  Folsomhed  ved  Hjælp  af  en  Rytter  af  Vægt  omtrent  1  mg.  Rytteren  kunde 
som  for  nævnt  fra  Allæsningsbordet  ved  Hjælp  af  en  san-lig  Mekanisme  lægges  ned 
paa  Vægtskaalens  Ophængning,  hvilken  Nedkægning  kunde  foretages,  uden  at  man 
arreterede  Balancen.  Folsomhedsbeslemmelserne  foretages  ved  en  Serie  Vejninger 
efter  samme  Skema  som  ovenfor,  hvor  forste  Lod  er  det  samme  som  for,  medens 
der  i  Stedet  for  andet  Lod  er  benyttet  forste  Lod  -j-  Rytter. 

Beregningen  af  Ligevægtstillingen  udfores  efter  ovenstaaende  Skema;  har  man 
paa   denne  Maade   fundet  Udsvinget  «,,,   som   Rytteren  frembringer,  belj'der  Broken 

-,  hvor  R  er  Rytterens  Vægt  i   Milligram,   altsaa  den  Vægt    i   Milligram,   der  frem- 
«;,• 
bringer  et  Udslag  1  cm  paa  Maalestokken.    Det  ovenfor  fundne  Udsving  repræsenterer 

altsaa  en  Vægt  —  R  mg. 

Som  Exempel  paa  Udforeisen  af  en  Serie  Vejninger  skal  anfores  Serie  3,  ud- 
fort den  '■'^U  1911.  Belastningen  paa  venstre  Side  var  Slkg  =  500  ]-  500°  g  af  bronze 
blanc  -f  75  mg.  Paa  liojre  Side  fandtes  paa  nederste  Skaal  Prototypen,  paa  overste 
Kopien  +  4  mg.  t^^  angiver  Ailæ-sningen  paa  Termometer  Nr.  30,  der  fandtes  til 
venstre,  ^3,   paa  Nr.  31  til  hojre  i  Vægtskabet. 


^"•U  1911.     Serie  3.     /30  =  18,20.     /31   =  18,30.     B  =  758,i«  (/  =  18,4). 

Enkeltvejninger  (Tara  Slkg) 

Nr.  1.    Kopi  T  -t  '"g  (overste  Skaal)  Nr.  3.    Kopi  +  4  mg  (oVerste  Skaal) 


Udsving  Ir 

2  ar 

Middeltal  « 

til  højre         til  venstre 

14,81 

14,25 

29,050 

79 

050 

27 

050 

14,525 

77 

Ud 

sving 

Ir 

2  ar 

Middeltal  a 

til  højre 

til  venstre 

14,72 

14,21 

28,955 

71 

955        ; 

25 

955 

14,178 

70 

Nr.  2.    Prototyp  (nederste  Skaal) 


Udsving  Ir 

2  ar 

Middeltal  a 

til  højre 

til  venstre 

14,78 

14,28 

29,050 

76 

050 

30 

050 

14,525 

7t 

Nr.  4.    Prototyp  (nederste  Skaal) 


Udsving  Ir 

2«r 

Middeltal  a 

til  højre 

til  venstre 

14,89 

14,11) 

29,oco 

85 

055 

22 

050 

14,528 

81 

12 


Nr.  5.    Ko})!    •    4  mg  (øversle  Skaal) 


Nr.  R.    Prototyp  (nederste  Skaal) 


Udsv 

»S    tr 

2  ar 

Middeltal  a 

til  højre     |   (il  venstre 

14,83 
79 
7.5 

14,0ä 
OK 

28,825 
830 
KV) 

14,111 

Udsving  Ir 

•2  ar 

Middeltal  a 

til  højre 

til  venstre 

15,02 

14,il8 

91 

14,10 

.3 

29,100 

09.5 
090 

14,518 

Nr.  7.    Kopi  +  4  mg  (overste  Skaal) 


Udsv 

ing 

Ir 

2«r 

Middeltal  a 

til  højre 

til  venstre   | 

14,91 

13,98 

28,870 

87 

865 

14,01 

860 

14,133 

83 

n         ^r<,       ^,         .,.    V   (  Vaadt  Term.  12. i; 
/3 o  =  18,29.     /„  =  18,38.     ß  =  758,7.5  (/=  18,r,)  j  ^^^^         _      ^^^  , 

Heraf  beregnes  Middeltemperaturen  under  Serien  t  =  1  [1(18,20  -f  18,2'.i)  (- 
4(18,30  +  18,38)J   =    18,29. 

Af  Psykrometeraflæsningen  faas  Damptrykket  b  =  7,4  mm,  og  man  faar  den  i 
Udtrylvket  for  Luftens  Vægtfylde  indgaaende  Størrelse: 

B  =  758,7  —  2,3  —  1 .  7,4  -I-  0,7  =  754,3  mm. 

Af  ovenstaaende  Ligevægtsstillinger  faas: 

«   ==   \  (14,-525  +  14,478  +  14,414  +  14,433)  —  ^  (14,525  -f  14,528  +  14,548)   =   —  0,071. 

Ved  Følsomhedsbestemmelsen  med  Rytter  af  Vægt  1,02.')  mg  fandtes: 

«„   =   -=-  1  (U,m,  +  14,024  -f  14,030  +  14,038)   f  •  (16,099  +  16,114  +  16,123)   =    1,490. 

Man  faar  da  som  Resultat  af  Serie  I: 

0,071 


Kopi    1   4  mg  -^  Prototyp  =  —  ^'^;^"^  •  1,025 


0,0488  mg. 


Ovenstaaende  Ligning  gælder  for  Vejningen  i  Luften.  Kaldes  Valgten  af 
Lodderne  i  lufttomt  Rum  henholdsvis  K  og  P,  og  er  Luftens  Opdrift  henholdsvis 
Ok  og  Op,  kan  Ligningen  skrives: 

A'  —  Ok  +  4  mg  —  (P—  Op)  =  —  0,0488  eller,  idet  Ok  -Op  =  Ok    p: 
/{  +  4  mg  =  P  +  Ok-p  —  0,0488  mg. 
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Da  Riimlanget  af  Kopien  er  47,163  cm-',  af  Prototj'pen  46,443  cm''.  Differens 
0,720  cm'',  faas  som  Korrektion  for  Opdriftforskel  under  ovennævnte  Serie: 

1,2928  754.3 

Ok-P  ==   0,720  ■  -— ,  -' •  -^^-r-  =  0,8657  mg, 

1  +  18,2U/273      '60  ^ 

der  indsat  i  forrige  Ligning  giver: 

Ä  +  4  mg  =  P  +  0,8169  mg. 

Af  Vejninger  som  ovenstaaende  Exempel  (Prototypen  paa  nederste  Skaal)  toges 
18  Serier.  Derefter  ombyttedes  Prototypen  og  Kopien,  saaledes  at  Prototypen  nu 
stod  paa  overste  Skaai,  Kopien  paa  nederste;  med  denne  Stilling  af  Lodderne  ud- 
fortes 8  Serier  Vejninger. 

Som  Resultat  af  disse  to  Afsnit  af  Vejninger  fandtes: 

1.  Afsnit  :    A'  -)-  4  mg  =  P  +  0,8188  mg 

2.  Afsnit:    K  -f-  4  mg  =-  P  +  0,8803  mg 

Differens  (2)  —  (1)  =  0,061-5  mg. 

Uoverensstemmelsen  mellem  de  to  Værdier  hidrorer  fra,  at  der  finde.s  en  Korrek- 
tion af  Betydning,  som  vi  endnu  ikke  har  taget  Hensyn  til.  Skaalene,  hvorpaa 
Kopien  og  Prototypen  staar  under  Vejningen,  findes  ikke  i  samme  Hojde;  Hojde- 
i'orskellen  er  12,3  cm.  Under  den  første  Række  Vejninger  staar  Kopien  paa  overste 
Skaal  ;  tænker  vi  os  den  flyttet  ned  paa  nederste  Skaal,  vil  dens  Vægt  tilsyneladende 
forøges  som  Følge  af,  at  den  kommer  nærmere  til  Jordcentret,  medens  den  anden 
Række  Vejninger,  udførte  med  Kopien  paa  nederste  Skaal,  vilde  give  en  mindre 
Vægt  for  dette  Lod,  saafremt  det  stod  paa  samme  Skaal  som  Prototypen. 

Kaldes  Kopiens  tilsyneladende  Vægtforøgelse  ved  Flytning  fra  overste  til  nederste 
Skaal   //,  bliver  de  to  ovenstaaende  Ligninger  henholdsvis: 

1.  Afsnit  (P  nederst):    A'       4  mg  =  P  +  0,8188  mg  + // 

2.  Afsnit  (P  øverst)  :      A  +  4  mg  =  P  +  0,8803  mg  —  H. 

Af  disse  to  Ligninger  kunde  H  elimineres  ved  Addition,  men  dette  forudsætter, 
at  de  to  Ligninger  har  samme  Vægt,  hvilket  ikke  er  Till'ældet.  H  kan  imidlertid 
let   beregnes.     Tænker   vi   os   et   Legeme   med    Massen  p  i  Afstanden   N   fra   Jordens 

Gravitationscentrum,  vil  Jorden  tiltrække   det    med  en  Kraft  pg  =    \.    Lottes  det  h 

Meter  højere  op,  er  Tiltrækningen  ptj^  =  — , .    Den  tilsyneladende  Vægtforandring 

k  k 

X  er  da   bestemt  ved  xg  ^  py — pgi  =  ^.,  —  /p   \_h\i'   ^^^^    med  fornoden  Tilnær- 

2  hk  ' 

melse  kan  sættes  lig     „.,  . 
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Indsættes  k  =-  pgJi\  faas  Tor  />  =  I  kg  =-  10''  mg  og  li  = 


sat  lig  10' Meter):    x 


10 


/i,  der  for  /i  --  1  Meter  giver 


210" 


(Jordkvadrantcii 


X 


10 


mg. 


For  h  =■  12,3  cm  faas  da  som  tilsyneladende  Vægtforøgelse  af  Kopien  ved  Flyt- 
ning fra  øverste  til  nederste  Vægtskaal: 

H  =   ^j^jr.  0,123   =   0,038Gmg, 

medens  den  af  Vejningerne  fundne  Forskel  er  i  •  0,0015  =  0,0.308  mg,  allsaa  ikki'  af- 
vigende yI„  mg  fra  den  beregnede  Værdi.  Indfores  nu  den  beregnede  Værdi  H  = 
0,038ri  mg  i  samtlige  Observalionsligninger,  med  Forlegne!  |  i  forste,  —  i  andel 
Afsnit,  bliver  samtlige  Differenser  benforte  til  samme  Hojde  af  de  to  Lodder. 

I  nedenstaaende  Tabel  findes  opfort  Resultaterne  af  samtlige  Observationsserier, 
idet  der  er  anvendt   samme   Betegnelser  som  i  det    foregaaende.     Under  o  er  opfort 


den  endelige  Værdi  for  K  ^  4  mg 


P  fremgaaet  af  hver  Observationsserie. 


Datum 
1911 

Serie 

Nr. 

a 
cm 

«ft 

B 

mm 

F 

f  .1,025 
«ft 
mg 

mg 

n 

mg 

O 

mg 

O 

—  u 

(0  -  11)- 

";4 

1 

—  0,135 

1,400 

764,8 

19,18 

—  0,09211 

0,8751 

-f  0,0386 

0,8208 

— 

0,0318 

0,001011 

— 

2 

083 

764,3 

19,15 

0612 

8746 

— 

8520 

0006 

0000 

"/4 

3 

071 

1,1'JO 

754,3 

18,29 

0488 

8057 

— 

8555 

-1- 

0029 

ooos 

— 

4 

039 

— 

754,3 

18,42 

0268 

8653 

— 

8771 

0215 

0600 

— 

5 

157 

— 

754,4 

18,51 

1080 

8652 

— 

795S 

— 

0568 

3226 

— 

6 

050 

— 

754,2 

18,49 

0344 

8650 

— 

8693 

-j- 

oii;g 

0275 

"l4 

7 

101 

1,47G 

747,0 

17,78 

0701 

8595 

— 

8380 

— 

0346 

0605 

— 

8 

094 

— 

747,1 

17,82 

0<i53 

8589 

— 

8333 

— 

0301 

0116 

— 

9 

OU 

— 

746,7 

17,87 

0076 

8583 

— 

8893 

+ 

0367 

1316 

— 

10 

089 

— 

746,3 

17,89 

0618 

8577 

— 

8345 

— 

0181 

0327 

-'l4 

11 

06S 

1,181 

742,D 

17,30 

ai7i 

8556 

— 

8471 

— 

0055 

0030 

— 

12 

007 



742,e 

17,31 

0048 

8552 

— 

8890 

X. 

0364 

1324 

— 

13 

028 



741,9 

17,33 

0194 

8543 

— 

8735 

0209 

0436 

— 

14 

-f      00» 

— 

740,9 

17,38 

-1-     0062 

8531 

— 

8979 

0453 

2053 

»Is 

15 

—      WO 

1,470 

760,7 

16,83 

—     0279 

8775 

— 

8883 

0356 

1367 



16 

114 

— 

760,8 

17,00 

0795 

8771 

— 

8363 

— 

0164 

0268 

— 

17 

113 

— 

760,8 

17,0« 

0781 

8769 

— 

8374 

0152 

0331 



18 

008 

— 

760,8 

17,14 

0056 

8767 

— 

9097 

-f 

0571 

3260 

■'l6 

l'J 

-f       006 

1,150 

754,2 

16,70 

+     0042 

8704 

—  0,0386 

8360 

— 

0166 

0275 

— 

20 

091 

— 

754,3 

16,90 

0641 

8699 

— 

8954 

-h 

0128 

1831 

21 

—      08G 

— 

754,5 

17,08 

—     0605 

8696 

— 

7705 

— 

0821 

6740 

22 

-\-      090 

— 

754,7 

17,23 

-f     0634 

8Ü93 

— 

8941 

-f 

0115 

1722 

"16 

23 

—      013 

1,452 

762,3 

18,28 

—     0092 

8748 

— 

8270 

— 

0256 

0655 

— 

24 

028 

— 

762,4 

18,28 

0198 

8750 

— 

8166 

— 

0360 

1296 



2Ö 

-f      089 

— 

762,5 

18,29 

-f     0628 

8750 

— 

8992 

+ 

0166 

2171 

— 

26 

—      OGO 

— 

762,8 

18,26 

—    0121 

8756 

— 

7946 

— 

0580 

3364 

Sum:    22,1668 

0,034736 

Middel:    u  =  0,S526 

)-n  (o)   =   ±  0,0373 

^j  (U)    =    +  0,0073 
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Betragtes  de  i  Tabellen  opførte  Værdier  for  o  som  Enkeltiagttagelser,  findes 
Middelfejlen  paa  disse  Å.,  (o)  =  ^  0,0373  mg,  medens  Middell'ejlen  paa  Middeltallet  u 

*^''^'*^''  Å2  («)  =  ±  0,0073  mg. 

Som  Enderesultat  af  samtlige  Vejninger  haves  da: 

A'  =  P  —  4  mg  +  0,8526  mg  ±  0,0073  mg. 

De  i  Ligningen  indgaaende  4  mg  bestaar  af  2  Lodder  à  2  mg  hørende  til  Hoved- 
normalerne for  Vægtlodder.  Ved  Undersøgelsen  af  disse  var  tidligere  funden  den 
samlede  Vægt  4,0i",07  mg. 

I  November  1911  blev  Vægten  af  disse  to  Lodder  bestemt  paany  ved  paa  Nernst's 
Mikrovægt  at  sammenlignes  med  et  fra  det  internationale  Bureau  for  Maal  og  Vægt 
modtaget  verificeret  2  mg-Lod  af  Vægt  2,030  mg.  Ved  denne  Undersøgelse  fandtes 
den  samlede  Vægt  4,0713  mg,  og  med  Benyttelse  af  denne  Værdi  giver  ovenstaaende 
Ligning  da  :  K  =  P-  3,2187  mg  ±  0,0073  mg. 

Ved  en  i  det  internationale  Bureau  i  1909  foretaget  Nybestemmelse  af  Proto- 
typens Vægt  fandtes: 

P  =  1  kg  +  0,107  mg,  hvoraf 

K  =  1  kg  —  3,112  mg. 


Denne  Væidi  viser  en  særdeles  god  Overensstemmelse  med  den  i  189()  i  det 
internationale  Bureau  fundne  Vægt:  K  =  1  kg  —  3,090  mg,  men  synes  dog  at  vise, 
at  Kilogramkopiens  Vægt  i  den  forløbne  Tid  er  aftaget  lidt. 

Som  for  nævnt  forelaa  der  som  Hovednormaler  for  Vægt  lod  der  3  for- 
skellige Sæt  Lodder  fra  Collot  i  Paris.  Det  første  omfattede  Lodderne  fra  10 — 500  mg 
af  Platinblik  efter  Systemet  1,  2,  2  og  5  og  suppleredes  med  Vægtlodderne  1,  2,  2° 
og  5  mg  af  Platinblik  fra  Westphal  i  Celle.  Det  næste  Sæt  var  forarbejdet  af  bronze 
blanc  (en  umagnetisk  Legering  af  lige  Dele  Nikkel  og  Kobber)  og  omfattede  Lodderne 
fra  1  g  til  500  g;  endvidere  forelaa  der  et  andet  Lod  paa  500  g  af  samme  Legering 
for  at  simplificere  Henførelsen  til  Kilogramprototypen.  Lodderne  over  1  kg  var  for- 
færdiget af  Messing  og  omfattede  Lodderne  1,  2,  5,  10,  20  og  20°  kg. 

Ved  Undersøgelsen  af  disse  Lodder  benyttedes  de  ovenfor  omtalte  Vægte.  Frem- 
gangsmaaden  paa  Bunges  Vægt  var  i  alt  væsentligt  den  samme  som  den  af  Martin 
Knudsen  ved  Vejninger  paa  samme  Vægt  benyttede').  Den  eneste  Forandring,  der 
var  foretaget,  var  en  Ændring  af  Belysningsningsforholdene.  Som  Lyskilde  benyttedes 
en  Glødelampe,  der  var  ophængt  i  en  Afstand  af  3  m  fra  Vægten  omtrent  i  samme 
Plan  som  Væglskabets  Forside.  I  denne  var  der  boret  et  Hul,  hvori  der  var  an- 
bragt en  forsølvet,  konisk  Glasstift,  hvis  smalle  Endeflade  befandt  sig  lidt  foran  den 


•)  Vid.  Sclsk.  Skrifter,  (i.  Hække,  naturv.-mat.  Afd.  Bd.  XII,  Nr.  1,  p.  45  ff.    Khhvn.  1902. 
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Del  af  Maaleslokken,  der  laa  i  Mikroskopets  Synslelt.  Glasstiftens  brede  Endeflade, 
der  stak  udenfor  Vægtskabet,  var  plant  afslebet  vinkelret  paa  Axen,  og  paa  denne 
Flade  var  der  med  Kanadabalsain  kittet  et  retvinklet  Prisme  med  foisolvet  Hypo- 
tenuseflade. 

Glasstiften  med  Prismet  stilledes  nu  saaledes,  at  Normalen  til  den  frie  Katete- 
flade  omtrent  traf  Glødelampen;  dennes  Lys  samledes  af  en  Linse  paa  Katetefladen, 
kastedes  tilbage  fra  den  forsølvede  Hypotenuseflade  og  gik  igennem  den  anden 
Kateteflade  og  Glasstiften;  herved  frembragtes  en  Lysplet  i)aa  den  Del  af  Maalc- 
stokken,  hvorpaa  Aflæsningsmikroskopet  sigtede. 

Vægten  var  til  alle  Sider  beskyttet  mod  Varmestraaling  ved  Nikkclpapir,  og 
efter  hver  Vejning  afliestes  Temperaturen  paa  et  i  Vægtskabet  anbragt  Termometer; 
ved  Sammenligning  af  Lodder  med  forskellig  Vægtfylde  aflæstes  tillige  Barometer- 
sland og  Aspirationspsykrometer. 

Ved  Heregning  af  Udsvingene  benyttedes  den  af  Prof.  Knudsen  udledte  Formel 
(1.  c.  p.  48) 

P    _  P     _  «  —  «  —  (a„  —  «o) 
«,  —«1  —  (a   —a) 
hvori 

P,  betegner  Belastningen  paa  venstre  Skaal  \  naar  Haandlaget  under  Vægten  er 
/'..         —  —  -      hojre  —      /  drejet  til  venstre. 

«,,  \  TT ,  ,    ,  ,    r  ,         ,    ,     ,    ,    TT      ,(  naar  Haandtagel  under  Væ'gten  er  drejet  tilhøjre. 

(  Udslaget  at  den  ubelastede  Vægt  "  &  j  .i 

«n  '  "I    —  —  _  —       -      _     lilvenstre. 

«'  I  TT ,  ,       ,        1  r.  1     ,    •        n  n     /  "led  Haaudtag  til  højre. 

(Udslaget  ved  Belastnmg  P,   og  P.,  \  ^  •• 

uf  ^  »      '      »      -   ^     _  _  .    venstre. 

a\\       _  _  _  p    ^  1  ma  o«  P     /  '"^'^  Haaudtag  til  hojre. 

«  1  I  1    :         ö     Ö      2   ^     _  _  .    venstre. 

I  ovenstaaende  Udtryk  angiver  Nævneren  Udslaget  for  en  Tillægsvægt  af  1  mg, 
altsaa  Vægtens  Følsomhed.  Denne  bestemtes  ved  Hjælp  af  en  Rytter,  der  rcprcsen- 
terede  en  Vægt  af  lidt  over  1  mg,  naar  den  flyttedes  fra  Mærke  ;{  paa  Rytterlinealeu 
til  Ma'rke  7  samtidig  med  en  Ombytning  af  Skaalene  (se  Knudsen  1.  c.  p.  48—49). 

Kaldes  Rytterens  Vægl  R,  og  giver  den  Udslaget  ur,  kan  Nævneren  i  Udtrykkel 

for  P,  —P.,  skrives  ^' ;  følgelig  bliver 

p,-P2  =f  («'-«-(«;,-«„)). 

Er  «/,  konstant,  saa  er  altsaa  alle  Diflerenser  mellem  Lodderne  paa  de  to  Skaale 
l)roportionale  med  Difl'erenseu  a  —  a  —  («',  —  </.„)  mellem  Ligcvægtsstillingerne  ved 
belastet  og  ubelastet  V;ugt. 

Forandres  imidlertid  Va'glens  Følsomhed,  saaledes  at  Udslaget  for  Rytteren 
bliver  a'u,  faas  med  samme  Belastning  P,  og  P,  og.saa  andre  Værdier  for  «'  og  «; 
kaldes  disse  a\  og  a.,,  haves  da: 
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D 

Pi   P.,     =    -T    («'.,  «o   —  («il  «9)), 

«« 

hvoraf 

«■  —  «  —  («;   —  «0)     =     -7     («2  —    «2  —  («n   —   «o))- 
«K 

Af  denne  Ligning  ses,  at  naar  Vægtens  Folsonihed  forandrer  sig,  reduceres  de 
ved  den  nye  Følsomhed  foretagne  Vejninger  til  samme  P^olsomhed  som  tidligere 
.i:  til  samme  Vægtenhed  som  før,  ved  at  man  multiplicerer  Udslagene  med  For- 
holdet mellem  den  tidligere  og  den  nye  Følsomhed. 

Der  foretoges  2  af  hinanden  uafhængige  Undersøgelsesrækker  af  Lodderne  1  mg 
—  500  g.     Den  forste  af  disse,  der  havde  en  rent  foreløbig  Karakter,  udfortes  i  Maj 

1910,  og  ved  denne  indførtes,  da  det  andet  Lod  af  Vægt  500  g  paa  delte  Tidspunkt 
ikke  var  modtaget,  et  500  g  Lod  af  Messing,  hvis  Rumfang  ikke  var  ganske  nojaglig 
bestemt.  Ved  Beregningen  benyttedes  endvidere  den  i  det  internationale  Bureau  i 
Sèvres  i  1896  fundne  Værdi  for  Kilogramkopiens  Vægt. 

Den    endelige   Undersøgelse   foretoges   i   Tiden    fra    December   1910   til    Februar 

1911.  Vejningerne  paa  Bunges  Væ'gt  foregik  paa  følgende  Maade:  Først  bestemtes 
Ligevægtsstillingen  af  den  ubelastede  Vægt  ved  en  Dobbeltvejning,  hvorefter  de 
Lodder,  der  skulde  sanmienlignes,  lagdes  paa  Skaalene.  Efter  Henstand  i  mindst 
en  halv  Time  udførtes  en  Dobbeltvejning,  og  efter  fornyet  Henstand  foretoges  endnu 
2  Dobbeltvejninger,  uden  at  Vægtskabet  i  Mellemliden  havde  været  aabnet.  Derpaa 
loges  Lodderne  ud  efter  3.  Dobbeltvejning,  og  efter  Henstand  i  mindst  '  !■  Time 
bestemtes  paany  Vægtens  Ligevægtsstilling  uden  Belastning. 

Til  Belysning  af  Fremgangsmaaden  anføres  følgende  Exempel  hidrørende  fra 
den  Dag  —  8.  Dec.  1910  —  da  den  endelige  Undersøgelse  paabegyndtes.  Ved  An- 
givelserne højre  og  venstre  Skaal  forudsættes  Haandtagel  under  Vægtskabet  altid 
drejet  til  venstre. 

Belastning  paa  venstre  Skaal  O 
—  -     højre         —      O 

Haandlag  til  venstre 


Udsl 

ag 

til 

i'enstre 

liojre 

Middel 

0,99 

1,33 

—  0,345 

9ß 

3U 

350 

355 

93 

37 

355 
350 

91 

Middel 

—  0,35 1 

H 

aandtag 

til 

hojre 

Uds 

lag 

til 

venstre 

hojre 

\lidde 

1,11 

1,10 

l),(i(i(] 

09 

OS 

000 
005 

08 

05 

015 
015 

05 

Middel 

0,007 

D.  K.  n.  Vidensk.  SelsU.  Skr,,  naturviilensk.  O!^  niatlieiii.  Afd.  8.  Il;L'Iikc.   1.  1. 
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H: 

inn 

dtng  li! 

ven: 

stre 

Ud; 

slag 

til 

venstre 

højre 

Middel 

0,18 

0,r.i 

—  0,330 

18 

51 

330 
335 

17 

50 

335 
335 

16 

M 

liddel 

—  0,333 

Haandtai^  til  liojrc 

Udslag  til 


venstre 
0,58 

57 

55 

54 


liojre 
ü,r,5 
54 


Middel 

0,025 
C25 
020 
030 
0>5 


Middel  0,033 


I?        I     17    1     1.      •    •  •  T  •  1     i-ii-  0,007  —  (—  0,;iöl) 

horste  hnkeltvejning  giver  Ligevægtsstilling:  )-^ — - — -  =  0,179. 


Anden 


0,023  —  (—  0,333) 


=  0,178. 


Middel:     0,178. 


Udslag  til 


Belastning  paa  venstre  Skaal  1  mg. 
—  -     liojre         —      O  mg. 

Udslag  til 


venstre 

højre 

Middel 

0,53 

1,S3 

—  1.310 

51 

310 

81 

310 

49 

305 

78 

305 

40 

0,18 


1,4H 


Middel  —  1,308 


-  1,330 
320 
325 
330 
330 


venstre 

højre 

Midde 

1,23 

0,35 

0,il75 

23 

980 

23 

980 

20 

975 

22 

975 

19 

Middel  0.!»77 

0,93 

-  O,«-! 

(  Vj70 

93 

975 

05 

975 

92 

970 

05 

9G5 

91 

Middel  0,:i7i 

Middel  —  1,325 

Forste  Enkeltvejning  giver  Ligevægtsstilling:  J  (0,'.t77  —  ( — 1,308))  =  1,1.42. 

Anden  —  —  —  2  (•^.'••'l — ( — 1,325))=  1,148. 

Middel:  1,145. 


Ved  anden  Dobbeltvejning  fandtes: 
tredie  —  — 


1,141. 

1.141. 
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Belastning  paa  venstre  Skaal  0. 
—  -     højre         —      Ü. 

Haandtag  til  venstre  Haandtag  til  hojre 

Udslag  til 


Udsla 

g  til 

venstre 

højre 

Midde 

0,10 

U,51 

—  0,325 

18 

330 

51 

335 

17 

335 

50 

330 

17 

Middel 

—  0,331 

0,76 

1,011 

—  0,345 

73 

345 

06 

340 

71 

340 

04 

340 

69 

/enstre 

hojre 

Midde 

0,45 

0,42 

0,085 

44 

025 

41 

025 

43 

025 

40 

030 

43 

Middel  0,036 

0,71 

0,71 

—  0,010 

B9 

015 

70 

015 

68 

010 

68 

005 

67 

Middel  —0,312  Middel  —  0,on 

Første  Enkeltvejning  giver  Ligevægtsstilling:  |(0,02fi  —  ( — 0,331))       =  0,178. 
Anden  _  _  _  i  (_  o,oii  —  (— 0,342))  =  0,165. 

Middel:     0,172. 

Man  faar  da  som  Middeltal  af  Ligevægtsstillingerne  ved  Belastning  1  mg  —  0: 
;^1,145  +  1,141  -|-  1,141)  =  1,142  Og  som  Middeltal  af  Ligevægtsstillingerne  uden  Belast- 
ning for  og  efter  disse  Vejninger:   \  (0,178  +  0,172)  =  0,175. 

Ved  Indsættelse  i  den  ovenfor  modificerede  Formel  faas  da: 

1  mg  =   —  (1,112  —  0,175)  =    -    •  0,907. 

Ved  de  to  ovenfor  anførte  Bestemmelser  af  den  ubelastede  Vægts  Ligevægts- 
stilling  foretoges  tillige  ved  hver  af  disse  en  Dobheltvejning  til  Bestemmelse  af  det 
Udslag,  der  fremkaldes  af  Rytteren,  naar  den  anbringes  henholdsvis  j)aa  Mærkerne 
3  og  7  paa  Rytterlinealen.  Middeltallet  af  disse  to  Værdier  gav  «„  =  l,uio,  og  den 
samme  Bestemmelse  foretaget  efter  3.  Dobbeltvejning  med  Belastning  1  mg  —  O  gav 
samme  Værdi  1,010. 

I  Stedet  for  at  indfore  denne  Værdi  og  Rytterens  Vægt  i  Ligningen  1  mg  =    -  •  0,967 

"■li 
sattes  imidlertid  i  Regningerne  1  mg  =  0,967,  hvilket  allsaa  vil  sige,  at  den  foreløbige 

Enhed  for  Vægt  er  den,  der  giver  Udslaget  1  paa  Skalaen,  naar  Vægtens  Følsomhed 

er  en  saadan,  at  Rytteren  giver  Udslaget  1,010. 

Derved    opnaar   man    nemlig,   da  Vægtens  Følsomhed  o:  Udslaget    for  Rytteren 

holdl    sig    meget     nær    konstant    omkring    1    ved    alle    Vejninger    indtil    100  g,    al 

3* 
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(If  ohscrvcM-ede  Udslag,  naar  disse  er  smaa,  slrax  mllrvkUer  DilTerensen  mellem 
Belastningen  paa  venslre  og  liojre  Skaal  maall  i  ovenmevnle  Knlied.  Yed  slone 
Værdier  for  Differensen  mellem  Lodderne  lages  der  Hensyn   til  Forandringen  i  Fol- 

somhed   ved   al    nuiltiplicere    det   observerede  Udslag   med  Broken  -^    ,  hvor  d,,  er 

il 

den  nye  Værdi  for  Udslaget  for  Rytteren. 

Denne  Korrektion  belob  sig  ikke  til  mere  end  nogle  faa  Tusindedele  for  ved 
Vejningerne  med  Belastning  200  g,  ved  hvilke  Folsomhedcn  aftog  til  henved  0,'.i. 

Efter  den  ovenfor  gengivne  Bestemmelse  af  Vægtens  Niilsliiiing  belastedes  den 
med  2  mg  paa  venstre,  1  mg  paa  højre  Skaal;  med  denne  Belastning  udførtes  som 
for  3  Dobbeltvejninger  og  derpaa  Nulstillingsbestemmelse  som  ovenfor.  Derefter 
belastes  med  2°  mg  paa  venstre,  1  mg  paa  hojre  Skaal,  og  de  samme  Vejninger  fore- 
tages. Derpaa  foretages  en  indbyrdes  Sammenligning  mellem  de  to  2  mg,  idet  2  mg 
anbringes  paa  venstre,  2°  mg  paa  højre  Skaal.  Endelig  belastes  venstre  Skaal  med 
5  mg  og  højre  med  1  +  2  +  2°  mg. 

Derefter  fortsættes  med  Sammenligningerne 


Sættes 


10  mg 

—  5  +  2  +  2° 

--  1  mg 

20  mg 

—   10  +  .S  10  mg 

20°  mg 

—  10  + S  10  mg 

20  mg 

-  20°  mg 

50  mg 

—  20  f  20°  + 

10  mg 

100  mg 

—  S  100  mg 

200  mg 

—  100  mg  +  S  100  mg 

0.  s.  V 

1  mg    =  X 
2mg    =  y 

2°  mg  =-  z 

5  mg    =---  11 

lellem  d 

isse  Lodder  Li 

gninger 

X 

= 

0,907 

-x-Y 

.'/                  = 

0,9'Jl 

—  X 

+  -           = 

0,981 

+ 

l)  —  Z             =- 

0,012 

—  X  —  y  —  2  +  »  =  —  0,018 
hvoraf  beregnes  de  udjævnede  Værdier 

X  =  0,907 

y  =  1,059 

2  =  1,947 

Il  =  4,865 
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Summen  af  disse,  SIO  mg  =-  9,728  indsættes  derpaa  i  det  næste  System  al'  Sammen- 
ligninger 10 — 50  mg  og  saaledes  videre,  saa  at  alle  folgende  paa  Bunges  Vægt  vejede 
Lodder  udtrykkes  ved  Milligranimels  Vægt  0,967. 

Ved  Overgangen  til  Collots  Va'gt  fremkommer  en  Vanskelighed  derved,  al 
Rytteren  her  har  en  anden  Vægt  end  Bunges  Rytter.  Kaldes  Vægten  af  Collots  Rytter 
;■  mg  og  Udslaget  for  denne  paa  Collots  Vægt  ved  Belastning  200  g  Ur,  haves, 
naar  Sammenligningen  mellem  200  g  og  200°  g  har  givet  Differensen  a  udtrykt  i 
Maaleslokkens  Enheder  (se  ovenfor  under  Kopiens  Undersøgelse  S.  11),  Vægtdifferensen 

200  g  —  200°  g  =  «  —  mg.  Denne  Vægtdifferens  i  Milligram  henføres  imidlertid  til 
den  hidtil  benyttede  Enhed,  i  hvilken  Milligramloddets  Væ-gt  er  0,067,  ved  at  multi- 
pliceres med  Forholdet  y~~^'  ^^■'  ^'"  ^^^^  Udslag,  et  rigtigt  Milligram  vilde  give  paa 
Bunges  Vægt,  idet  Nævneren  1,007  er  den  ved  den  foreløbige  Bestemmelse  af  Hoved- 
normalerne  fundne  Værdi  for  Milligrammets  Vægt,  hvilken  Værdi  genfandtes  uforandret 
ved  den  endelige  Bestemmelse. 

Paa   samme   Maade    multipliceres   Udslagene   ved  Vejningerne    med   Belastning 

500  2   med   Faktoren  — t^^-,   hvor  Vægten    af  Collots   Rytter  r  =-  1,025  ma,   og  ud- 

*'  Ur      1,007'  ^  ^  .  ».         Ö 

trykkes  derved  i  den  samme  Enhed  som  de  ved  Vejningerne  paa  Bunges  Va^gt 
fundne  Differenser. 

Ved   Sammenligningen   mellem   Kopien   og   500  +  500°  g  udtryktes  Udslagene  a 

1  025 
derimod  i  Milligram  ved  Multiplikation  med  Faktoren  ~ — .    Der  foretoges  18  Sener 

Sammenligninger  mellem  Kojjien  og  500  -\-~  500°  g  efter  ganske  samiue  Fremgangs- 
maade  som  ovenfor  beskrevet  for  Kopiens  Vedkommende.  Derved  erholdtes  18 
Observationsligninger  af  Formen: 

SlkgC  +  p—Oc  =-  K-  Ok  +  «  •  -—  . 

Ur 

hvor  SlkgC  betegner  Summen  af  de  to  500  g-Lodder,  p  Vægten  af  de  til  Etablering 
af  Ligevæ-gt  nodvendige  Milligramlodder  (74—76  mg)  og  Oc  og  Ok  Oj)tlril'ten  paa 
henholdsvis  Collots  Lodder  og  Kopien. 

Samles  de  bekendte  Led  paa  hojre  Side  faas: 

.SlkgC  =  K-p  +  Oc-K+a-^-, 

(II- 

hvor  Oc-K  ^  Oc —  Oi;. 

Som  Middelværdi  af  samtlige  18  Observationsligninger  fandtes: 

SlkgC  =  A'  +  3,437  mg  +  0,014  mg, 

hvor  sidste  Led  er  Middelfejlen  paa  Middeltallet  3,437,    idet   den  af  hver   Serie  frem- 

gaaede  Værdi  er  betragtet  som  en  Enkeltiagttagelse. 

Ved  Indforelse  af  den  ovenfor  S.  15  anførte  Værdi  for  Kopien  A'  =  1  kg  —  3,112  mg 

faas 

SlkgC  =,  1  kg  -^  0,325  mg. 


UJ  L  I  B  R  A  R  V 
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Før  ovenstaaende  Reduklion  til  lufttomt  Ruin  af  Sammenligningen  mellem 
Kopien  og  Collots  Lodder  saavel  som  af  Sammenligningen  mellem  1  g  og  1000  mg  af 
Platinljlik  kunde  foretages,  maatle  Rumfangel  af  Collots  Lodder  bestemmes  ved  en 
hydrostatisk  Vejning. 

Til  denne  Bestemmelse  forelaa  der  en  Cylinder  af  samme  Legering  som  Lod- 
derne og  leveret  samtidig  med  disse.  Denne  Cylinder  vejedes  paa  Runges  Vægt,  og 
for  Vægten  i  Luften  fandtes  Værdien  153,0054  g. 

Vejningen  af  Cylinderen  nedsænket  i  Vand  foregik  som  tidligere  nævnt  ved  HjaMp 
af  en  af  Jünger  konstrueret  a^ldre  Vægt.  Under  dennes  højre  Skaal  ophængtes  i  en  fin 
Messingtraad  en  stighøjleformet  Messingskaal  med  Udskæring  i  Bunden,  og  en  stor 
Glasbeholder  med  Vand  anbragtes  saaledes,  at  Skaalen  og  omtrent  2  cm  af  Messing- 
Iraaden  var  nedsænket  i  Vandet.  Derpaa  sattes  Cylinderen  af  bronze  blanc  paa 
hojre  Vægtskaal  og  aftareredes  med  Vægtlodder  paa  venstre. 

Derefter  forelages  en  Vejning,  og  Temperaturen  i  Vægtskabet,  Barometerstand 
og  Vandbadets  Temperatur  aflæstes,  hvorpaa  Cylinderen  blev  flyttet  ned  paa  den  i 
Vandet  hængende  Skaal,  og  man  lagde  bekendte  Vægtlodder  paa  højre  Skaal,  indtil 
Ligevægtsstillingen  omtrent  var  den  samme  som  før,  og  de  samme  Aflæ'sninger  som 
før  udførtes. 

Efter  denne  Vejning  toges  Cylinderen  op  af  Vandet,  aftørredes  og  anbragtes 
alter  paa  hojre  Skaal;  en  nj'  Vejning  gav  samme  Ligevægtsstilling  som  den  forste, 
hvoraf  folger,  al  Opdriften  paa  Ophængningen  er  uforandret  som  under  den  forste 
Vejning,  hvad  der  forøvrigt  ogsaa  fremgik  af,  at  Vandets  Temperatur  kun  varierede 
lidt  under  Forsøget. 

Kaldes  Vægten  af  Lodderne  paa  venstre  Skaal  (omtrent  204  g)  L,  jiaa  hojre 
Skaal,  mens  Cylinderen  er  nedsænket  i  Vand,  p,  er  endvidere  Væ'gten  af  Ophieng- 
ningen  H,  og  C  og  C„  Vægten  af  Cylinderen  henholdsvis  i  det  tomme  Rum  og  ned- 
sæ'nket  i  Vand,  faas  for  \'ejningen  med  Cylinderen  i  Luften,  naar  O  betegner  Opdrillen: 

L—O,.  =  C—  O,:   t   H. 
Vejningen  med  Cylinderen  i  Vand  giver  Ligningen: 

L-0,,  =  p-0,.  +  C,  +  H. 
Ved  Subtraklion  af  disse  to  Ligninger  faas  Væ^gllabel  i  Vand: 

C-C,.  =.  p^Oc—  0„. 

Ved  Forsøget  fandtes  p  =  17,31 11  g,  og  sættes  som  forste  Tilnærmelse  for  al 
bestemme  O,.  Cylinderens  Volumen  lig  17,3  cnr',  medens  Rumfanget  af  Lodderne /j  er 
2,0  cm ',  faas  O,  —  O,,  =-   18,1  mg,  hvoraf 

C  —  Cu   =    17,3111+0,0181    =    17,3292  g. 

Da  Volumenet  af  1  g  Vand  ved  Forsoglempcraturcn  18,io°  er  l,oni3!i',),  faas  Cylin- 
derens Rumfang  ved  TemperaUiren   18,1°  lig  17,3:,3|  cni''. 
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Som  ovenfor  anført  fandtes  153,fiOr)4  g  for  Cylinderens  Vægt  i  Luften  vejet  med 
Messinglodder.     Reduceres  Vejningen  til  lufttomt  Rum  faas  Vægten 

C   =    153,0044  g. 

Man  faar  da  Vægtfylden  af  denne  Legering 

.  153,6044 

f  =     ,^~ =    8,851G 

'  17,3534 

17  3.')34 
oa  Rumfanget  af  et  Kilogram  bronze  blanc  ved  18,1°  er  1000-  rr^. =  112,974  cm'. 

°  "  "^  153,6044 

Vi  fandt  ovenfor  Vægten  af  500 -|- 500°  g  lig  1  kg  +  0,325  mg  =  1000000,325  mg; 
Summen  af  de  samme  to  Lodder  udtrykt  i  den  for  alle  de  foregaaende  Lodder  an- 
vendte Enhed  fandtes  derimod  at  være  9ß0483,4l4  ■       ,  og  man  har  da: 

«« 

R         1000000,325 

—  =  -„p„,oo  =   1,041142731. 

Ur  960483,414 

Multipliceres  alle  de  fundne  Værdier  for  Lodderne  fra  1  mg  til  500  g  med  denne 
Faktor,  faas  Vægten  af  alle  Lodderne  udtrykt  i  Milligram. 

Van'dierne  for  Messinglodderne  fra  1  kg  til  20  kg  blev  for  de  to  1  kg-Lodders 
Vedkommende  bestemte  ved  Sammenligning  med  Kopien  paa  Collots  Vægt,  og  ved 
Benyttelse  af  et  Hjælpelod  paa  1  kg  bestemtes  Va^-dien  af  de  følgende  Lodder 
ved  Sammenligning  med  disse.  Ved  Vejningen  af  2  kg  benyttedes  den  ovenfor 
omtalte  ældre  Vægt  af  Jüngers  Tilvirkning,  ved  5  kg  og  de  folgende  anvendtes  Hase- 
manns  Vægt. 


I  den  kgl.  Anordning  af  16.  Sept.  1910  blev  det  bestemt,  at  der  to  Aar  efter  den 
første  Sammenligning  mellem  Rigsprototyperne  og  deres  Kopier  skulde  finde  en  for- 
nyet Sammenligning  Sted.  Denne  Bestemmelse  skete  for  Kilogramkopiens  Vedkom- 
mende Fyldest  i  Maj  og  Juni  1913,  og  Fremgangsmaaden  var  ganske  den  samme 
som  tidligere  beskrevet. 

Som  Middelværdi  af  24  Serier  Sammenligninger  fandtes  for  Kopiens  Vægt 

i  1913:    K  =  1  kg  —  3,110  mg  i  0,010  mg. 
Denne  Værdi  stemmer  særdeles  godt  med  de  tidligere  fundne  Værdier,  nemlig: 

i  1911:    1  kg  —  3,]  12  mg  ±0,007  mg. 
i  1896:    1  kg  —  3,0110  mg. 

Kilogramkopiens  Vægt  synes  dog,  som  man  ser  af  disse  Værdier,  at  væ>re  aftaget 
lidt  siden   1896,  men  Forandringen  belober  sig  næppe  nok  til  0,o3  mg. 
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Efter  denne  Nybestemmelse  af  Kopiens  Vægt  blev  der  i  Tidsrummet  Juli  til 
September  1913  foretaget  en  ny  Undersøgelse  af  Hovednormalerne  for  ^'ægtlodder. 
Ogsaa  denne  blev  foretaget  paa  samme  Maade  som  tidligere  beskrevet,  og  den  sidst 
fundne  Værdi  for  Kopien  blev  lagt  til  Grund  ved  Beregningerne.  Det  skal  dog 
bemærkes,  at  Værdierne  for  1,  2  og  2°  mg  blev  bestemte  paa  Nernst's  Mikrovægt  ved 
Sammenligning  med  det  tidligere  nævnte  i  det  internationale  Bureau  verificerede  2  mg. 

De  af  samtlige  Undersøgelser  fremgaaede  Værdier  for  Hovednormalerne  er  op- 
førte i  nedenstaaende  Tabel. 


Lod 

Vægt 

I 

II 

III 

1  mg 

1  mg  +  0,007  mg 

1 

mg  +  0,007  mg 

1  mg  +  0,003  mg 

2°  - 

2     -      +0,025     - 

\(2 

-  +0,027    - 

-  +  0,025)  - 

2     -     +0,023     - 

2     - 

2      -      -f  0,045     - 

(2 

\(2 

-  +0,039     - 

-  +  0,046)  - 

2     -     +0,044     - 

5    - 

5     -      +  0,055     - 

5 

-     +  0,055     - 

5    -    +0,017    - 

10°  - 

10      -     +0,038     - 

10 

-      +  0,037     - 

10     -     +0,030    - 

10    - 

10     -      —0,003     - 

10 

-     —  0,005     - 

10      -      —0,005     - 

20°  - 

20    -    +.0,001    - 

20 

-     —  0,002     - 

20    -    -0.001    - 

20    - 

20    -    +0,048    - 

20 

-      +0,04'1     - 

20     -     -1-  0,047     - 

60    - 

50     -     —0,035    - 

50 

-     —  0,030     - 

.50     -     -0,033     - 

læ  - 

100    -    +0,03n    - 

100 

-      +0,022     - 

100    -    +0,011    - 

200°  - 

200    -    +0,003    - 

200 

-     +0,014     - 

200    -    +0,012    - 

200    - 

200    -    ±  0,000   - 

200 

-    —  0,001    - 

200    -    +0,003    - 

500    - 

500     -     —0,038    - 

500 

-     —  0,040     - 

500    -    —0,011    - 

1°  g 

1     g     +  0,008    - 

1 

g      -1-    0,068     - 

1    g    +0,o7i;    - 

1     - 

1      -     —0,831     - 

1 

-     —0,224     - 

1      -      —0,231     - 

2°  - 

2     -     -0,127    - 

2 

-     -0,135     - 

2    -    —0,130   - 

2     - 

2    -    —0,080    - 

2 

-     —0,075    - 

2    -    —0,070   - 

5    - 

5    -    +0,oJi    - 

5 

-     +0,045     - 

6      -     +0,049     - 

10    - 

10     -      +0,284     - 

10 

-      +0,287     - 

10     -     +0,294     - 

20°  - 

20    -    +0,121    - 

20 

-      +0,130     - 

20     -      +0,148     - 

20    - 

20    -    +0,130  - 

20 

-      +0,145     - 

20    -    +0,1  M   - 

50    - 

50     -     —0,227    - 

50 

-      -0,218     - 

60    -    —0,198   - 

100    - 

100     -     +0,185     - 

100 

-      +0,227     - 

100     -      +0,235     - 

200°  - 

200     -     +0,370     - 

200 

-     +0,282    - 

200     -      +0,237     - 

200    - 

200     -     —0,227     - 

200 

-     —  0,2G3     - 

200     -     —0,208    - 

600    - 

500    -    -0,231.    - 

.5«) 

-      —0,133     - 

500    -    -0,119   - 

500°  - 

500 

-     +  0,158    - 

.500     -      +0,553     - 

l°kg 

1    kg   +     2,80    - 

1  kg    +  4,42      - 

1     - 

1      -      +  17,04    - 

2    - 

2    -    —  15,D    - 

2    -    —    0,8    - 

5    - 

/  5    -    -  42,3     - 
\(5 33,5)   - 

5    -    -36,3     - 

10    - 

10    -    +30,0     - 

10    -    +40,6    - 

20°  - 

20    -    -  58,8    - 

20    -    -47,9     - 

20    - 

20    -    +G9,8    - 

20    -    +fiü,5     - 
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Kolonne  I  giver  de  foreløbige  Værdier,  bestemle  i  April  til  Maj  1910,  Kolonne 
II  de  endelige  Værdier,  i'undne  i  Decbr.  1910  til  Februar  1911  og  Kolonne  III  de 
Værdier,  der  fremgik  af  den  fornyede  Undersøgelse  i  Juli  til  Septl)r.  1913.  I  Kolonne 
II  er  endvidere  i  Parentes  opført  de  Værdier  for  2  og  2°  mg,  som  fandtes  i  Novbr. 
1911  ved  Sammenligning  med  ovennævnte  verificerede  2-mg  paa  Nernst's  Mikrovægt, 
og  i  I  Resultatet  af  en  i  Efteraaret  1912  foretagen  Nyliestemmelse  af  Vægten  af 
5-Kilogrammel,  efter  at  det  i  nogen  Tid  havde  staaet  under  en  Glasklokke,  medens 
Kassen,  hvori  Lodderne  opbevaredes,  underkastedes  et  Eftersyn.  Under  denne  Hen- 
stand var  5  kg-Loddet  ved  et  Uheld  blevet  mørkt  paa  Overfladen,  antagelig  ved  en 
Iltningsproces,  og  den  nye  Bestemmelse  viser,  at  dets  Vægt  herved  var  blevet  for- 
øget med  omtrent  9  mg. 

lovrigt  viser  en  Sammenligning  af  Værdierne  I  og  II,  at  den  foreløbige  Bestem- 
melse af  Loddernes  Vægt  har  givet  tilfredsstillende  Værdier  for  de  fleste  af  disse. 
Først  ved  100  g  beløber  Afvigelsen  fra  de  endelige  Værdier  sig  til  0,04  mg,  og  ved 
500  g  forekommer  en  særlig  stor  Afvigelse,  nemlig  omtrent  0,1  mg.  Grunden  til  denne 
betydelige  Forskel  maa  muligvis  soges  i,  at  der  ved  den  foreløbige  Bestemmelse  maalte 
benyttes  et  Hjælpelod  af  Messing  paa  500  g  ved  Overgangen  til  Kopien. 

Det  havde  været  Hensigten  ved  denne  Overgang  at  benytte  Lodderne  100,  200 
og  200°  g  sammen  med  500  g,  men  dette  viste  sig  umuligt,  da  100  g-Loddet  var  for 
lille  til  at  kunne  anbringes  paa  CoUot-Vægtens  ristformede  Vægtskaal.  Det  nævnte 
Messinglods  Rumfang  har  rimeligvis  været  saa  meget  forskelligt  fra  den  Værdi,  der 
blev  benyttet  ved  Beregningen  af  Opdriften,  at  Uoverensstemmelsen  er  fremkommet 
derved.  Det  er  dog  ikke  udelukket,  at  Uoverensstemmelsen  skyldes  en  virkelig 
Vægtforøgelse;  Loddet  500°  g,  der  var  modtaget  fra  Collot  umiddelbart  før  Vejningen 
i  1911,  er  saaledes  bleven  forøget  med  omtrent  0,1  mg  i  Tidsrummet  fra  1911  og 
indtil  Bestemmelsen  i  1913  blev  foretaget. 


II.    Længdemaalingerne. 

1.    Maalestokke  og  Maaleredskaber. 

Opgaven  for  Længdemaalingerne  var  at  finde  Afstanden  ved  en  kendt  Tem- 
peratur mellem  Endestregerne  for  hver  af  de  nedenfor  omtalte  to  Maalestokke: 
Prototypens  Kopi  og  dens  Hovednormal,  udtrykt  i  den  internationale  Meterprototyps 
Længde  ved  0'^  C.  som  Enhed,  samt  at  finde  de  samme  Maalestokkes  Længders  Af- 
hængighed af  Temperaturen  og  i  fornøden  Udstrækning  at  undersøge  deres  Under- 
afdelinger. 

Den  danske  Meterprototyp  er  dannet  af  den  saakaldte  franske  Legering  af 
Platin  og  Iridium  af  1874.  I  Forbindelse  med  hver  af  de  to  Streger,  som  giver 
Meterens  LæMigde,  findes  der  to  Hjælpeslreger,  en  paa  hver  Side  af  Hovedstregen  og 

D.  K.  D.  Vidensk,  Sebk.  Skr„  naturvidensk.  og  nnilheni.  Afd.  8.  H;fkke.  1.1.  * 
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i  Alsland  20//  derfra.'  Den  bærer  den  indgraverede  Paaskrift:  Nr.  3  Alliage  de  1874. 
De  lo  Maalestokke  er: 

en  H  Meter  af  Bronze,  der  l)etegnes  som  Meterprototypens  Kopi,  og 
en  H  Meter  af  Nikkel-Jærn  (42  pCl.  Ni),  der  betegnes  som  Hovednormal;  begge 
Maalestokke   er  inddelte  i  mm,  og  ved    hver   Ende   tindes   en    nnn    inddelt  i 
'lo  mm. 

Ved  Sammenligning  med  den  sidst  nævnte  Maalestok  er  endvidere  en  Halv- 
meter af  Nikkel-Jærn  og  en  Decimeter  af  Invar  blevet  undersøgte.  Halvmeteren 
hører  til  en  Følemaalskomparator,  som  findes  i  den  polytekniske  Læreanstalts  fysiske 
Laboratorium. 

Alle  Maalestokkene  er  leverede  af  Société  Genevoise  pour  la  Construction 
d'Instruments  de  Physique  et  Mécanique. 

Til  Undersøgelse  af  Endestregernes  Afstand  er  en  Transversalkomparator  fra 
Société  Genevoise  benyttet;  den  findes  beskrevet  og  afbildet  i  K.  Prytz:  Hoved- 
trækkene af  de  vigtigste  fysiske  Maalemetoder.  Ved  Sammenligning  af  Under- 
afdelingerne blev  brugt  en  af  Mekaniker  A.  Gregersen  konstrueret  Delemaskine,  som 
ved  Tilføjelse  af  to  Mikroskoper  og  af  en  ved  Skruen  forskydelig  Skinne  til  Under- 
lag for  Maalestokkene  er  bleven  omdannet  til  en  Longitudinalkomparator.  Ingen  af 
de  lo  Komparatorer  er  indrettet  til  Maalestokkens  Anbringelse  i  Vandbad. 

Udvidelseskoefficienten  for  Bronzemeteren  bestemtes  ved  Fizeau's  paa  Lys- 
interferens grundede  Metode.  Ni-Fe-Meterens  Udvidelseskoefflcient  blev  funden  ved 
Sammenligning  af  dens  Længder  ved  forskellige  Temperaturer  med  Prolo- 
tyi)ens  eller  Bronzemeterens  Længder  ved  de  samme  Temperaturer. 
Sammenligningen  foretoges  dels  paa  Transversalkomparatoren,  idet  der 
blev  arbejdet  ved  omtrent  13°  og  ved  omtrent  26°  i  Lokalet,  dels  ved  en 
^''n^  1  særlig  Fremgangsmaade,  der  er  grundet  paa  Anvendelsen  af  et  Mikro- 
skop, indrettet  til  Indstilling  paaren  spejlende  Hade  ved  optisk  Kontakt.  ') 
De  to  Maalestokke  blev  i  sidstnævnte  Tilfælde  anbragte  paa  folgende 
Maade:  3  Skinner  af  Messing,  noget  over  en  Meter  lange,  blev  samlede 
til  et  Stel  saaledes,  at  Stellets  Tværsnit  fik  H-Form.  I  de  to  herved 
fremkomne  Rum  blev  de  to  Maalestokke  /  og  L  i  Fig.  2  indliragle,  slut- 
tede forneden  af  polerede,  svagt  udbuede  Knasler  af  Metal  og  fra  to  Sider 
af  blode  Fjedre.  Den  af  de  to  Knaster,  der  bar  den  korteste  af  de  lo 
Maalestokke,  blev  højnet  ved  Indskud  p  af  Messingplader  saa  meget,  at 
\]  P       Maalestokkens  øverste  Endeflade   kom   til   at  ligge    nogle    faa  mm  lavere 


l'ig  2         end  den  andens.     Paa   den    førstes   Endeflade   blev   der   fastkittet  et  lille 

Planspejl  Sj.    Paa  den  andens  Endeflade  blev  der  fastkitlet  en  Glasplade, 

der  naaede  hen  over  S,;  her  havde  Pladen  en  Udskæring,  saa  at  den  fik  Gafl'elform; 

til  de  to  Grene   blev   der   kittet    el  Mikroskopdækglas  S,,   der    var  halvforsolvel;   S, 


')  K.  Phvtz:    Overs.  o.  d.  Ugl.  daiisUo  Videiisk.  Selskabs  Forlidl.   11)05  S.  17  og  Aiuialen   der   Pliysik 
Ud.  16,  19Ü5  S.  537. 
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kom  saaledcs  til  al  ligge  1 — 2  mm  over  S.,.  Det  var  ved  Iagttagelse  af  Afstanden 
mellem  Sj  og  S.,  ved  forskellige  Temperaturer  af  Maalestokkene,  at  Forskellen  i 
disses  Udvidelser  blev  maalt.  I  et  til  Stellet  fæstet  Hoved  blev  i  den  Hensigt  Mikro- 
skopet M  med  den  optiske  Kontaktindretning  anbragt.  Det  hele  blev  nedsat  i  et 
Vandbad,  hvor  Vandet  naaede  op  til  omtrent  1  cm  under  de  to  Spejle;  Vandet  blev 
omrørt  ved  en  op-  og  nedadgaaende  Rører. 

Der  blev  arbejdet  med  en  Temperatur  i  Nærheden  af  0°,  ved  Stuetemperatur 
og  ved  noget  over  30°  C.  Den  første  Temperatur  blev  tilvejebragt  ved  at  fore  koldt 
Vand  til  Bunden  af  det  varmeisolerede  Badekar  og  føre  det  bort  foroven.  Vandet 
blev  afkølet  ved  fra  Vandhanen  at  føres  gennem  Is.  Den  højere  Temperatur  blev 
holdt  konstant  ved  en  elektrisk  Strøm  i  en  paa  et  mere  end  meterlangt  Glasror  op- 
viklet  Konstantantraad  ;  Traaden  blev  isoleret  fra  Vandet,  ved  at  hele  Glasrøret  med 
samt  Traadvindingerne  blev  overtrukket  med  Marinelim.  Under  Opvarmningsforsøget 
blev  Stuetemperaturen  sat  op  til  omtrent  26°. 

Temperaturen  blev  bestemt  ved3i^ii»°  inddelte  Termometre;  de  blev  anbragte 
i  Kautsjukpropper  i  Huller  i  Karvæggen,  det  ene  tæt  ved  Bunden,  det  andet  midt- 
vejs i  Karret.     Det  tredie  Termometer  blev  anbragt  fra  oven  i  Vandet. 

Mikroskopet  kunde  ved  Drejning  om  sin  Akse  løftes  eller  sænkes,  idet  en  Del 
af  Røret  var  skrueskaaren  til  en  Præcisionsskrue  med  '-•  mm  Stigning.  Drejningerne 
kunde  aflæses  paa  en  hundrededelt  Tromle  med  en  Nonius,  der  gav  '/20  af  Tromle- 
delene, altsaa  ''i  //.  Objektivet  var  Zeiss'  Achromat  B,  Okularet  Zeiss'  Kompensa- 
tionsokular  18. 

Iagttagelserne  ble^  udførte  saaledes,  at  Mikroskopet,  efter  at  den  ønskede  Tem- 
peratur ^1  var  naaet,  forst  blev  indstillet  paa  f.  Eks.  det  øverste  Spejls  halvgennem- 
sigtige Sølvlåg,  og  Mikroskopets  Stilling  blev  aflæst;  dette  blev  udført  3  Gange.  Dei'- 
paa  blev  Mikroskopet  sænket  til  Indstilling  paa  Spejlet  S,.  Efter  3  Iagttagelser  der 
fik  man  et  Maal  for  Afstanden  rf,  mollem  Spejlene,  svarende  til  Temperaturen  /j. 
Efter  at  en  anden  Temperatur  t.,  var  bleven  tilvejebragt,  foretoges  de  samme  Ind- 
stillinger, hvorved  den  til  /,  svarende  Afstand  (/.,  blev  funden,  d., — rfj  vil  efter 
Anbringelse  af  de  fornødne  Korrektioner  give  den  til  Temperaturforandringen  /2~'i 
svarende  Forskel  i  de  to  Maalestokkes  Længdeforandring. 

En  lagttagelsesrække  til  Bestemmelse  af  sammenhørende  Værdier  af  rf  og  / 
dannedes  af  4  Temperaturmaalinger,  hver  bestaaende  i  Allæsning  af  alle  3  Termo- 
metre, og  imellem  Temperaturmaalingerne  3  Iagttagelser  af  Afstandene  mellem  Spejlene. 

Beregningen  af  Iagttagelserne  sker  paa  følgende  Maade:  a  =  A  -\-  at  og  h  ^=  B  -{-  ß  t 
er  Udvidelseskoefficienternc  henholdsvis  for  Ni-Fe-Maalestokken  og  for  Sammenlig- 
ningsmaalestokken.  Ni-Fe-Maalestokkens  Længde  regnet  fra  den  ene  Endetlade  til 
den  anden  er  L,  den  anden  Maalestoks  Længde  /;  idet  p  er  Tykkelsen  af  Messing- 
indsknddet  under  /,  og  idet  7  er  Tykkelsen  af  Spejlet  S.,  (Glas),  samt  d  Afstanden 
mellem  de  to  spejlende  Flader,  har  man  ved  Temperaturen  /j 
Lo(l+(A  +  «/,)^)  ^/o(l  +(ß  +  /?ti)/,)   rJOo(l+n7/,)  +  7o(l   ^9/,)  f  </,  ; 

m  er  Messings  og  </  Glassets  Udvidelseskoefficient,  /^  Forsogstemperaturen. 

4* 
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Dannes  det  tilsvarende  Udtryk   for   en   højere    Forsogstemperatur  t.,,   faar  man 
efter  Subtraktion,  og  idet  L^  =  /o  +/^o  +  9o  +  «'o 

A  +  «(/.  +  t,)  =  B  +  ß{t,  +  /,)  +  f^  {m  -  h)  +  Y  (9-^)-  r  ^  +  1^^1-~X 

i<0  •'-'0  ^0  ^ol'2  '1/ 

Her  er  de  tre  mellemste  Led  paa  højre  Side  smaa  Korrektionsled,  hvor  man  kan 
regne  med  en  Middelværdi  af  Koefficienten  h.  Idet  «  er  bekendt  fra  (niillaume's 
Undersøgelser  over  Ni-Fe-Legeringerne,  giver  den  ovenstaaende  Ligning  Konstanten  A. 


2.    Udførelse  af  Længdemaalingerne. 

Ved  Udmaalingen  af  Meierkopiens  totale  Længde  bcnj'tledes,  som  ovenfor  nævnt. 
Laboratoriets  Transversalkomparator.  Maalestokkene  anbragtes  paa  Komparatorens 
Borde,  hvilende  paa  2  omtrent  0,3  mm  tykke  Papirstrimler,  der  laa  symmetrisk  paa 
begge  Sider  af  Midten  af  Maalestokken  og  i  indbyrdes  Afstand  58  cm. 

Paa  hver  Maaleslok  blev  der  lagt  et  i  '/io°  delt  Termometer  i  den  af  Side- 
stykkerne dannede  Rende,  og  begge  Maalestokke  med  Underlag  blev  omgivne  med 
en  Cylinder  af  svært  Nikkelpapir,  hvori  fandtes  Udskæringer,  der  tillod  Aflæsning 
af  Termometrene;  disse  Udskæringer  dækkedes  mellem  Termometeraflæsningerne  af 
et  Stykke  lost  Nikkelpapir. 

Komparatorens  venstre  Mikroskop  var  forsynet  med  Okularmikrometer,  højre 
Mikroskop  med  Objeklivmikrometer. 

Belysningen  af  Maalestokkens  Endestreger  foregik  ved  Hjælp  af  2  Lysledere, 
dannede  af  vandret  liggende  koniske  Glasstænger,  der  ved  den  smalle,  under  Objek- 
tivet anbragte  Ende  var  bøjede  nedad  mod  Maalestokkens  Inddelinger.  Lyset  fra  to 
Glødelamper,  anbragte  i  en  Afstand  af  130  cm  fra  Mikroskoperne,  blev  af  2  Linser 
samlet  paa  Lysledernes  bageste  Endeflade.  Venstre  Lysleder  var  fast  anbragt  paa 
de  to  Støtter,  der  bærer  det  med  Okularmikrometer  forsynede  og  derfor  under 
Maalingerne  fastsiddende  venstre  Mikroskop,  medens  den  højre  maatte  fastgøres  paa 
selve  Mikroskopet,  da  Komparatorens  højre  Mikroskop  er  forsynet  med  Objektiv- 
mikrometer  og  derfor  flyttes  under  Maalingerne;  anbragt  saaledes  folger  Lyslederen 
Mikroskopets  Bevægelser,  saa  at  Lyset,  der  sendes  ned  paa  Maalestokken  og  tilbage- 
kastes fra  denne,  stadig  har  sannne  Retning  i  Forhold  til  Mikroskopet. 

Flere  Gange  under  Maalingernes  Udforelse  blev  der  foretaget  Bestemmelser  af 
Mikrometrenes  Værdier.  Da  der  ikke  paa  det  Tidspunkt,  da  Maalingerne  udførtes, 
havdes  en  bekendt  Millimeter  til  Disposition,  benyttedes  som  saadanne  de  to  i 
Tiendedele  delte  Millimetre  ved  hver  Ende  af  nedennævnte  Nikkel-Staalmeter  og  en 
i  Tiendedele  delt  Millimeter  paa  en  Decimeter  af  hivar.  Disse  Millimetres  Længder 
fandtes  senere  paa  Ni-Fe-Meteren  lig  1  mm  —  0,7//  og  1  mm — 2,ß/j  og  paa  hivar- 
decimeteren  lig  1  mm  —  0,7^  og  1  mm  —  1,0 /y').  Som  Middelværdier  for  en  Tromle- 
inddeling  fandtes: 


')  Prototypens  Hjid pestreger  kunde  paa  Grund  af  deres  ringe  Afstand,  20  /;,  fra  Hovedstregen  ikke 
bruges  til  denne  liestemmelse. 
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for  Okularmikrometret:      I*"  ^  0,5 //  + 0,0075 /^ 
for  Objektivmikrometret:  1''=  5^  +  0,0125^. 

Fremgangsmaaden  ved  Sammenligningen  mellem  Prototypen  og  Kopien  (Bronze- 
metren, betegnet  SIP  No.  4-S)  var  følgende  :  Først  anbragtes  Prototypen  paa  Kom- 
paratorens  bageste  Bord,  Kopien  paa  forreste;  Termometrene  aflæstes,  der  foretoges 
3 — 4  Indstillinger  paa  Prototypens  Endestreger,  Middeltallet  af  Indstillingerne  paa 
liver  af  disse  noteredes,  og  derefter  førtes  Kopien  hen  under  Mikroskoperne,  og  de 
samme  Indstillinger  foretoges  ;  derpaa  førtes  Vognen,  som  bærer  de  to  Maalestokke, 
tilbage,  og  Prototypens  Endestreger  aflæstes  paany.  Paa  denne  Maade  fortsattes, 
indtil  der  var  foretaget  9  Udmaalinger  af  Prototypen  og  8  af  Kopien. 

Temperaturen  steg  som  Regel  under  Maalingerne;  dog  var  denne  Stigning 
nogenlunde  proportional  med  Tiden,  saaledes  at  man  af  de  under  ovennævnte 
Observationsserie  med  omtrent  samme  Tidsinterval  foretagne  5  Aflæsninger  af  Termo- 
metrene kunde  interpolere  til  Temjjeraturen  i  et  givet  Øjeblik. 

Naar  den  første  Serie  Maalinger  er  afsluttet,  vendes  Kopien  om,  medens  Proto- 
typens Stilling  forbliver  uforandret,  og  en  ny  Serie  Maalinger  tages  efter  samme  Skema 
som  for.  Derpaa  ombyttes  Maalestokkene,  saaledes  at  Prototypen  kommer  til  al 
ligge  paa  forreste  Bord;  samtidig  vendes  den  om,  medens  Kopien  lægges  paa  bageste 
Bord  i  samme  Stilling  som  i  anden  Serie,  og  en  tredie  Serie  Maalinger  udføres. 
Kopien  vendes  derpaa  om,  medens  Prototypen  lades  uforandret,  hvorefter  der  tages 
en  fjerde  Sei'ie  Maalinger  med  samme  Antal  Iagttagelser  som  for. 

Hver  af  disse  Serier  behandles  for  sig,  og  de  enkelte  Maalinger  reduceres  til 
en  Temperatur  omtrent  lig  Middeltemperaturen  for  hver  Serie.  Maalingerne  giver 
da,  idet  Prototypens  Længde  betegnes  ved  P,  Kopiens  ved  B,  og  idet  alle  L;ungder 
ligesom  i  det  følgende  er  udtrykte  i  Mikron,  hvor  andet  ikke  er  anfort: 


Serie 
Nr. 

Temperatur 
t° 

B,-P, 

Korrektion 
til  16° 

B,n~P^r. 

1 

15,25 

132,24 

+  7,62 

139,86 

2 

15,70 

137,40 

+  3,05 

140,45 

3 

15,70 

136,42 

+  3,05 

139,47 

4 

16,10 

139,80 

-  1,02 

138,78 

Middel    139,64  +  0,3.5. 

Betragtes  hver  af  Differenserne  ß,^  —  P^,.  i  Serierne  1 — 4  som  Enkelliagttagelser, 
bliver  Middelfejlen  for  disse  +  0,70/^,  medens  Middelfejlen  paa  Middeltallet  139,64 
bliver  +  0;-i5ft. 

Da  Længden  af  Prototypen  ved  16°  er  1  m  +  140,94 /j,  faas 

ßi„  =  1  m +  280,58 /i. 

Efter  samme  F'remgangsmaade  foretoges  i  samme  Tidsrum  en  Sammenligning 
mellem  Prototypen  og  en  H-Meter  af  Nikkelstaal  heiegnei  SIP  Genéue  111,  acier  nickel 
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A2  "ill  coulée  1452.     Foruden  de  første  4  Serier   toges   i   November  Manned  yderligere 
2  Serier  med  en  stærkere  Forstørring  af  højre  Mikroskop  (übjektivmikrometer). 

Resultaterne   af  disse   (5   Serier  var,   idet  N  er  Længden    af  Nikkelstaalmeteren, 
og  der  iovrigt  anvendes  samme  Betegnelser  som  ovenfor: 


Serie 

Temperatur 

Nr. 

t° 

1 

15,20 

2 

15,60 

3 

16,40 

4 

l(i,90 

5 

16,00 

6 

16,30 

,-P, 

Korrektion 
til  16° 

N,,''P,, 

4,70 

—  1,29 

3,41 

4,60 

—  0,65 

3,95 

0,95 

+  0,65 

1,60 

0,89 

+  1,46 

2,35 

3,30 

0,00 

3,30 

0,27 

+  0,49 

0,76 

Middel    2,56  +  0,50 
Da  P]i;  er  lig  1  m  f  140,94^  faas: 

N„.  =  1  m  T  143,50  //. 

Endvidere  foretoges  i  Juni  Manned  1911  en  Række  Sammenligninger  mellem 
Bronzemeteren  og  Nikkelstaalmeteren.  Der  toges  6  Serier,  hver  omfattende  7  Mnalinger 
af  den  ene  og  6  af  den  anden  Maalestok.  Resultatet  fremganr  nf  nedenstaaende 
Tabel  : 


Serie 

Temperatur 

Nr. 

t° 

1 

18,30 

2 

18,10 

3 

17,50 

4 

17,70 

5 

17,30 

6 

17,50 

N,-B, 

Korrektion 
til  17,.-.° 

«17,.-%,, 

162,29 

—  9,45 

152,84 

160,30 

—  7,09 

153,21 

154,63 

0,00 

154,63 

157,48 

-  2,36 

155,12 

151,18 

+  2,36 

153,54 

154,00 

0,00 

154,00 

Middel    153,89  +  0,35 

Som    Middelværdi    af   de    6    Serier    faas    da:     /ij^s — Nj-j  ^    153,89//,    og  ved 

Benyttelsen  nf  de  nedenfor  anførte  Værdier  for  Udvidelsen  af  de  to  Maalestokke  faas 

ved  16°  C:  n         \t  iqc  oa 

/ijg —  Nju  =  136,20  fi. 

De  tre  fundne  Værdier  for  ßjg,  N^^  og  7i„, —  Ny^  tillagdes  samme  Vægt  og  ud- 
jævnedes efter  mindste  Kvadraters  Metode,  hvorved    fandtes   de  endelige  Værdier: 

ßi6  =  1  m  +  280,3  ft 
iVi6  =  1  m  +  143,8  fi. 

Efter  Afslutningen  af  de  nedenfor  omtalte  Decimeterudmnnlinger  bestemtes  den 
totale  Længde  af  den  førnævnte  Halvmeter  af  Nikkelstaallegering,  betegnet  SIP  Genève 
//,  acier  nickel  öS  "I»  coulée  2()2U,  horende  til  Laborntoriels  Folemnnlskompnrntor. 
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Udmaalingeii  foretoges  ved  Sammenligning  med  de  to  Halvdele  af  ovenna>vnle 
Nikkclstaalmeter.  Kaldes  disse  henholdsvis  N^_^„  og  ^51,100  og  Halvmeterens  Længde 
H,  fandtes  som  Middelværdier  af  4  Observationsserier  ved  de  anførte  Temperaturer: 


Serie 

Nr. 

Temp. 
t° 

H  —  1/..  JV 

^■Vo 

Us, 

H,  -  ■(..  m 

Korr. 

til   15° 

«15- ''-^m 

H- 

^'0—50 

1 

14,01 

16,86 

14,49 

51,86 

83,21 

2,24 

85,45 

- 

- 

2 

14,97 

17,4fi 

14,49 

53,13 

85,08 

0,17 

85,25 

H- 

~  ^'^so—  ino 

3 

15,20 

16,55 

15,81 

53,94 

86,30 

—  1,16 

85,15 

- 

- 

4 

15,83 

17,4!) 

15,81 

54,39 

87,69 

—  1,90 

85,79 

Middel  85,41  jtt 

Til  Forklaring  af  Betegnelserne  i  ovenstaaende  Taljel  skal  anfores,  at  Kolonnen 
H  —  7-  ^  angiver  den  observerede  Længdeforskel  ved  Middelleniperaturen  /,  A',v^ 
Fejlen  ved  0°  paa  de  i  forste  Kolonne  anførte  Halvdele  af  Nikkelstaalmeteren,  Ux, 
Udvidelsen  af  50  cm  af  denne  ved  Opvarmning  fra  0°  til  t°;  H, —  Va  m  lig  Summen 
af  disse  3  Størrelser  giver  da  Længden  //,  af  Halvmeteren  ved  /°. 

Udvidelsen  af  en  Nikkelstaallegering  med  57 — 58  "in  Nikkel  har  omtrent  samme 
Værdi  som  Staalets.  For  en  Legering  med  57^/0  Nikkel  har  Guillaume*)  fundet 
«  =  0,0000115,  og  benyttes  denne  Værdi  for  den  foreliggende  Maalestok,  hvad  der  er 
tilladt,  da  Udvidelsen  ved  denne  Nikkelholdighed  kun  varierer  langsomt  med  Nikkel- 
procenten,  faas  de  i  Tabellens  næstsidste  Kolonne  opførte  Værdier  for  Reduktionen 
af  Halvmeterens  Længde  til  15°.  I  sidste  Kolonne  er  under  //j^  opført  de  4  Værdier 
for  Længden  ved  15°,  der  viser  en  sæ-rdeles  god  Overensstemmelse,  hvilket  rimeligvis 
for  største  Delen  er  betinget  af,  al  Stregerne  paa  de  to  Maaleslokke  er  meget  (ine 
og  har  ganske  samme  Bredde,  hvad  der  giver  lille  hidstillingsfejl. 

Med  Benyttelse  af  ovenstaaende  Værdi  for  Udvidelsen  0,oüooii5,  faas 

^15  =  50  cm  +  85,4  ;j 
Hg  =  50  cm  —  0,8  fi, 

hvilken  sidste  Værdi  er  benyttet  ved  Beregningen  af  Fejlene  paa  Decimeterstregerne 
nedenfor. 

Ved  Hjælp  af  de  i  det  følgende  Afsnit  udledte  Værdier  for  de  lo  Maalestokkes 
Udvidelser  reduceres  de  ovenfor  fundne  Væ-rdier: 

ßi„  =  1  ni  +  280,3  /i 
iVjg  =  1  m  +  143,8  fi 
til  O-  C,  hvilkel  giver: 

ßo  =  1  m  —  19,1  fi 

Ng  =  1  m  +  30,3  ft. 

')  Ch.  Ed.  Guillaumk:  Description  et  étude  d  une  machine  à  mesurer.  Annexe  aux  Procès-verbau.x 
des  Séances  du  Cumité  international  des  Poids  et  Mesures,  session  de  1911  2"""^  série,  tume  VI.   Paris  1911. 
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Man  har  da  sluttelig  som  Ligninger  for  Prototypen   og   de   to  Maalestokke  ved 

Temperaturen  t°: 

P,  ==  1  m  +     2,7  ;i  -f     8,624  /  +  0,00100  l^ 

B,  =  lm  —  19,1  fl  +  18,610  /  -L  0,00648  P 

N,  =  1  m  +  30,3  ju  +    7,150  /  —  0,0030  t\ 

Fejlen  paa  de  af  disse  Ligninger  beregnede  Værdier  angives  for  Prototypen  til 
4;  0,2 /i;  for  de  to  andres  Vedkommende  er  P'ejlen  større  navnlig  paa  Grund  af 
Usikkerheden  i  Udvidelsesbestemmelserne,  men  ved  Stuetemperatur  beløber  Fejlen 
sig  ikke  til   1  /i. 

Ifølge  Certihkat  fra  det  internationale  Bureau  i  Sèvres  var  Længden  af  Bronze- 
meleren  i  1896  ved  8°  C:    B^^^^  =  1  m  +  153,3 /^ 

Af  ovenstaaende  Ligning  findes  for  Længden  i  Juni  1911  ved  samme  Tempe- 
ralur:   ßisin  =  1  m  +  130,2  u,  hvoraf 

der   viser,   al   Kopien   i   de    forløbne  15  Aar   har   trukket  sig   sammen,   og   al  denne 
Sammentrækning  beløber  sig  til  omtrent  23//. 

For  Nikkelstaalmeterens  Vedkommende  synes  ogsaa  en  Sammentrækning  at 
kunne  paavises.  Af  de  kort  efter  dens  Modtagelse  i  Februar  1910  udførte  foreløbige 
Sammenligninger  med  Bronz^meteren  faas  ved  Benyttelse  af  de  endelige  Værdier  for 
Udvidelserne:  ß^, -  N^«  =  132,8 /., 

medens  Sammenligningen  i  Juni  1911  gav 

Forudsættes  Bronzemelerens  Længde  uforandret  fra  Februar  1910  til  Juni  1911, 
er  Nikkelstaalmeterens  Længde  i  samme  Tidsrum  formindsket  med  3,4  fjt. 

Ifølge  den  kgl.  Anordning  af  16.  Sept.  1910  blev  de  ovenfor  omtalte  Bestemmelser 
af  Bronzemelerens  og  Nikkelstaalmeterens  totale  Længder  gentagne  i  Sept.  1913. 
Transversalkomparatorens  Mikroskoper  var  nu  forsynede  med  ny  Objektiver,  der 
var  leverede  af  Zeiss.  Derved  forblev  den  tidligere  anførte  Mikromelerværdi  for 
Objektivmikromelerel  naturligvis  uforandret,  og  da  Maalestokkene  forud  for  alle 
Aflæsninger  paa  Objektivmikrometeret  blev  saaledes  forskudte,  at  Aflæsningerne  højst 
var  2  Inddelinger  forskellige,  blev  Mikrometerværdien  sat  lig  5  //. 

Mikrometervændien  for  Okularmikrometeret  blev  udmaalt  ved  Hjælp  af  de  i 
Tiendedele  delte  Millimetre  ved  begge  Ender  af  Nikkelstaalmeteren,  idet  Værdien  af 
disse  tilligemed  samtlige  Millimetre  fra  90— 100  cm  var  bestemte  i  Efteraaret  1912 
(se  nedenfor).     Ved  3  saadanne  Maalinger  fandtes 

''/a:  1695,7  Indd.  =  0,9993  mm,  1  Indd.  =  0,5893// 

'•'/a:    1694,4      —      =   0,9974     —      1       —      =   0,5886// 

'^/u:    1693,0      —      =   0,9974     —      1       —      =   0,5891//, 

hvoraf  faas  som  Middelværdi  1  d  =  0,5890  fx. 
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lovrigt  var  Fremgangsmaaden  den  samme  som  i  Juni  1911,  og  Resultatet  af 
Maalingerne  reducerede  til  16°  var  med  samme  Betegnelser  som  ovenfor: 

ßjs  =  1  m  -i-  277,80  n  ±_  0,49  ii 
iVig  =  1  m  +  142,41  ß  ±  0,30  ß 
ßi6  —   ■^'le  =  134,92  11  ±  0,40  u. 

Heraf  faas  ved  Udjævning  og  derefter  ved  Reduktion  til  0°  C: 

ßig  =  Im  -f  277,68  [i  og  ßo  =  1  ™  —  21," ,« 
Njs  =  1  m  +  142,59  /i  og  No  =  1  m  +  29,1  ^. 

Ved  Sammenligning  med  de  i  Juni  1911  fundne  Værdier  ses  det,  at  begge 
Maalestokke  er  lidt  kortere  i  Sept.  1913  end  i  1911.  For  Nikkelstaalmeterens  Ved- 
kommende er  Forskellen  kun  1,2  /^  og  kan  muligvis  hidrøre  alene  fra  Observations- 
fejl,  medens  Forskellen  2,6  ii  for  Bronzemeterens  Vedkommende  med  Sikkerhed  viser, 
at  denne  har  trukket  sig  sammen  fra  1911  til  1913.  Der  er  folgelig  Grund  til  at 
formode,  at  Bronzemeteren  endnu  ikke  har  antaget  sin  endelige  Længde,  idet  vi  har 
folgende  Værdier  for  dens  Sammentrækning: 

fra  1896  til  1911:   23,1// 
-    1896  til  1913:   25,7//. 

3.    Bestemmelse  af  Maalestokkenes  Udvidelse. 

Ved  Udvidelsesbestemmelserne  er  anvendt  dels  den  ovenfor  S.  26  beskrevne, 
paa  optisk  Kontakt  grundede  Metode,  dels  Fizeau's  Interferensmetode.  Ved  sidst- 
nævnte benyttedes  et  af  Zeiss  leveret  Apparat  i  den  af  Pulfrich  ')  givne  Form.  Op- 
varmningen foregik  ved  en  Strom  af  Damp  fra  kogende  Vand,  der  sendtes  gennem 
en  udvendig  varmeisoleret  Cylinder,  som  omgav  det  Rum,  hvori  Inlcrferensapparalel 
var  anbragt.  Gennem  et  Ror  fra  Cylinderens  Bund  fortes  Kondensationsvandet  til- 
bage til  Kogekarret.  Paa  denne  Maade  kunde  man  opnaa  en  kontinuert  Opvarm- 
ning til  omkring  99°,  saaledes  at  alle  Maalinger  er  udførte  mellem  nævnte  Tem- 
peratur og  Stuetemperatur. 

Udvidelsen  af  Staalbordet,  paa  hvilket  den  Genstand,  hvis  Udvidelse  skulde 
maales,  blev  anbragt,  bestemtes  dels  absolut,  dels  i  Forhold  til  et  c.  14  mm  højt 
Platiniridiumstykke,  i  sin  Tid  afskaaret  af  den  Stang,  hvoraf  den  danske  Meter- 
prototyp forfærdigedes. 

Ved  de  absolute  Bestemmelser,  der  foretoges  ved  en  Højde  af  Staalbordet 
h  =  10,092  mm,  benyttedes  det  grønne  Kvægsolvlys  af  Bolgebredde  ;,  =  0,5460  //. 
Staalbordets  Højde  10,092  mm  blev  udmaalt  ved  optisk  Kontakt  ved  Hjælp  af  et  Sæt 
Endemaalsnormaler  af  Staal,  leveret  af  Johansson  i  Eskilstuna,  og  angiver  Afstanden 
fra  Bordoverlladens  centrale  Del  til  det  Plan,  der  er  bestemt  ved  de  tre  Staalskruers 


')  C.  Pulfrich:    Zeitschrift  für  Iiistrumciitenkunde  13,  S.  365  ff.  1893  og  IS,  S.  261.  1898. 

1).  K.  I).  Vidensk.  Sclsli.  Ski-.,  naluividensk.  u(!  miithem.  Al<l.  8.  R;iUUe,  I,   1. 
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øverste  Spidser.  Paa  samme  Maade  blev  iovrigt  alle  Højder  af  Bordet  udmaalt,  saa- 
ledes  at  de  enkelte  Skruers  Højde  ikke  blev  bestemt. 

Efter  at  Stribesystemets  Beliggenbed  i  Forhold  til  Dækpladens  faste  Cirkel  var 
aflæst  ved  Stuetemperatur,  paabegyndtes  Opvarmningen,  under  hvilken  det  totale 
Antal  Striber,  der  passerede  den  faste  Cirkel,  blev  talt.  I  Løbet  af  nogle  Timer 
passerede  der  28  Striber  forbi,  og  efter  at  Temperaturen  havde  holdt  sig  konstant, 
og  Interferensstriberne  holdt  sig  i  Ro  i  længere  Tid,  aflæstes  Stribernes  Beliggenhed 
i  Forhold  til  Cirklen. 

Efter  Afkoling  i  Løbet  af  det  følgende  Døgn  aflæstes  paany  Stribernes  Beliggen- 
hed, og  under  Forudsætning  af,  at  det  Antal  Striber,  der  er  gaaet  tilbage,  er  det 
samme  som  det,  der  passerede  forbi  under  Opvarmningen,  faas  derved  en  Bestem- 
melse af  Sammentrækningen  ved  Afkøling;  i  Følge  Sagens  Natur  var  det  uover- 
kommeligt at  tælle  Stribeforskydningen  under  Afkølingen. 

I  nedenstaaende  Tabel  er  under  f  opført  det  ved  Opvarmning  fra  /°  til  ti 
observerede  Antal  forskudte  Striber,  idet  de  to  første  Værdier  gælder  for  Opvarm- 
ning, de  to  sidste  for  Afkolingen;  /.•  giver  Korrektionen  for  den  Stribeforskydning, 
der  har  fundet  Sted  paa  Grund  af  den  under  Forsøget  fremkomne  Forandring  af 
Luftens  Brydningsforhold  som  Følge  af  Forandringen  i  Temperatur  og  Barometer- 
stand,  og  fo^f-\-k  er  da   den   Stribeforskydning,   der  svarer  til   den   stedfundne 

Jo  ■  2 
Forøgelse  af  Luftlagets  Tykkelse.    Under  «  er  opført  den  af  Formlen  a  =  j- -r^f. 

beregnede  Størrelse,  der  kan  betegnes  som  Middeludvidelseskoefficienten  mellem 
Temperaturen  t^  og  Z,.  Har  man,  idet  /  er  en  Længdedimension  i  Legemet: 
Z,  =  Zo  (1  +  aZ  -f  bl%  bliver  a  =  o  +  b  (Zj  +  Z,,)  og  Z,,  —  Z,,  =  Z„  «  (Z,  —  ZJ.  De  neden- 
for angivne  Tal  gælder  for  Værdier  af  Zj  omkring  98°,  Zj  lig  Stuetemperatur  (18°  — 19°). 


h-t. 

f 

k 

fo 

a 

79,70 

28,832 

2,23G 

31,068 

10545  •  10-« 

79,11 

28,.521 

2,204 

30,725 

10506 

78,845 

28,385 

2,254 

30,639 

10512 

78,285 

28,385 

2,127 

30,5)2 

Middel: 

10543 
10527  •  10  9 

Ved  Bestemmelserne  i  Forhold  til  Platiniridiumstykket,  hvis  Udvidelse  var 
bestemt  i  det  internationale  Bureau  i  Sèvres,  var  Højden  af  Staalbordet  14,083  mm, 
og  Luftlaget  mellem  Dækpladen  og  Platiniridiumstykket,  hvis  Højde  var  13,'.hj5  mm, 
altsaa  omtrent  0,1  mm.  Dette  Metalstykkes  Ovcrilade  var  tilstrækkelig  plan  og 
spejlende,  til  at  Tilbagekastningen  af  Lyset  kunde  foregaa  direkte  fra  Metallets  Over- 
flade. Ved  to  Forsøgsrækker  fandtes  for  Staalskruernes  Middeludvidelseskoefficient 
ved  Opvarmning  begge  Gange  Va^rdien  10468,  ved  Afkøling  ligeledes  begge  Gange 
10466,  Middel  10467.  i) 


')  Ved  deniic  o«  foljjende  Maalinger,  hvor  Luftlaget   er  t^'iidt,   er  foruden  Kvægsalvlinien  benj'ttet 
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Tages  Middeltallet  af  den  absolut  og  relativt  bestemte  Værdi,  faas  «  ^  O,ooooi0407 
som    Middelværdi   for  Staalskruernes  Middeludvidelseskoefficient  mellem  18°  og  98°. 

Af  Bronzemetrens  Materiale  forelaa  et  Stykke,  der  var  leveret  samtidig  med 
Maalestokken  ;  heraf  blev  der  tildannet  et  Prøvestykke  med  plane  Endeflader.  Den 
ene  af  disse  blev  derpaa  affilet  saaledes,  at  der  efterlodes  tre  smaa  Knaster.  Hvilende 
paa  disse  blev  Stykket  stillet  paa  et  Planglas  med  vandret  Overflade,  og  en  Libelle 
blev  anbragt  paa  Stykkets  Overside.  Ved  forsigtig  Affiling  af  Knasterne  blev  det 
opnaaet,  at  Libelleboblen  indtog  samme  Stilling  paa  Prøvestykket  som  paa  Glas- 
pladen, saa  at  det  ved  de  tre  Knaster  bestemte  Plan  meget  nær  var  parallelt  med 
Stykkets  anden  Endeflade.     Libellens  Kruniningsradius  var  omtrent  24  m. 

Det  saaledes  tildannede  Prøvestykke,  hvis  Hojde  var  13,902  mm,  blev  derefter 
benyttet  ved  Udvidelsesbestemmelserne  i  Fizeau's  Apparat,  og  da  dets  Overflade  ikke 
var  spejlende,  blev  der  paa  denne  anbragt  en  2,050  mm  tyk  Kvartsplade,  der  med  3 
Knaster  hvilede  paa  Broncestykkets  Overflade. 

Kvartsens  Udvidelse  fandtes  ved  to  særlige  Forsøgsrækker  i  Forhold  til  Staal- 
skruernes nu  bekendte  LTdvidelse.  I  første  Forsøgsrække  benyttedes  en  Stabel  af  3 
Kvarlsplader,  nemlig  foruden  ovennævnte  to  andre  af  Tykkelse  henholdsvis  c.  5  og 
7  mm,  altsaa  en  Hojde  af  Kvartsen  af  omtrent  14  mm.  I  den  anden  Forsøgsrække 
benyttedes  en  enkelt  Kvartsplade  af  Tykkelse  10,0ô2  mm.  Som  Middelværdi  af  2  Op- 
varmninger og  Afkølinger  fandtes  for  første  Forsøgsrække  8084  .  10"",  for  anden  For- 
søgsrække (1  Kvartsplade)  8070  i  Temperaturintervallet  18°— 98°. 

Middeltallet  af  disse  to  Værdier  er  8077  •  10  9.  Benoît')  fandt  i  1888  for  Kvarisens 
Udvidelseskoefficient  i  Retning  af  Hovedaxen  (7110,7  +  8,.06 /)•  IQ-'-»,  der  mellem  18° 
og  98°  giver  8103,7.  Den  her  fundne  Værdi  8077  •  10-^  er  saaledes  3,3^loo  mindre  end 
Benoît's  Værdi,  men  den  er  i  god  Overensstemmelse  med  en  af  cand.  mag.  S.  Weber 
kort  Tid  senere  foretagen  Bestemmelse.  En  absolut  Maaling  af  Udvidelsen  af  en 
Kvartsring  hørende  til  samme  Apparat  gav  nemhg  Middelværdien  8086-10^9,  og  et 
F'orsog  med  de  3  ovennævnte  Plader  indeni  Kvartsringen  viste,  at  Pladernes  Ud- 
videlse var  omtrent  1  "/on  mindre  end  Ringens.  I  denne  Forbindelse  skal  nævnes, 
at  Scheel  -)  i  1907  fandt  en  Forskel  paa  4,2  "ioo  i  Udvidelsen  af  to  Kvartsringe  mellem 
H-  192°  og  16°. 

Med  Benyttelse  af  den  fundne  Værdi  for  Kvartsens  Udvidelse  gav  Bestem- 
melserne af  Bronzestykkets  Udvidelse  mellem  19°  og  99°  ved  Opvarmning  og  Af- 
køling henholdsvis  19,248  og  19,314,  hvoraf:  ub  =  19,281  •  10-^.  Ifølge  et  til  Maale- 
stokken horende  Certifikat  af  1896  fra  det  internationale  Bureau  i  Sèvres  er 
Udvidelsen   af  det   Materiale,  hvoraf  Société  Genevoise   har  fremstillet  sine    Bronze- 


den røde  Brintlinie,  for  hvilken  Å  =  0,65C2,  ved  Aflæsningerne  af  Stribeforskydningen:  af  de  to  Værdier 
er  dannet  Middeltal. 

')  J.  René  Benoît:     Nouvelles   etudes   et   mesures   de   dilatations   par  la    méthode   de   M.  Fizeau. 
Travaux  et  mémoires  etc.     Tome  VI,  p.  119,  Paris  1888. 

-)  Karl  Scheel:  Versuclie  über  die  Ausdehnung  fester  Körper  etc.    Berichte  der  deutschen  physi- 
kalischen Gesellschaft,  Jahrg.  5,  S.  3.     Braunschweig  1907. 
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melre,  (18,70;-;  •  O.oocis /) .  10-''  i  Temperaturinlervallel  0°  —  1°,  hvoraf  inaii  for  oven- 
nævnte Interval  linder  ««  =  19,470.  Tillægges  disse  to  Værdier  for  o.„  samme  Vægt, 
faas  Middelværdien:  an  =  19,375  •  10"'',  og  benyttes  denne  som  endelig  Værdi,  faas 
med  uforandret  Temperaturkoefficienl  0,00648: 

ajj  =  (18,010  +  0,00648  t)  •  10-«. 

Da  der  ikke  forelaa  et  Stykke  af  Nikkelstaalmeteren  til  Udvidelsesbestemmelse 
efter  Fizeau's  Metode  saaledes  som  af  Prototypen  og  Bronzemeteren,  bestemtes  dens 
Udvidelse  i  Prytz's  ovenfor  beskrevne  Apparat  ved  Sammenligning  med  de  to  sidst- 
nævnte Maalestokke. 

Af  Guillaume's*)  Undersøgelser  over  Nikkelstaallegeringers  Varmeudvidelse  frem- 
gaar,  at  Temperaturkoefficienten  for  a.y  er  negativ,  naar  Nikkelprocenten  er  over  36; 
interpoleres  til  Værdien  for  42  "lu  findes  Temperaturkoefficienlen  -^  0,0035. 

Til  Bestemmelse  af  Konstanten  A  i  Ligningen  S.  27  haves  Resultater  fra  lo 
Sammenligninger  med  Prototypen,  der  gav  A  ==  7,14  •  10"'',  og  fra  to  Sammenligninger 
med  Bronzemetren,  der  gav  A  =  7,12  •  11)-^.  Herefter  faar  man  Ni — Fe-Melrens 
Udvidelseskoefficient  «.v  =  (7,13  —  0,0035 /)•  10^". 

Ved  Sammenligning  mellem  Nikkelslaalmelren  og  Bronzemelren  jiaa  Kompara- 

toren  i  Februar  1910  fandtes  ved  Temperaturerne  13°  og  26°  Værdier,  der  gav  A  =  7,28. 

Medtages  denne  Værdi,  idet  den  gives  Væglen  1,  medens  hver  af  de  ovenfor  fundne 

gives  Vægt  4,  faas 

°  ^  «jv  =   (7,15  — 0,0035  0-  10-« 

som  den  endelige  Væ^rdi  for  Nikkelstaalmetrens  Udvidelseskoefficient  ved  Opvarm- 
ning fra  0°  til  /".  Denne  Værdi  viser  god  Overensslemmelse  med  den,  der  fremgaar 
af  Guillaumes  Undersøgelser  over  forskellige  Nikkel-Ja-rn-Legeringers  Udvidelser; 
disse  findes  grafisk  fremstillede  i  deres  Afhængighed  af  Nikkelholdigheden  i  del  af 
Société  Française  de  Physique  udgivne  Tabelværk:  Recueil  de  Constantes  Physiques 
S.  184. 

4.    Undersøgelse  af  Underafdelinger  af  Maalestokke. 

Decimellene.  Udmaalingen  ai'  Decimetrene  paa  Meterprototypens  Kopi  (Bronze- 
meler  SIP  No.  48)  foretoges  paa  den  ovenfor  (S.  26)  omtalte  Delemaskine,  der  var 
forsynet  med  to  Mikroskoper,  hvis  indbyrdes  Afstand  kunde  varieres  mellem  Græn- 
serne 10  og  100  cm. 

For  Forsøgenes  Paabegyndelse  blev  Delemaskinens  forskydelige  Bords  Plan 
stillet  saa  vidt  muligt  parallelt  med  Slædeforingen,  saaledes  at  Forskydningen  meget 
nær  foregik  i  samme  Plan.  Mikroskoperne  blev  forsynede  med  Verlikalilluniinalor, 
og  Belysningen   fandt  Sted   fra   en  Glodelampe,  ophængt  i  en  Afstand  af  3  —  4  m  fra 


')  Ch.  Éd.  Guillaume:  Les  aciers  au  nickel.    Communication  du  Congrès  international  des  mctiiodes. 
d'essai  des  niatériau.\  de  construction,  tenu  à  Paris  Juillet  lyoü. 
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Mikroskoperne;  Lyset  samledes  paa  Illuminatorernc  af  2  Samlelinser,  der  var  anbragt 
mellem  Lyskilden  og  Mikroskoperne. 

Da  Mikroskoperne  ikke  var  forsynede  med  Finindstillingsniekanisme  for  Højde, 
opnaaedes  denne  derved,  at  Maalestokken  lagdes  paa  2  smaa  Metalbnkke  (indbyrdes 
Afstand  57 — 58  cm),  hvis  2  Ben  bestod  af  Fingerskruer  med  stort  Skruehoved;  ved 
at  dreje  paa  disse  Fingerskruer  kunde  man  variere  Maalestokkens  Afstand  fra  hvert 
Mikroskop  og  oj)naa  en  bekvem  Finindstilling. 

Mikroskoperne  fastspændtes  forst  saaledes,  at  Afstanden  Å^  mellem  Mikroskopernes 
faste  Traade  meget  nær  var  10  cm  (korrektere:  Afstanden  mellem  de  Punkter,  li vori 
Mikroskopernes  optiske  Axe  skærer  Delestregernes  Plan).  Bronzemetren  anbragtes 
da  paa  Bukkene  paa  Delemaskinens  Bord,  idet  dens  oprindelige  Stilling  var  en  saadan, 
at  O  og  10  cm-Stregerne  set  i  Mikroskoperne  laa  i  Nærheden  af  de  faste  Traade  i  en 
Afstand  af  højst  0,05  mm  fra  Mikroskopaxerne. 

For  at  gøre  Udregningen  saa  simpel  og  ensartet  som  muligt  foretoges  Indstil- 
lingen af  Maalestokken  altid  saaledes,  at  Decimeterstregerne  set  i  Mikroskoperne  laa 
til  hojre  for  den  faste  Traad  i  disse.  Da  Billedet  er  omvendt,  ligger  Delestregen 
altsaa  til  venstre  for  Traaden;  den  virkelige  Stilling  ses  af  hosstaaende  Figur. 

Udmaalingen  foretoges  efter  P.  A.  Hansens  Methode'),  saaledes  som  den  med 
særligt  Henblik  paa  Meterundersøgelser  er  udviklet  af  Ch.  Fd.  Guillaume.^)  Mikro- 
metrets Dobbelttraad  indstilles  forst  paa  Mikroskopets  faste  Traad  og  forskydes  der- 
efter til  Indstilling  paa  Decimeterstregen,  hvis  Afstand  fra  den  faste  Traad  saaledes 
bestemmes.  Naar  Aflæsningerne  er  foretagne  paa  den  forste  Decimeters  Endestreger, 
forskydes  Maalestokken  10  cm  i  sin 

Triuui 


10 


^ 


,/ 


Trcuid 


Fig.  3. 


Længderetning,  saa  at  10  og  20  cm- 
Stregerne  meget  nær  indtager  samme 
Stillinger  til  Mikroskoperne  som  O  ~ZIZ. 
og  lU  cm  for.  Delestregernes  Afstand 
fra  de  faste  Traade  aflæses,  Maale- 
stokken forskydes  atter  10  cm  o.  s.  v. 
Kaldes  I'cjlene  paa  O  og  10  cm- 
Slregerne  henholdsvis  x^  og  x^,  haves 

da,  naar  Afstanden  mellem  den  faste  Traad  og  Delestreg  for  hojre  og  venstre  Mikro- 
skop henholdsvis  kaldes  h\  og  v\  og  Mikroskopafstanden  >i,  : 

(1)  10  +  x-,-a,-o  =  v\^l,-h^. 

Forskydes  Maalestokken  10  cm  i  sin  Længderetning,  saa  at  10  og  20  cm  ses  1 
Mikroskoj)erne  i  Nærheden  af  de  faste  Traade,  og  fortsættes  der  paa  samme  Maade 
med  de  ovrige  Decimetre,  faas  Observationsligningerne: 


')  P.  A.  Hansen:  Von  der  Bestimmung  der  Theilungsfehlcr  eines  gradlinigen  .Massstabes.  Abliandl. 
der  matli.-phys.  Classe  der  kgl.  Sächsischen  Gescllsch.  der  Wissenschaften,     lid.  X,  S.  525.     Leipzig  1874. 

-■)  Ch.  Éd.  Guillaume:  L'étalonnage  des  échelles  divisées.  Travau.x  et  mémoires  du  bureau  intern, 
des  poids  et  mesures.    T.  X1Ü.    Paris  iyU7. 
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(2) 
(3) 


10  +  .T, 

10  +  X, 


X,    =    V, 


-  hV 


(10)  10  +  x-io— o,-,  =  v\""  +  ;,i  -/i; 

Sættes    for    Kortheds    Skyld    v\ — h'.   =  a„,,    v".  —  h". 


hvor   fl'eriie 


•0.1>      "l    "     "l     "1-2 

altsaa    betegner  den    Størrelse,  hvormed  de  enkelte  Decimetre  overstiger  Mikroskop- 
afstanden ^1,  faas  ved  Subtraktion  af  hver  Observationsligning  fra  den  foregaaende: 


x-i 


(.1-3  —  X.,)  ^  a,., 


.Tg        (.-^'lo      •^9/  "«.n 


Anl)ringes  Mikroskoperne  derpaa  i  en  Afstand  X.,,  der  meget  nær  er  20  cm,  faas 
paa  samme  Maade  Observationsligningerne: 


20  +  a-o  -  x^ 


/i.  +  "; 


20  +  æg  —  x^   -^  L,  -j-  f'J  - 


h': 


20 


Å. 


..('••' 


r.C») 


Ved  Subtraktion  som  ovenfor  og  med  tilsvarende  Betegnelse  faas: 


II 


.Ti  —  .To  —  (.Tg  —  .r,)   =   Oo,,  —  Oj,. 
.Vj  Xi  (X^  X^)    =    Clj  3         Qj,; 


X  a  X  r 


(X'ii,         Xcj) 


Mikroskopafstanden  Å-^  meget  nær  lig  30  cm  giver  Ligningerne: 


30  +  ^3 

-  a-o 

= 

h 

+ 

t'a 

--K 

30 +  x. 

—  x-i 

= 

h 

+ 

"1 

-K 

30 


^■7    =     -^3    +  "' 


,(8) 


.,(8) 


Med  samme  Betegnelser  som  ovenfor  faas  ved  Subtraktion: 


III 


.1.  j       .* , 
Xo  —  X 

Tv  —  X, 


—  (t^    -   T3)    =    fV3  —  «,., 

-  (-l-S   -  ^'4)    =    «1,1  —  «2, 


(X, 


•l'o)   =    «6 


Paa  samme  Maade  faas  ved  fortsat  Forøgelse  af  Mikroskopafstanden: 


IV 


X., 


x„ 


-To 

— 

(■V«  - 

= 

«0,1 
«1,.5 

— 

«1,5 
«2.« 

-^■5 

— 

(•»^10- 

■•v„) 

=- 

«5,9 

«6.10 
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Xn 


•To  —  (a^ß  —  xj   = 


■^5        •'■' i         O^in        -^'o/ 


=  a, 


VI 


a-. 


X. 


(x,  -  x„) 


(•l'io  — -l'g) 


VII     X.,  —  .Ti  —  (Xg  —  a-g) 
l,  -^-a       X2  —  C-^io       '*'9/ 


0., 


VIII   /  -^'i  ~  -^'o  ~  (•T'i  — -T») 
IX       X,         a'o         (Xjn        Xg) 


1.9 

2.10 


Fojes  lil  dette  System  :if  Ob.servationsligninger  Identiteterne 


X,  - 

-Xo 

-  (x,  - 

-  -Vo) 

-= 

0 

Xo    ~ 

-X, 

—  (^'2  - 

-    -l-:) 

=^ 

0 

*^10         •''9  C-^'lO         •''9/  ^ 


"0.;'—  1 
rensen  .x'.. 


antager  Udjævningen  og  Beregningen  af  de  ubekendte  Xg,  x^,  x,  . . .  x^o  en  særdeles 
simpel  og  overskuelig  F"orm.  Udtager  vi  nemlig  blandt  disse  Ligninger  alle  dem,  der 
indeholder  Differensen  x^ — Xg,  faas  10  Ligninger  af  Formen  x^ — Xg—(;Xp  —  x^^^} 
Ojp,  hvor  p  har  Værdierne  1  —  10.  Af  Ligninger,  der  indeholder  Diffe- 
-Xi,  findes  ligeledes  10,  hvor  Leddene  i  Parentesen  er  de  samme  som 
i  Systemet  x^ — .r„.  Fortsættes  der  saaledes,  faar  man  ialt  100  Ligninger,  hvoraf  10 
er  Identiteter  og  45  Gentagelser. 

Ordner  vi  nu  disse  Ligninger  saaledes,  at  der  i  samme  Kolonne  staar  opfort 
alle  de  Ligninger,  hvis  venstre  Sides  første  Led  indeholder  samme  Differens  Xp+  ^  —  Xp, 
og  i  samme  Linie  alle  de,  hvis  andet  Led  indeholder  samme  Differens  .t,+  i — x„ 
kan  hele  Systemet  af  Observationsligninger  skrives  paa  folgende  Mande,  hvor  de 
fælles  Differenser  for  Simpelheds  Skyld  kun  er  skrevet  1  Gang,  nemlig  som  Hoved 
for  hver  Kolonne  og  hver  Række. 
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-ix^  —  Xo) 

[X.^  —  Xi) 


(XjQ  Xq) 


a,,.,  —  a. 


In. o  —  Ol 


"12 


•l-3  "2.4 


^1.9  "3.10 


^3  *S 


«0.2   +"1.3 
11.2  +  02.3 
O 


*2.9  "3.10 


-"o. 9+  "1.10 
■°1.9+  "2.10 
■02.9+   "3.10 

"  ^^3.9        «-i.in 


Sum 
Middel 


«3 
7n» 


Det  ses  af  Tabellen,  at  alle  Tal  i  den  ene  Diagonalrække  er  O,  idet  den  inde- 
holder Identiteterne  a;,,+  ,  — a:,,  —  (x,,+  i  —  x,,)  =  O,  og  endvidere  at  alle  DilTerenser 
o,,,q  —  flp  +  i,  q  +  i  indgaar  2  Gange,  men  med  modsat  Fortegn,  saaledes  at  de  numeriske 
Værdier  er  symmetriske  om  Diagonalrækken. 

Summeres  nu  efterhaanden  alle  Kolonnerne  faas: 

(1)  10  (a'i  —  Xo)  ~  (.T,o  ~  Xo)  =  Si 

(2)  10  (x,  —  Xj)  —  (Xj„  —  Xo)  =  «2 

(3)  10  (x.,  —  x,)  —  (Xjn  —  Xo)  =  S3 


eller  naar  ^  sættes  lig  m,, 

(1')     Xi  —  Xo  =  r\T  (^'10  —  ^0)  +  '"  1 
(2')     X.,  —  Xi  =  iV  (^10  —  ^o)  +  >"2 

(Ö    )  Xg  X,       =        JO     (^'10  "^O)         I         '"3 

(10)      Xjn         X.,    =    yô(Xjo         X,,)     I     ;j7,o 

Det  ses  af  ovenstaaende  Ligninger,  at  m^,  m«  osv.  betyder  den  Stor  reise, 
hvormed  de  konsekutive  D  e  c  i  m  c  t  r  e  overstiger  y',,  af  M  a  a  1  e  s  t  o  k  k  e  n  s 
totale  Længd  e. 

Sættes  Xo  og  Xjo  =  O,  giver  Ligningerne 

X,    =    /?(, 


Xo    =^   '»1    j-  /"2 

X3  =  m^  -^  m,  +»13 

Xç>     =    "Î1    +'",    +'»3 


IIK 


Fejlene  paa  Decimelerstregerne  i  Forhold  til  Endestregerne,  medens 

Xjo  =  /"i   f  m,  -|-  . . .  ni  10  =  O 


giver  en  Kontrol  paa  Regningeij. 


41 
Er  X]„   bekendt    fra    en    Komparatorsammenligning,    faas    Fejlene    paa   Deci 


meterstregerne  : 


Xo  =  0 

Xi  =  A^io  +  'ni 

•^'2  =  t'ü^io  +  n'i  +'"2 

^3  =  T^O  -l'io  +  '"i  +  "'2  +  '"3 

^i  =  îô  ^10  +  "»i  +  '"2  +  •  •  •  '"a 


De  udjævnede  Værdier  svarende  til  de  i  Tabellen  opførte  observerede  freingaar 
paa  en  meget  simpel  Maade  og  kan  opstilles,  saa  snart  Størrelserne  ;;»,,  hi.,  ...  ni,„ 
er  beregnede.     Vi  har  nemlig: 


p  -J-  1 


m,  -f-.  .  .  /»;,+ 


(^1^ a^io  +  '"i  +  •  •    '",  +  1  )  ^  i^Q -ï^io  4-  '"i  +  •  • 


»lo 


^  r 

10'» 


nip+i 


"1, 


m^  +  i. 


/"„ 


hvoraf  ses,  at  den  beregnede  Værdi  for  den  (/j+1)"'  Kolonnes  (q  +  1)'« 
Element  er  Differensen  mellem  Middeltallene  af  (p  +  1)'*  og  (q -f- 1)'*' 
Kolonne.  Da  Summen  af  en  Række  er,  med  modsat  Fortegn,  den  samme  som 
Summen  af  Kolonnen  med  samme  Nummer,  kan  dette  altsaa  ogsaa  udtr3'kkes  saa- 
ledes,  at  den  beregnede  Værdi  for  et  hvilketsomhelst  Element  faas 
som  Sum  af  Middeltallene  af  den  Kolonne  og  den  Række,  hvortil 
Elementet  horer. 


Som  Exempel  paa  Maalingernes  Udførelse  skal  anføres  følgende  Serie  med 
Mikroskopafstand  ?..  meget  nær  lig  50  cm. 

I  Tabellerne  A  og  B  angiver  de  i  anden  Kolonne  opførte  Tal  Aflæsningerne 
paa  Tromlen,  naar  Mikrometret  er  indstillet  paa  de  i  Tabellernes  første  Kolonne  op- 
førte Delestreger.  Da  Indstillingen  paa  den  faste  Traad  stadig  er  uforandret  — 
indenfor  lagttagelsesfejlenes  Omraade  —  er  denne  Indstilling  kun  foretaget  en  enkelt 
Gang  under  hver  Serie  og  er  i  alle  Observationsrækker  sat  lig  45,0  for  venstre  og 
73,0  for  højre  Mikroskop.  Der  foretoges  som  Regel  3  Indstillinger  paa  hver  Dele- 
streg, og  de  i  anden  Kolonne  opførte  Tal  er  Middelværdien  af  disse. 

I  3.  Kolonne  er  under  Differens  u  og  Differens  h  opført  Differenserne  i  Tromle- 
dele  mellem  Aflæsningerne  paa  Decimeterstregerne  og  Mikroskopernes  faste  Traad 
o:  Afstanden  paa  Maalestokken  fra  Decimeterstregen  til  Mikroskopets  Sigtelinie  ud- 
trykt i  Troinledele. 

6 


D.  K.  n.  Vidensk.  Selsk.  Skr.,  naluividcnsk.  og  m.lthem.  Alil..  8.  Række.   I.  1. 


uj  LI  B  R  A  i 
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A. 

Venstre 

Mikroskop 

B. 

Hojre  M 

ikroskop 

Aflæsn. 
iste  Traad     45,0 

Differens  v 
i  Trld,     i  Mikron 

Faste 

Aflæsn. 
Traad    73,0 

Differens  h 
i  Trld.     i  Mikron 

v-h 

50  cm 

125,5 

80,5 

35,9 

0 

cm 

97,5 

24,5 

24,7 

11,2 

60    - 

132,5 

87,5 

39,0 

10 

- 

101,2 

28,2 

28,5 

10,5 

70    - 

142,5 

97,6 

43,4 

20 

- 

98,0 

25,0 

25,2 

18,2 

80    - 

132,8 

87,8 

39,1 

30 

- 

98,7 

25,7 

25,9 

13,2 

90    - 

145,8 

100,8 

44,9 

40 

- 

108,7 

35,7 

36,0 

8,9 

100    - 

163,0 

118,0 

52,6 

50 

- 

112,4 

39,4 

39,8 

12,8 

100    - 

163,4 

118,^ 

52,8 

50 

- 

112,3 

39,3 

39,7 

13,1 

90    - 

145,0 

100,0 

44,0 

40 

- 

109,3 

36,3 

36,6 

8,0 

80    - 

155,0 

110,0 

49,0 

30 

- 

109,3 

36,0 

36,3 

12,7 

70    - 

157,2 

112,2 

50,0 

20 

- 

105,0 

32,0 

32,3 

17,7 

60    - 

157,0 

112,0 

49,9 

10 

- 

111,5 

38,5 

38,8 

11,1 

50    - 

150,8 

105,8 

47,1 

0 

- 

108,0 

35,0 

35,3 

11,8 

Det  ses  af  Tabellerne,  at  Maalingerne  er  paabegyndt  med  O  og  50  cm-Stregerne 
henholdsvis  under  højre  og  venstre  Mikroskop,  og  at  Maalestokken  derpaa  er  forskudt 
til  højre.  Naar  Aflæsningen  50 — 100  er  foretaget,  forskydes  Maalestokken  strax  til 
venstre,  og  de  samme  Maalinger  foretages  i  modsat  Orden,  hvilket  giver  en  Kontrol 
for,  at  Mikroskopernes  indbyrdes  Afstand  har  holdt  sig  uforandret. 

Til  Bestemmelse  af  Mikrometrenes  Skruegangshøjder  foretoges  til  forskellig  Tid 
under  hele  Undersøgelsen  5  Udmaalinger  af  en  i  Tiendedele  delt  Millimeter  paa 
Maalestokken.     Resultaterne  var: 


Venstre  Mikroskop 

1  mm  =  2243,7  Tromledele 
2247,3 
2247,0 
2241,4 
2238,4 


1  mm 


Højre  Mikroskop 
=    1000  —  12,9  Tromledele 

-  5,7 

—  7,8 

—  9,0 

-  9,7 


Middel    2243,6 
hvoraf  faas 


Middel    991.0 


1<1    =   0,4457  ft 


Id 


1,0091 


Ved  Benyttelse  af  disse  Værdier  er  de  i  Tabellernes  4.  Kolonne  opførte  Værdier 
for  r  og  II  i  Mikron  beregnede. 

Ovenstaaende  Serie  giver  Observationsligningerne: 


5O+X5 
50 +  x, 

50  +  .r, 


Xo    =    -<5  +  ll,2 

.Ti     ==    Å^  +  \Oj> 

■X,    =    -«5+18,2 
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50  +  a;8-X3  =  -«5  +  13.2 

50-\-  Xg—x^  =  ,^5  +    8,9 
50  +  .Tio  -  a:^  =  >l5  +  12,8 


50 


13,1 


Ved  Subtraktion  af  hver  enkelt  Ligning  fra  den  foregaaende  faas: 

Middel 


Xr 


.T,  —(x,  —  Xe)  = 
•^■3  —  (-l'a  —  Xg)  = 


0,7 

0,7 

0,7 

7.7 

—  6,0 

-7,1 

5,0 

5,0 

5,0 

4,3 

4,7 

4,5 

3,9 

-5,1 

-  4.5 

hvor  de  efter  Stregen  opførte  Værdier  hidrører  fra  den  sidste  Halvdel  af  Rækken. 

Det  ses  let,  at  det  samlede  Antal  Indstillinger  paa  Decimeterstregerne  med 
ovennævnte  Fremgangsmaade  beløber  sig  til  2  •  3  •  2  (2  t"  3  +  .  .  .  10)  =  648;  med 
Gentagelser,  Indstillinger  paa  de  faste  Traade  og  Udmaalinger  af  Mikrometerskruernes 
Værdier  beløber  Antallet  sig  omtrent  til  det  dobbelte. 

Ved  Indførelse  af  samtlige  Maalingsresultater  i  Tabellen  Side  40  faas: 


.ïj      a;,. 

«2-^1 

X3     a;  2 

*4-*S 

*6-*4 

X»-x^ 

«7 --l'a 

Xg  —  X, 

«9 -«8 

3^10        ''^9 

-  i^l  -  ^0) 

0,0 

-1,2 

-  4,1 

2,7 

-    7,6 

-0,7 

5,6 

-     8,2 

-1,1 

-  3,1 

{3^2-^1) 

1,2 

0,0 

-    1,T 

5,2 

—    5,6 

1,1 

7,1 

-     6,4 

1,5 

0,2 

{x^  -  x^) 

4,1 

1,7 

0,0 

6,3 

-    4,0 

2,9 

9,1 

-   5,0 

2,8 

0,9 

(^4  -    'V.,) 

-2,7 

-5,2 

-    6,3 

0,0 

-     9,8 

-3,5 

1,9 

-11,7 

-4,5 

-  6,7 

{x^  —  xj 

7,6 

5,6 

4,0 

9,8 

0,0 

G,4 

13,1 

0,3 

7,1 

4,5 

ix»    -  ^r.) 

0,7 

-1,1 

-  2,... 

3,5 

-    6,4 

0,0 

6,3 

-    8,1 

0,7 

-2,2 

(Xj  -  X,,) 

-5,6 

-7,1 

—  9,1 

-1,9 

—  13,1 

—  6,3 

0,0 

-14,9 

—  6,0 

-    9,3 

(X„   -  X,) 

8,3 

6.4 

5,0 

11,7 

-     0,3 

8,1 

14,9 

0,0 

7,8 

4,3 

(«9  -  X») 

1,1 

-1,5 

-    2,8 

4,0 

-    7,1 

-0,7 

6,0 

-     7,8 

0,0 

—    3,5 

(a^io— «9) 

3,1 

-0,2 

—    0,9 

6,7 

-     4,5 

2,2 

9,3 

-     4,3 

3,5 

0,0 

Sum          17,7       —2,6       -18,8  48,5       -58,4           9,5          73,3       — 66,i          11,8        —14,9 

Middeltal      1,77        —0,2«         —    1,88  4,85        —     5,84              0,95              7,33          —     6,61               1,18          —    1,49 

Sættes  .Vjo  =  O,  faas  F^ejlene  i  Forhold  til  Endestregerne  ved  fortsat  Summering 
af  ovenstaaende  Middeltal  : 


1,77  1,51 


•  0,37 


4,48  —  1,30  —  0,11 


(),'.t2 


0,31 


1,40 


0,00 


Ved  Sammenligning  paa  Komparatoren  med  Prototypen  for  Metren  er  tidligere 
fundet  ved  O"  C: 


a'io  =  -^  iy,l  /i. 


6* 
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Ved  Indsættelse  faas  da  den  sande  Værdi  for  Decimeterstregerne  ved  0°C: 

10  cm  —  0,1  n  ;     20  cm  —  2,3  /i  ;  30  cm  —  6,1  //  ;     40  cm  —  3,2  fi  ;       50  cm  —  10,9  (i  ; 
60  cm  —  11,9/^;  70  cm  —  6,5  «;  80  cm  —  \b,0  fj.;  90  cm  —  15,7 /ü;  100  cm—  19,1 /a 

Indsættes  i  Observationsskemaet  paa  forrige  Side  de  beregnede  Værdier  Xp  — 
Xp-j  — (x,  —  x,_j)  =  m,,  —  m,,  og  dannes  DifTerenserne  mellem  de  observerede  og 
beregnede  Værdier,  findes  Middelfejlen  paa  de  i  Tabellen  opførte  Værdier  at  være 
^  0,56  ß,  medens  Middelfejlen  paa  de  udjævnede  Værdier  for  Delefejlene  beløber  sig 
til  c.  0,1  //. 


Paa   samme   Maade  som  ovenfor  bestemtes  Delefejlene   paa  Decimeterstregerne 
paa  den  tidligere  omtalte  H-Meter  af  Nikkelstaallegering. 

Fejlene  paa  Delestregerne  i  Forhold  til  Endestregerne  var: 


0 

10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

100  cm 

0,0 

—  3,0 

—  6,3 

—  3,2 

1,4 

-0,7 

-1,3 

1,0 

-2,1 

-3,7 

0,0 /i 

og   ved   Benyttelse   af  den   tidligere   paa   Komparatoren   fundne  Værdi  Xj,,   =   30,3  // 
faas  som  den  sande  Værdi  af  Decinieterstregerne  ved  0°  C.  : 

10  cm  i  0,0  [i,    20  cm  —  0,2  fi,    30  cm  -f  5,9  (i,    40  cm  +  13,5  /i,    50  cm  +  14,5  ji, 
60  cm  +  16,9  yu,  70  cm  +  22,2  fi,  80  cm  +  22,2  /^,  90  cm  +  23,6  f^,  100  cm  +  30,3  ,«. 

Middelfejlen  paa  de  enkelte  Værdier  i  Observationsskemaet  havde  samme  Stør- 
relse som  i  Forsøgsrækken  ovenfor,  hvilket  følgelig  ogsaa  gælder  om  Middelfejlen 
paa  de  beregnede  Værdier. 

Efter  Udmaalingen  af  Decimetrene  paa  de  to  H-Metre  udmaaltes  Decimetrene 
paa  førnævnte  Halvmeter  af  Nikkelstaal,  hørende  til  Laboratoriets  Følemaalskom- 
parator.     Observationerne  gav  Ligningerne: 


Serie  1 

Serie  2 

Serie  3 

Middel 

^"i  —  ^'o  —  i^i  —  ^l) 

= 

4,8 

5,9 

6,1 

5,6 

X,  —  Xj    -  (Xj  —  Xj) 

= 

-2,8 

-  2,9 

-2,5 

-2,7 

Xg                Xo                 (^X^               XgJ 

= 

1,4 

0,7 

0,6 

0,9 

X4—    Xg—    (X,    —    X,) 

= 

—  5,3 

-4,2 

-4,3 

-4,6 

^'i  —  ■T-'o  —  (a-'a  -  ^2) 

= 

2,3 

2,8 

2,7 

2,6 

•A/  .y                  *Âj  1                    1  »4/   (                   »*/  Q    1 

= 

—  0,9 

-  0,9 

-1,4 

—  1,1 

Xg     —    Xo    —    (X5   —    Xj 

^ 

—  2,7 

-  3,3 

-2,7 

-2,9 

Xj                 Xj                 (X^                Xg) 

= 

3,1 

3,1 

4,1 

3,4 

a"  2       X  [       (X  3       X  ^  ) 

== 

—  5,3 

—  5,8 

-6,4 

—  5,8 

^•1  —^a—iP^ô-^ù 

= 

-1,3 

-0,8 

-0,7 

-0,9 
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der  med  samme  forkortede  Betegnelse  som  ovenfor  giver  Systemet: 


X^—Xo 

^3 

-«1 

X^         Xg 

«4  — »3 

.Tb  -  Xi 

—  (o-'i  —  Xa)  \\           0,0 

5,6 

-2,6 

-3,4 

0,9 

(»2  —  ^'l) 

5,6 

0,0 

■       2,7 

1,» 

5,s 

(^3  -  X^) 

2,6 

- 

2,T 

0,0 

-0,9 

2,9 

(a=4  —  «s) 

3,4 

1,1 

0,a 

0,0 

4,6 

(«8  —  x^) 

-0,9 

— 

5,8 

-2,9 

-4,6 

0,0 

Sum 

Middeltal     2,14 


10,7  — 15,3 

3,01 


■1,9 
-0,38 


-7,8 
1,56 


14,2 

2,84 


Betragtes  Endestregerne  som  rigtige,  faas  da  Fejlene: 


0 

10 

20 

30 

40 

50  cm 

0,0 

2,1 

—  0,9 

-1,3 

—  2,8 

0,0  X« 

Ved  Sammenligning  med  Nikkelstaalmetren  paa  Komparatoren  fandtes  ved  15°: 
Xj  =  85,4 /z.  "Ved  Benyttelse  af  Udvidelseskoefficienten  «  =  0,0000115  faas  ved  0°C: 
x^  ==  — 0,8//.     Ved  Indsættelse  faas  da  Værdierne  ved  0°  C: 

10  cm  +  2,0 /i,  20  cm  —  1,2//,  30  cm  —  1,8//,  40  cm  —  3,)  u,  50  cm  —  0,8  «. 

Ved  Hjælp  af  samme  Delemaskine  udmaaltes  endelig  Længden  af  en  Decimeter 
af  Invar,  idet  denne  anbragtes  paa  Delemaskinen  i  F'orlængelse  af  Ni  Fe-Metren,  saa- 
ledes  at  de  skiftevis  kunde  forskydes  ind  under  Mikroskoperne,  der  var  anbragte 
i  indbyrdes  Afstand  10  cm.  Kaldes  Invardecimetrens  Længde  /,  medens  Nq— lo» 
^10-20   og  ^20  30  betegner  de  første  3  Decimetre  paa  Nikkelstaalmetren,  fandtes: 


A^, 


N. 


u- 

Temp. 

Middel 

^0-10  -  8.8 
9,2 

16,50 
62 

9,3 

64 

9,4 

70 

9,4 
9.4 

75 
82 

—  9,37           16,74 

9.7 

90 

9,8 

82 

9,2 

82 

9,5 

81    J 

07 

10-20           '''' 

-8,8 

16,72   1 

82 

—  9.25           16,77 

20—30         lO.O 

16,82 

—  16,0           16,82 
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Ved  Benyttelse  af  Ni  Fe-Metrens  kendte  Udvidelse  og  Længden  af  de  første  3 
Decimetre  faas: 

/jg  ,4  =  10  cm  4  0,0  a  +  1 1,87  —  9,3-  =  10  cm  -f  2,50  fi  (10) 
^6,77  =  1*^*  cm  —  0,2  11  -|-  11,80  —  9,25  =  10  cm  +  2,44  [z  (2) 
^6.82  =  1*^  cm  +  6,1  //  +  1 1,03  —  16,0  -=  10  cm  +  2,03  ji  (1) 

Heraf  faas  som  Middelværdi  ved  16,75°  C.  : 

^6,75   =    ^0  ""  +  2.5  li. 

Ceniinielre  og  Millimelre.  Efter  at  Decimetrene  paa  ovennævnte  Maalestokke 
var  bleven  bestemte,  udmaaltes  Centimeirene  fra  90  til  100  cm  paa  Nikkelstaal- 
metren.  Fremgangsmaaden  var  følgende.  Nikkelstaalmetren  anbragtes  paa  Longi- 
tndinalkomparatoren,  saaledes  at  90  cm-Stregen  set  i  højre  Mikroskop  laa  i  Nær- 
heden af  dettes  faste  Traad,  og  Afstanden  fra  denne  v^  maaltes.  Invardecimetren 
anbragtes  under  venstre  Mikroskop,  og  dens  Nulstregs  Afstand  fra  Mikroskopets  faste 
Traad  v^  blev  udmaalt.  Derefter  blev  Komparatorens  bevægelige  Plan  forskudt  et 
Stykke  /,  omtrent  1  cm  i  sin  Længderetning,  og  Afstandene  fra  de  faste  Traade  til 
henholdsvis  91  og  1  cm-Stregerne  blev  udmaalt.  Kaldes  disse  Størrelser  henholdsvis 
hm  og  ha  og  Længden  90  — 91  cm  paa  Metren  /„,  samt  Længden  0—1  cm  paa  Deci- 
metren /,,,  haves  da: 

og      /j    =   /j  —  v,i  +  ha, 

hvoraf  man  ved  at  eliminere  /;   faar: 

Im    =     /,(  +  Wm  —  /'m  —  (fii  —  /',()• 

Derefter  blev  Decimetren  forskudt  paa  sit  Underlag,  indtil  O-Stregen  atter  laa  i 
Nærheden  af  Mikroskopels  faste  Traad,  hvorefter  de  samme  Manøvrer  som  ovenfor 
blev  udført.  Derved  blev  Længden  /,„  mellem  Nikkelslaalmetrens  91  og  92  cm-Streg 
sammenlignet  med  samme  Centimeter  paa  Decimetren  som  for,  og  med  analoge 
Betegnelser  faas: 

tm   =   hl  +  Vm  —  Kn  —  (v'a  —  ha). 

Forskydes  Decimelren  atter  1  cm  tilbage  og  fortsættes  paa  samme  Maade,  faas 
efterhaanden  alle  Centimetrene  fra  90  til  100  cm  udtrykt  ved  den  ubekendte  Længde 
/,(  og  bekendte  Størrelser.  Man  ser,  at  Metoden  i  Virkeligheden  er  Gay-Lussac's 
bekendte  Kalibrernietode,  og  Beregningen  af  Delefejlene  foregik  paa  den  almindelig 
bekendte  Maade  af  de  ti  Observationsligninger  af  ovenstaaende  Form.  Som  Kontrol 
foretoges  endvidere  Sammenligninger  med  Længder  paa  2  og  5  cm  af  Decimetren. 

Efterat  de  sande  Værdier  af  Centimeterstregerne  fra  90  til  100  cm  paa  Nikkel- 
staalmetren var  bleven  bestemte,  udmaaltes  samtlige  Millimelre  paa  det  samme 
Stykke    af   denne    Maaleslok.     Ved    dette   Arbejde    anvendtes    Longitudinalkompara- 
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torens  højre  Mikroskop;  dettes  Mikrometertraade  indstilles  først  paa  900  mm-Stregen 
og  forskydes  derefter  til  Indstilling  paa  901  mm,  hvorefter  de  atter  forskydes  tilbage 
og  indstilles  paa  900  mm;  af  de  to  Værdier  for  denne  Millimeters  Længde  udtrykt  i 
Tromledele  (omtrent  1087  Indd.)  tages  Middeltal.  Derpaa  forskydes  Komparatorens 
Plan  meget  nær  1  mm,  saaledes  at  901  mm-Stregen  omtrent  ligger  paa  samme  Sted 
som  900  mm  for,  hvorpaa  901 — 902  mm  udtrykkes  ved  det  samme  Stykke  af  Mikro- 
meterskruen. Paa  denne  Maade  fortsættes  for  hver  Centimeters  Millimetre  og  ved 
Hjælp  af  de  bekendte  Værdier  af  Centimeterstregerne  findes  efterliaanden  de  sande 
Værdier  af  samtlige  Millimeterstreger  paa  Metrens  sidste  Decimeter.  Endvidere  blev 
paa  samme  Maade  udmaalt  Længderne  af  de  to  i  Tiendedele  delte  Millimetre 
ved  begge  Metrens  Ender,  ligesom  alle  Underafdelinger  af  disse  to  Millimetre  l)lev 
udmaalte. 

Efter  Fuldførelsen  af  dette  Arbejde  giver  Nikkelstaalmetren  altsaa  bekendte 
Sammenligningsværdier  for  alle  Længder  fra  0,1  til  1002  mm,  og  den  benyttedes  der- 
efter til  Bestemmelse  af  Millimetrene  paa  den  Invardecimeter,  der  blev  brugt  ved 
Centimetersamnienligningen.  Invardecimetrens  Centimetre  blev  først  bestemte  som 
ovenfor  omtalt  for  Nikkelstaalmetrens  Centimetres  Vedkommende.  Idet  de  to  Maale- 
stokkes  indbyrdes  Stilling  herefter  ikke  forandredes,  blev  Komparatorens  Plan  trinvis 
forskudt  1  mm  og  venstre  Mikrometer  indstillet  paa  Decimetrens,  hojre  paa  Metrens 
Millimeterstreger.  Denne  Fremgangsmaade  giver  for  hver  af  Decimetrens  Millimetre 
en  Ligning  af  samme  Form  som  ovenfor  nævnt  under  Metrens  Centimetre,  og  disse 
Ligninger  løses  med  Hensyn  til  /,, ,  hvorefter  Korrektionen  paa  hver  enkelt  af 
Millimeterstregerne  paa  Decimetren  findes.  Ligesom  paa  Nikkelstaalmetren  blev 
endvidere  de  to  overskydende  i  Tiendedele  delte  Millimetres  Underafdelinger  ud- 
maalte. 

I  de  følgende  Tabeller  er  opført  Resultaterne  af  de  i  1911 — 1912  udførte  Under- 
søgelser af  Maalestokkenes  Underafdelinger.  Alle  Korrektionstal  er  udtrykt  i  n  og 
er  at  «ddere  til  vedkommende  Delestregs  paaskrevne  Værdi.  For  hivardecimetrens 
Vedkommende  gælder  Værdierne  for  en  Temperatur  16,7-5°,  medens  de  for  de  øvrige 
Maalestokke  giver  Værdierne  _  ved  0°.  For  de  to  i  Tiendedele  delte  Millimetre  paa 
Nikkelstaalmetren  og  Invardecimetren,  der  ligger  udenfor  O-Stregen,  er  Værdierne 
regnede  fra  denne. 


I.     Sand  Værdi  af  Dpcimeterstregerne. 

o  10  2U  30  40  50  60  70  80  90  100  cm 

Bronze-       j  ^   _         _         _         _         _  _^^      _         _  _  _  jg  j 

meter        i  ^ 

Nikkelstaal-  I  _ 

meter        j-l-'--'  »r 

Nikkelstaal-  1  „        „ 
,    ,         .  O        2,0   —1,2    —1,8   —3,5     —0,8« 

halvmeter    j  >.,./- 
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II.     Sand  Værdi  af  Millimelerstrcgcnie  fra  900 — 1000  mm  paa  Nikkelslaalmetren. 


mm 

!' 

mm 

!>■ 

mm 

M 

mm 

ß 

mm 

ß 

900 

23,R 

920 

24,G 

940 

25,7 

960 

28,8 

980 

30,4 

1 

23,9 

21 

24,7 

41 

26,0 

61 

29,1 

81 

30,3 

2 

23,9 

22 

24,8 

42 

26,r, 

62 

29,3 

82 

30,7 

3 

24,2 

23 

25,0 

43 

27,0 

63 

29,5 

83 

30,7 

4 

24,2 

24 

25,2 

44 

27,2 

64 

29,4 

84 

30,7 

5 

24,0 

25 

25,1 

45 

27,2 

65 

29,5 

85 

30,9 

6 

24,8 

26 

25,1 

46 

27,3 

66 

29,4 

86 

31,0 

7 

24,9 

27 

24,9 

47 

27,5 

67 

29,5 

87 

30,8 

8  25,0       28    24,8       48    27,7     .   68    29,7      88    30,7 

9  24,9       29    24,9       49    27,0       69    29,5      89    30,7 

910    24,9      930    24,9      950    27,0      970    29,o      990    30,3 


11 

24,7 

31 

24,9 

51 

27,7 

71 

29,7 

91 

30,2 

12 

24,7 

32 

24,0 

52 

27,9 

72 

29,0 

92 

30,7 

13 

24,5 

33. 

25,1 

53 

28,2 

73 

29,8 

93 

30,7 

14 

24,2 

34 

24,8 

54 

28,1 

74 

29,0 

94 

30,6 

15 

24,4 

35 

24,8 

55 

28,5 

75 

29,0 

95 

30,3 

16 

24,0 

36 

24,7 

56 

28,5 

76 

29,9 

96 

30,3 

17 

24,3 

37 

25,1 

57 

28,6 

77 

29,9 

97 

30,4 

18 

24,8 

38 

25,4 

58 

28,7 

78 

29,7 

98 

30,0 

19    24,8       39    25,7       59    28,8       79    29,9      99    30,3 

1000    30,3 


III.     Sand  Værdi  af  Milliraeterslregernc  paa  Invardpcimetron. 
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6 
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7 
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8 
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9 
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10 
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11 
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12 
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13 
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14 

-0,9 

15 
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16 
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17 
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18 
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19 

-  0,9 

mm 

A 

mm 

ß 

mm 

ß 

20 
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30 
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40 

-  1.2 

21 

-0,9 

31 
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41 

-1,T 

22 

-1,4 

32 
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42 

-1,6 

23 

-1,9 

33 
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43 
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24 

-1,3 

34 
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44 

-0,4 

25 

-1,4 

35 
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45 
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26 
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36 
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46 
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27 
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37 
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47 

-0,6 

28 
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38 
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48 

-0,8 

29 

-2,5 

39 

-1,5 

49 
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49 


50 
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52 
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53 
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54 
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55 
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56 

-1,2 

57 
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58 
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59 
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mm 
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mm 

ß 

60 

-0,9 

70 
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61 
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71 
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62 
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72 
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63 
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73 
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65 
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66 
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76 
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67 
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77 
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68 
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78 
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69 
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79 
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mm 

ß 

mm 

ß 

80 
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90 
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81 

1,1 

91 

1,3 

82 

1,6 

92 

1.0 

83 

1,7 

93 

1,1 

84 

2,0 

94 

2,0 

85 

2,5 

95 

2,2 

86 

2.4 

96 

1,5 

87 

1,5 

97 

1,5 

88 

1,5 

98 

2,1 

89 

1,6 

99 

2,6 
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2,5 

IV.    Sand  Værdi  af  Tiendedele  Millimetre  paa 


1.    Nikkelstaalmetren. 

2.    Invardecimetren. 

mm 

ß 

mm 

ß 

mm 

p. 

mm 

ß 

0,0 

0,0 

1000,0 

0,0 
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0,0 
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1 
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1 
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2 

-0,2 

2 

0,2 

2 
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2 
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3 

-0,2 

3 
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3 

0,3 

3 

-0,4 

4 
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4 
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4 
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4 
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5 
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5 

-0,1 

5 
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5 
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7 
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7 
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7 
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8 
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-2,6 

1001,0 
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INDLEDNING 


1  Aaret  1912  udsatte  Det  Kgl.  Danske  Videnskabernes  Selskab  en  Prisopgave 
for  det  Thottske  Legat  for  Undersøgelser  over  Nikotinindholdet  i  Tobak  og  Tobaks- 
præparater. 

Opgaven  gik  ud  paa  at  udarbejde  en  paalidelig  og  let  Methode  til  at  bestemme 
Nikotin  i  Tobak  og  Tobakspræparater,  en  Metode,  der  tog  Sigte  paa  saavel  Uren- 
heder som  Ammoniak  og  Indblandinger  som  Pyridinbaser.  Besvarelsen  skulde  des- 
uden indeholde  indgaaende,  kritiske  Vurderinger  af  de  hidtil  anvendte  Analysemetoder, 
samt  en  Undersøgelse  af,  hvilken  Indflydelse  Tilberedningen  havde  paa  Tobaks- 
præparaternes  Nikotinindhold. 

Nærværende  Afhandling  er  med  faa  Ændringer  og  Udeladelser  den  indleverede 
Besvarelse.    Der  er  taget  Hensyn  til  de  Indvendinger,  der  blev  gjort  i  Bedømmelsen  '). 

Bestemmelsen  af  Nikotin  i  Tobak  har  tidlig  beskæftiget  Kemikerne.  Den  første, 
der  forsøgte  at  udarbejde  en  ganske  vist  ret  ufuldkommen  Metode,  var  Schlösing'). 
Senere  har  der  været  foreslaaet  mange  forskellige  Metoder.  Det  er  dog  først  Kissling'), 
der  udarbejder  en  Metode,  som  trods  sine  Mangler  er  saa  god  og  velbegrundet,  at 
den  har  kunnet  holde  sig  til  nu,  ja  endog  været  foretrukken  for  de  mange  nyop- 
dukkede Konkurrenter. 

Spørgsmaalet  om  Bestemmelsen  af  Nikotin  i  Tobak  og  Tobakspræparater  er 
navnlig  bleven  aktuelt  i  de  senere  Aar,  hvor  disse  har  faaet  saa  stor  Betydning  for 
Landbruget^). 

I  dette  Arbejde  har  jeg  kritisk  gennemgaaet  de  hidtil  anvendte  Analysemetoder 
(fra  Kissling's  til  1914)  og  søgt  at  skalTe  mig  saa  fyldigt  et  Bevismateriale  som 
muligt,  inden  jeg  udtalte  mig  om  Metodens  Værdi.  Jeg  sogte  derfor  et  Middel,  der 
tillod  mig  at  kritisere  de  omhandlede  Metoder  paa  deres  forskellige  Stadier.  Dette 
fandt  jeg  i  Bertrand's  Alkaloidreagens,  Kiselwolframsyren. 

Først  er  Nikotin  og  Nikotinsaltenes  Forhold  overfor  dette  Reagens  undersøgt. 
Hertil  gjaldt  det  om  at  skaffe  sig  rene  Præparater. 

1)  Oversigt  over  Det  Kgl.  Danske  Vidensk.  Selskabs  Forhandlinger.    1914.    Nr.  1.    S.  <32>-(35>. 

2)  Archiv  d.  Pharmacie.    Bd.  101,    Pag.  311.    (Aar  1847.) 
ä)  Zeitschr.  f.  analyt.  Chemie.    Bd.  21.    Pag.  64. 

*)  Chem.  Zeitung.    Jahrg  35.    Pag.  20. 
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Mkrc.k's  Nikolinklorhydral  er  el  hvidt  Kiyslalpulver,  lelopl.  i  Vand  og  meget 
hygroskopisk.  Det  tørredes  over  P.,0^  i  Vakuum  og  afvejedes  altid  i  Vejeglas.  Ana- 
lysen deraf  gav  følgende  Resultat: 

Kvælstofbestemmelse  (Kjeldahl.    Arnold-Wedemk:yp:r')): 

Fundet  11,93«  o  N,  beregnet  for  Ci(,//,,A'j.  2HCI   11,92"  u  N. 

Kloridbestemmelse  : 

Fundet  30,08  "  u  Cl,  beregnet 30,n  "/o  Cl. 

Det  heraf  fremstillede  Platinkloriddobbeltsalt  gav  ved  Glødning  34,17  " d  og 
34,07  »/o  Pt.,  beregnet  34,12  »/o  Pt. 

Det  fremstillede  Pikrat  smeltede  ved  216°— 21S°,   Pinner^)  angiver  218°. 

Efter  disse  Analyser  har  jeg  arbejdet  med  Saltet  og  betragtet  det  som  renl. 

Desuden  har  jeg  fremstillet  Nikotin  af  Tobaksextrakt  efter  Pinner's  Metode-^). 
Raaproduktet,  o:  Fraktionen  mellem  220°—  260°,  rektificeredes  to  Gange  i  en  Brint- 
strøm.    Kp. 764  ram   247°   (PiCTET   angiver   Kp. 730  mm   246°,l^)). 

Præparatet  var  farveløst,  i  tykke  Lag  svagt  gulligt;  det  opbevaredes  i  tilsmeltede 
Flasker. 


Nikotinets  Forlioid  overfor  Kiselwolframsyre. 

G.  Bertrand  ')  har  indført  Kiselwolframsyre  som  Reagens  paa  Alkaloider. 
Han  beskriver  flere  Salte,  dog  ikke  Nikotinsaltet,  og  angiver  Reagensets  Følsomhed 
overfor  en  Række  Alkaloider,  samt  foreslaar  det  anvendt  til  Bestemmelse  af  disses 
Ækvivalenttal. 

Senere  har  han  sammen  med  M.  Javillier")  anvendt  det  til  kvantitativ  Bestem- 
melse af  Nikotin  i  Tobak  (herom  senere).  De  angiver  Saltets  Sammensætning  til 
2CioHijiV,.2//20. 12  WO3.  Si  Oa  +  SH.O,  naar  det  er  tørret  ved  30°,  samt  at  det  laber 
de  5  Mol.  H.ß  ved  Tørring  ved  120°.  Det  er  dog  først  Robert  M.  Chapin  '),  der 
behandler  Metoden  kritisk  og  udvikler  den  til  en  god  vægtanalytisk  Metode. 

Kiselwolframsyre  er  et  fint  Reagens  paa  Nikotin.  Bertrand  angiver  1  :  300001), 
og  Chapin  finder  det  endnu  følsommere,  naar  det  anvendes  i  svag  sur  Vædske, 
(0,1  %  HCl). 


')  Zeitschr.  f.  analyt.  Chemie.    Bd.  31.    Pag.  525. 

■-)  Ber.  d.  Deut.  chem.  Ges.    Bd.  24.    Pag.  66. 

■')  Archiv  d.  Pharmacie.    1893.    Pag.  382. 

*)  Ber.  d.  Deut.  chem.  Ges.    Bd.  37.    Pag.  1231. 

^)  Comptes  rendus.    Tome  128.    Pag.  742. 

'•)  Bulletin  de  la  société  chimique  de  France.    4.  Série.    Tome  5.    Pag.  241. 

")  U.  S.  Department  of  agriculture.    Bureau  of  animal  industry.    Bulletin  133.    April  1911. 
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CiiAiMN  hcsleninier  Nikotin  ved  at  fælde  i  svag  salfsiir  Oplosning  med  Overskud 
af  en  Kisehvolframsyreopløsning  (12  "/o).  Bundfaldet  udvadskes  og  glødes  eller  tørres 
ved  120°  til  konstant  Vægt. 

1)  Glødningsmetoden. 

Der  anvendes  en  Platindigel,  da  denne  let  renses,  og  heri  glødes  Filteret  med 
det  veludvaskede  Bundfald.  For  at  faa  alt  Kul  brændt  bort,  niaa  man  ophede 
Diglen  uden  Laag  og  dreje  den  hyppig.  Ved  omhyggeligt  Arbejde  kan  maa  faa  alt 
Filterkul  braMidt  bort  udvendig,  men  i  den  porøse  Glødningsrest  kan  der  holdes 
noget  Kul  tilbage  og  noget  WO^  kan  reduceres.  Desuden  er  WO.,  maalelig  flygtigt 
ved  den  Temperatur,  der  maa  anvendes  for  at  faa  alt  Kul  brændt  bort.  Chapin 
omtaler  et  Forsøg,  hvor  der  ved  40  Minutters  Glødning  over  en  Teclus  Brænder  og 
5  Minutter  over  en  Blæselampe  tabtes  O,0Olîi.  Han  foreslaar  derfor  at  gløde  mellem 
5  à  10  Minutter  over  en  Teclus  Brænder,  efter  at  alt  Kul  er  brændt  bort. 

2)  Vejning  som  Salt,  tørret  ved  120°. 

Saltet  samles  i  en  Goosch-Digel,  udvaskes  med  fortyndet  Saltsyre,  til  Filtratet 
ikke  reagerer  med  Nikotinopløsning.  Diglen  torres  til  konstant  Vægt  ved  120° — 130° 
og  vejes  derefter.  Da  Saltet  er  meget  hygroskopisk,  maa  Diglen  vejes  i  Vejeglas. 
Chapin  anbefaler  Metoden  som  meget  exakt,  men  mener,  at  den  hurtigere  Gløde- 
metode er  tilstrækkelig  til  almindelig  Brug. 

Chapin  har  i  sit  udmærkede  Arbejde  gjort  Forsog  med  at  udvaske  Bundfaldet 
med  saa  megen  Vædske,  at  Filtratet  var  500  cm '  (der  fældedes  i  ca.  50  cm''  Opløsn.) 
og  900  cm',  uden  at  Resultatet  forandredes.  Til  Udvaskning  brugtes  fortyndet  Salt- 
syre, 1  cm"  staM-k  Saltsyre  i  1  Liter  Vand.  Han  har  desuden  forsøgt  at  faa  Bund- 
faldet til  at  samle  sig  hurtigere  ved  at  variere  Temperaturen  og  Syrekoncentrationen. 
Resultatet  var,  at  man  fælder  bedst  i  ret  stærk  saltsur  Vædske,  2 — 5 — 10  cm'  for- 
tyndet Saltsyre  (1—4)  til  100  cm'  Vædske,  samt  ved  under  30°.  Fældningen  er,  hvis 
man  omrører  med  Røreapparat,  fuldstændig  i  Løbet  af  ca.  '/s  Time,  og  Bundfaldet 
smukt  krystallinsk. 

Karl  Noro  '),  der  hverken  synes  at  kende  Bertrand  ä  Javillikr's  eller  Chapin's 
Arbejde,  fælder  med  Kisehvolframsyre  og  bestemmer  Nikotin  i  Bundfaldet  efter  Toth's 
Metode  (se  senere).  Han  linder  i  Bundfald,  der  er  fældede  i  neutral  Opl.,  12,24  "o 
Nikotin  (=  2,12  "/o  iV).  Saltets  Sammensætning,  mener  han,  skal  være  iC^^H^^NßH^O. 
Si0.2l2WOg~\- iiH^O  i  Analogi  med  Salte  af  ensyrede  Baser,  f.  Eks.  Pyridin.  I  saa  Fald 
skulde  det  vandfri  Salt  indeholde  18,4  "/«  Nikotin.  Ved  F'ældning  i  sur  Vædske  fandt 
han  højst  1,63  ";o  iV  i  Bundfaldet  [N  bestemt  efter  K.ieldahl  ved  Kogning  med  CiiO, 
A'jSOj  og  H.ßO^).  Glødningsresten  var  88,43  "/u  og  88,63  "/o.  Bundfaldet  er  vasket 
ved  den  mindst  mulige  Mængde  koldt  Vand  og  tørret  en  Time  ved  120°. 

Bertrand  &  Javillier  (1.  c.)  har  undersogt  Saltet  fældet  i  svag  saltsur  Vædske 
og  finder  den  først  angivne  Sammensætning.  Chapin  har  kun  undersøgt  Glødnings- 
restens  Mængde. 


')  Tidsskrift  for  Kemi,  Farmaci  og  Terapi.    iyi2.    Pag.  IIG. 
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B.  og  J.  finder: 


Glødningsrest         Kvælstof  (Dumas'  Metode) 
beregnet     88,79  "/o  1,72  »/o 

fundet         88,76  »/o  1,75  °h> 


Jeg  har  undersøgt  Salt  fældet  i  sur  og  svagt  alkalisk  Vædske. 

1)  Fældning  i  svagt  alkalisk  Vædske. 

15  g  Kiselwolframsyre  —  opløst  i  100  cm^  Vand  —  neutraliseredes  nøjagtig  med 
NoO//(«/i)  og  fortyndedes  til  200  cnv'.  0,7  g  Nikotin  opløst  i  200  cnv' Vand  fældedes 
med  ovennævnte  Kiselwolframsyreopl.,  Bundfaldet,  der  var  svagt  rosafarvet,  satte  sig 
vanskelig,  udvaskedes  for  Sugeren  med  Vand,  til  Filtratet  ikke  fældedes  af  sur 
Nikotinopløsning. 

Det  ved  120°  tørrede  Salt  gav  følgende  Analyseresultater: 
Glødningsrest  : 

Afvejet  Glødningsrest  i  "lu 

1,0312  g  0,8430  g  81,83 

0,9474  g  9,7743  g  81,73 

Kvælstofbestemmelse  efter  Kjeldahl- Arnolds  Metode: 

Afvejet  Forbrugt  "In  N 

1,0371  g  16,35  CmS  "/loZ/jSO,  2,21 


2)  Fældning  i  svag  sur  Vædske. 
0,7  g  Nikotin  opløst  i  200  cm-'  Vand  fældedes  med  Overskud  af  fri  Kiselwolfram- 
syre  og   udvaskedes   med   Vand   som   før.     Det    ved  120°  tørrede   Salt   gav    følgende 
Analyseresultater  : 


Glødningsrest: 

Afvejet 

Glødningsrest 

i  "lo 

1,0409  g 

0,9247  g 

88,83 

1,0323  g 

0,9158  g 

88,72 

Kvælstofbestemmelse  : 

Afvejet 

Forbrugt 

"luN 

1,1188  g 

14, 

12  cm^  »/10//2SO1 

1.7T 

3)  Fældning  i  stærkere  sur  Vædske. 

1,5  g  Nikotinklorhydrat  opløst  i  300  cm^  0,6  "lu  HCl.Aq,  fældedes  med  Over- 
skud af  Kiselwolframsyre  og  udvaskedes  som  før.  Det  ved  120°  tørrede  Salt  gav 
følgende  Analyseresultater: 

Glødningsrest  : 

Afvejet  Glødningsrest  i  "/o 

0,9020  g                       0,8008  g  88,78 

1,1147  g                        0,9910  g  88,89 
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elstotbestemmelse  : 

Afvejet 

Forbrugt 

»loN 

0,8957  g 

11,55  cm-'  "IwHßO, 

1,81 

0,7994  g 

y»'"      V           ))            V 

1,70 

Som  man  ser  af  disse  Analyser,  har  Saltet,  der  er  fældet  i  sur  Vædske,  den  af 
B.  &  J.  angivne  Sammensætning.  Det  i  svagt  alkalisk  Vædske  fældede  indeholder 
for  megen  Nikotin.  For  dette  Salts  Vedkommende  stemmer  Nord's  og  mine  Resultater 
ganske  godt  overens,  hvorimod  jeg  finder  mere  Kvælstof  end  han  i  det  Salt,  der  er 
fældet  i  sin  Vædske. 


Bestemmelse  af  Nikotinsalte  med  Kiselwolframsyre. 

En  Nikotinopl.  fældedes  med  Overskud  af  en  12  "/d  Opløsning  af  Kiselwolframsyre 
og  henstilledes  Natten  over  (14—18  Timer).   Bundfaldet  behandledes  paa  to  Maader: 

1)  Vejning  som  Salt. 

Bundfaldet  samledes  i  en  Goosch-Digel,  udvaskedes  med  den  mindst  mulige 
Mængde  0,5  "/o  HClAq  og  tørredes  ved  120°  til  konstant  Vægt.  Diglen  vejedes  efter 
Afkøling  i  Vejeglas.  Tørringen  varede  sjælden  mere  end  een  Time.  Bundfaldets  Vægt 
multipliceret  med  0,1012  (log  =  0,00512 -=- 1)  gav  Nikotinmængden. 

2)  Glødnings  metode. 

Bundfaldet  samledes  paa  et  Filtrat,  vaskedes  som  før,  tørredes  i  en  vejet  Platin- 
digel. Digel  med  Indhold  (uden  Laag)  glødedes  i  skraa  Stilling  over  en  Bunsenbrænder, 
til  alt  Kul  var  brændt  bort,  og  efterglodedes  saa  5-7  Minutter  over  en  „Meker"-Brænder. 
Glødningsrestens  Vægt  multipliceret  med  0,1140  (log  =  0,0-569 -^1)  gav  Nikotinmængden. 

Der  er  anvendt  to  Nikotinklorhydratopl.  1  og  II. 

Opløsning  I.     1,6285  g  Nikotinklorhydrat  i  Vand  til  250  cm  ' 

25  cm-'  =  0,1124  g  Nikotin. 
Opløsning  II.     1,5821  g  Nikotinklorhydrat  i  Vand  til  250  cur'' 

25  cm-'  =  0,1091  g  Nikotin. 

Tabel  A. 
Tørring  af  Saltet  ved  120°. 


25  cm»  Opl.  +    25  cm'  1  »lo  HClAq 1,1068  0,1120 

25  cm"  Opl.  +  100  cmM  "lo  HCMq 1,U05  0,ii24 

25  cm3  Opl    +  225  cm«  1  »li,  HClAq 1,1094        \  0,ilä3 

25  cm'  Opl.    -  200  cm'  2  <>l„  HClAq 1,0T8V       1  0,i09i 

25  cm'  Opl.  +  2  g  NH,Cl  +  200  cm'  1  °/o  HCr  1,079.5        !  0,1093 

Middelafvigelse  -^  0,ia  "(o. 


Nikotin 


Salt 


fundet 


beregnet       Afvigelse  i  »lo 


0,1124 
0,1124 
0,1124 
0,1091 
0,1091 


-^   0,34 

O 

-=-   0,09 

o 

+   0,18 
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Tabel  B. 
Glødnings  restbeste  m  m  else. 


Nikotin 


Glødnings-  {       f^^j^^       I     ^^^^g„^t 


rest 


25  cm^  fældet  ufortyndet 

25  cm»  +     25  cm'  1  "(n  HClAq 

25  cm»  +  100  cm"  1  "lo  HClAq  .  : 

25  cm»  +  225  cm»  1  »I,,  HClAq 

10  cm»  +  250  cm»  1  "lo  HClAq 

25  cm»  +  1  g  NH,Cl  +  200  cm»  1  »/o  HCl. 
25  cm»  +  2  g  NH,Cl  +  200  cm»  1  "In  HCl . 


0,9S37 
0,9833 
0,9800 
0,9807 
0,3930 
0,9i98 
0,9560 


0,1121 
0,1131 
0,1118 
0,1118 
0,0448 
0,1083 
0,1090 


0,1124 
0,1134 
0,1124 
0,1131 
0,0450 
0,1091 
0,1091 


Afvigelse 

i.»)o 


^  0,3n 

-=-  0,36 

-r-  0,53 

-=-  0,53 

-H  0,44 

-^  0,75 

-^  0,10 


Middelafvigelse  -=-  0,4i  "lo. 

Resultatet  er,  at  Nikotin  fældes  „kvantitativt"  i  Opløsning  indeholdende  0,045  g 
i  25  ccni^  altsaa  0,018  "/o.  Saltsyremængden  og  Fortyndingsgraden  spiller  altsaa  ingen 
Rolle  ved  Fældningen. 

Tilstedeværelsen  af  indtil  1  "o  Ammoniumklorid  forandrer  heller  ikke  Resultatet. 

Jeg  har  nu  overalt  anvendt  Kiselwolframsyremetoden  til  at  kontrollere  de  andre 
Metoder  og  derved  opnaaet  at  kritisere  dem  ud  fra  et  fælles  Synspunkt  og  ved  en 
fælles  Metode. 


Nikotinens  Forhold  overfor  Indikatorer. 


Allerede  Schloesing')  titrerer  Nikotin  med  fortyndet  Svovlsyre  og  anvender 
Lakmuspapir  som  Indikator.  WrrxsxEiN  "-),  Landolt")  og  Skalweit ')  bruger  Lakmus- 
tinktur,  senere  anvender  Kissling')  og  Beh.  ")  Rosolsyre,  og  efterhaanden  stiger 
Antallet  af  de  foreslaaede  Indikatorer. 

KipPENBERGER ')  er  den  første,  der  giver  en  samlet  Oversigt  over  de  forskellige 
Indikatorers  Anvendelse  til  Titrering  af  Alkaloider.  Han  opløser  Alkaloidet  i  Over- 
skud af  "/r.ii  f/j^SO,  og  titrerer  tilbage  med  "/-.n  NaOH.  Hans  Titreringer  er  foretagne 
i  50  cnv'  Vædske,   Indikatoropløsningernes  Styrke  og  den  anvendte  Mængde  ei'  „den 


>)  Archiv  d.  Pharmacie.    Bd.  101.    Pag.  312. 

■-)  Vierteljahrsschrift  f.  prakt.  Pharmacie.    Bd.  11.    Pag.  351. 

»)  Annalen  d.  Chemie.    Bd.  189.    Pag.  318. 

*)  Zeitschrift  f.  analyt.  Chemie.    Bd.  20.    Pag  567. 

^)  Smst.    Bd.  21.    Pag.  64. 

'■•)  Pharm.  Zeitschrift  f.  Russland.    Jahrg.  27     Pag.  3.    . 

')  Zeitschrift  f.  analyt.  Chemie.     Bd.  39.    Pag.  201. 
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sædvanlige",  aiulét  angives  ilvlve.  Resultalerne  er,  al  til  Nikotin  anvendes  bedst 
Lakmoid,  Jodeosin  og  Kochenille  ret  godt.  Metylorange,  Azolilmin,  Hæmatoxylen  og 
Fenolftalein  er  ubrugelige.  Alle,  selv  de  bedste  af  disse,  Indikatorer  giver  for  lavt 
el  Resultat,  idet  Alkaloidernes  Neulralsalte,  paa  Grund  af  hydrolytisk  Dissociation, 
reagerer  niere  eller  mindre  surt. 

Da  det  ved  Nikotinbestemmelserne  væsentlig  drejer  sig  om  at  bestemme  for- 
tyndede Nikotinopløsninger,  har  jeg  gjort  rent  empiriske  Forsøg  over,  hvor  nøjagtig 
disse  kan  titreres  med  forskellige  hidikatorer. 

Nikolinoplosningernes  sande  Styrke  bestemtes  med  Kiselwolframsyre. 

Fremgangsmaaden  var  følgende:  Nikotinmængden  afvejedes  i  et  lukket  Vejeglas 
og  skylledes  ud  med  Vand,  Vædsken  fyldtes  op  til  500  cm''  ved  15°.  Nikotinmængden 
bestemtes  saaledes:  10  cm' af  Oplosningen  syredes  med  Saltsyre,  fældedes  med  Kisel- 
wolframsyre; Bundfaldet  samledes  i  en  Goochs  Digel,  vaskedes  med  0,5  "o's  Saltsyre 
og  tørredes  ved  120°  til  konstant  Vægt.    Diglen  vejedes  i  Vejeglas. 

Til  Titreringen  anvendtes  25  cm'  Oplosning,  der  fortyndedes  med  Vand  til 
100  cm'  eller  400  cm'.  Titreringen  blev  forelaget  i  Erlenmeyerkolber  stillede  paa  et 
hvidt  Underlag.  Jeg  anvendte  "UoHßO^  og  titrerede  fra  en  Schellbachs  Burette  og 
aflæste  paa  0,1  cm".  (Brøkdele  af  Tiendedele  cm^  fremkommer  ved  Omregning  af 
"' III //oSO,  med  „Faktor".)  Der  er  anvendt  samme  Burette  og  samme  Pipette  til  alle 
Titreringer. 

Jeg  har  prøvet  følgende  Indikatorer:  Alizarinsulfonsurl  Natron,  Azolilmin,  Fena- 
celolin,  Jodeosin,  Kochenille,  Lakmoid,  Luteol,  Metylrodt  og  Rosolsyre. 

1)  Alizarinsulfonsurl  Natron;  anvendt  af  G.  Berthand  og  Javillier ').  Styrken 
angives  ikke,  jeg  har  brugt  0,2  g  i  100  cm"  Vand. 

2)  Azolilmin.  Jeg  har  brugt  den  af  Hhxgeu^')  anbefalede  Opløsning:  0,1  Azolil- 
min, 117,5  cm' \'and  og  7,5  cm"  ", iiuVaO//. 

3)  Fenacetoiin  anbefales  først  af  PoFOvicr'),  senere  af  R.  Chapin.  Der  anvendes 
en  1  "'o's  Opløsning  i  90  ".o's  Vinaand.  Den  af  mig  brugte  blev  højst  tre  Dage  gammel, 
for  den  blev  fornyet. 

4)  Jodeosin  foreslaas  af  Keller  ')  til  Nikotinbestemmelser.  Keller  anvender 
een  Draabe  1  "/u's  vinaandig  Opløsning,  jeg  har  brugt  5  Draaber  2  "/»o  vinaandig 
Opløsning. 

5)  Kochenille  anvendt  af  Hefelmann').  Opløsningen  fremstilledes  af  3  g  pulve- 
riseret Kochenille,  der  macereredes  i  5  Dage  med  50  cm"  Vinaand  og  200  cm"  Vand. 

6)  Lakmoid  er  særlig  undersøgt  af  Foerster").  Den  anvendte  Lakmoid  opløstes 
i  kogende  Vand  med  blaa  Farve;  jeg  brugte  en  vinaandig  Opløsning,  0,2  g  i  100  cm". 


')  Bulletin  de  la  société  chimique  de  France.    4.  Série.    Tome  5.    Pag.  141. 

-)  Pliarm.  Zeitung.    1893.    Pag.  58(i. 

■')  Zeitschrift  f.  physiolog.  Chemie.    Bd.  13.    Pag.  445. 

^)  Ber.  d.  deutsch,  pharm.  Ges.    1898.    Pag.  147. 

S)  Pharm.  Centralhalle.    1898.    Pag.  524. 

»)  Zeitschrift  f,  aaalyt.  Chemie.    Bd.  29.    Pag.  676. 

I).  K.  D.  VUlensk.  Selsk.  Skr.,  natuividensk.  üg  iiuilhem.  Afd.,  8.  Rælilie.  I.  2. 
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7.  Luteol  er  rremslillel  af  Aithknueith ');  han  angiver  en  vinaandig  Opløsning 
1 — 300.  Linde")  roser  den  stærkt  til  Titrering  af  Alkaloider,  og  senere  foreslaar 
KissLiNG  den  til  Nikotin^). 

8.  Metylrødt,  fremstillet  af  Rupp  og  Losk');  de  anvender  den  til  Titrering  af 
flere  Alkaloider,  dog  ikke  Nikotin.  Jeg  har  brugt  en  vinaandig  Opløsning  0,2  g  i 
100  cm'. 

9)  Rosolsj're  anbefaler  Kissling  i  sin  første  Afhandling  om  Nikotinbestemmelser. 
Jeg  har  brugt  en  1  "/u  vinaandig  Opløsning. 

De  følgende  Tabeller  angiver  Forsøgsresultaterne. 

Tabel   1. 

6,o;i32  g  Nikotin  opløst  i  Vaud  til  500  cm^  (15°).     10  cm^  gav 

a)  1,1904  g  Kiselwolframsyresalt  svarende  til  0,i2O5  g  » 

b)  1,1872  g  „  ,  „     0,1201  g   /    ^"^°"" 

Middeltal  0,1203  g 

beregnet  for  ren  Nikotin    0,i207  g. 


25  cm' 

Opløsning  ti 

treret 

Indikator 

Vædske- 
mængde 

Indikator- 
mængde 

cm»«/ 10  HjSO, 

fundet 

beregnet 

Afvigelse 

i  "lo 

Alizarinsulfon-  f 
surt  Natron    ( 

100  cm» 
4«)  cm» 

2  Dr. 
6  Dr. 

18,40 
18,45 

0,2982 
0,2990 

0,3007 

- 

-0,8 
-  0,G 

Azolltmin  ....  ! 

100  cm" 
400  cm-' 

4  Dr. 
12  Dr. 

17,95 

17,85 

0,2908 
0,2892 

" 

- 

-  3,4 

-  3,5 

Fenacetolin . . 

100  cm» 
400  cm» 

6  Dr. 
15  Dr. 

18,40 
18,4ft 

0,2982 
0,2990 

n 

_ 

-  0,8 
-0,6 

Kochenille.  .  .     ' 

100  cm» 
400  cm» 

8  Dr. 
20  Dr. 

18,35 
18,30 

0,2973 
0,2965 

" 

_. 

-1,« 

Lakmoid ' 

100  cm' 
400  cm" 

4  Dr. 
12  Dr. 

18,45 
18,40 

0,2990 
0,2982 

: 

-0,6 
-0,8 

Metylrødt 

100  cm» 

2  Dr. 

18,40 

0,2982 

' 

- 

-0,8 

Tabel  2. 

Afvejet  6,1397  g  Nikotin  oplast  i  Vand  til  500  cm»  (15°).     10  cm^  gav 

a)  1,2038  g  Kiselwolframsyresalt  svarende  til  0, 1318  g 

b)  1,2079  g  »  »  »    0,1822  g 


Middeltal 0,ia20  g 


beregnet  for  ren  Nikotin    0,1228  g. 


')  Archiv  d.  Pharmacie.    Bd.  233.    Pag.  45. 

■-')  Ibid.    Bd.  238.    Pag.  114. 

»)  Chemiker  Zeitung.    1904.    Pag.  775. 

^)  Ber.  d.  Deut.  ehem.  Gesellsch.    41.    Pag.  3905. 
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25  cm  »  C 

plasning   tit 

reret 

Indikator 

Vædske-        Indikator-     „„«„i     i»  o^^ 
mængde     ^     mængde       «m»  »(,«/f,SO, 

fundet 

beregnet 

Afvigelse 

i  »lo 

Alizarinsulfon-  ( 
surt  Natron     ( 

Azolitmin  . . .  .  1 
Fenacetolin ...  ! 

Luteol / 

Metylradt [ 

Rosolsyre  ....-[ 

1Ü0  cm» 
400  cm» 

UX)  cm» 

400  cm» 

100  cm» 
400  cm» 

100  cm» 
400  cm» 

100  cm» 
400  cm» 

100  cm» 
400  cm» 

2  Dr. 
6  Dr. 

5  Dr. 
20  Dr. 

3  Dr. 
ß  Dr. 

3  Dr. 
8  Dr. 

2  Dr. 

6  Dr. 

2  Dr. 

(;  Dr. 

18,60 
18,55 

17,95 
17,95 

18,60 
18,55 

18,60 
18,.55 

18,70 
18,60 

18,15 
17,95 

0,3013 
0,8005 

0,2908 
0,2908 

0,3013 
0,3005 

0,3013 
0,3005 

0,3029 
0,3013 

0,2940 
0,2908 

0,3050 

» 
» 

- 

-1.3 

-  1.5 

-4,6 
-4,6 

-1,2 
-1,5 

-1,2 
-1,5 

-0,7 
-1,2 

-  3,6 
-4,6 

Alle  de  anvendte  Indikatorer  med  Undtagelse  af  Azolitmin  og  Rosolsyre  kan 
altsaa  bruges  og  giver  næsten  samme  Resultat.  Jeg  har,  naar  intet  andet  er  bemærket, 
altid  brugt  Metylrødt  i  det  angivne  Forhold. 
Anvendelse  afJodeosin. 
Saavel  Keller  som  Toth  anvender  Jodeosin  ved  Titrering  af  det  æteriske 
Udtræk  af  Tobaksbladene.  Keller  sætter  10  cm'  Vand  og  10  cm'  Alkohol  til  100  g 
Æter-Petroleumsæter  og  titrerer  efter  Tilsætning  af  1  Dr.  1  " n  .lodeosinopl.  Over- 
gangen er  her  meget  vanskelig  al  se,  da  Udtrækkene  oftest  er  stærkt  farvede,  og 
desuden  forrykkes  Omslagspunktet  af  den  store  Ætermængde.  Tilsætningen  af  Vin- 
aand  skal  bevirke,  at  der  ikke  udskilles  fint  fordelt  .Jodeosin  paa  Grænsen  mellem 
Vædskelagene,  hvorved  Omslaget  forstyrres. 

Toth  titrerer  25  cm'  Æter-Petroleumsæter  Udtræk  med  "  lo  Syre  efter  Blanding 
med  50  cm^  Vand  og  10  cm'^  Vinaand  og  1  Dr.  Jodeosin  (1  "H).  Omslaget  er,  naar 
man  har  vænnet  sig  til  at  se  det,  tydeligt.  Titreringen  foretages  bedst  saaledes: 
Vædskerne  blandes  i  en  Medicinflaske  paa  150 — 200  cm',  der  tilsættes  "Ho  Syre  Hdt 
efter  lidt  (ca.  0,5 cm'  ad  Gangen),  til  det  vandige  Lag  er  farveløst,  og  derefter  "iioNaOH, 
til  Vædsken  efter  kraftig  Rystning  beholder  en  svag  rød  Farve. 

For  at  lære  Indikatorens  Forhold  at  kende  titreredes  10 cm' af  Nikotinopløsning  2 
(10  cm'*  indeholdt  0,1220  g  Nikotin)  med  Overskud  af  "/lo //..SO^  og  tilbagetitreredes 
med  "hoNaOH. 

4-  10  cm'  Alkohol  (96  "/o)  og  50  cnv'  Æter  +  50  cm^  Petro- 
Jodeosinopl.  som  Indikator. 
+  10  cm''  Alkohol  og  25  cm"'  Æter  ganske  som  før. 


a)  10  cm"  Nikotinopl. 
leumsæter  med  5  Dr.  2  *'/oo 

b)  10  cm"  Nikotinopl. 
Resultatet  var: 

Forsøg  a) 
1) 
2) 


Forbrugt 
7,65  cm"  "/i" 
7,70      „  ,: 


Nikotin 
HßO^   =   0,1239  g 
„  =   0,1247  g 


Afvigelse 

-I-  1,6  "lO 
-i-  2,2  "o 


Ç5^ 


L  I  3  R  A  R  Y' 


V>. 
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Forsøg  b) 


Forbrugt 


Nikotin 


Afvigelse 


1)  7,50  cm^  "lu,  HßÜ,  =  0,1215  g    i    ^  o  4  o/„ 

2)  7,50      „        „         „         =  0,1216  g    /     •      ' 

Forsøgene  med  den  store  Mængde  Æter  og  Petroleumsæter  gav  altsaa  de  hojesle 
Resultater,  hvad  der  ogsaa  viser  sig  ved  Kellers  Metode  (se  denne).  Det  maa  bemærkes, 
at  Vand,''der  var  rystet  med  Æter-Petroleumsæterblandingen,  ikke  reagerede  alkalisk, 
og  at  Flaskerne  var  afskyllede  omhyggelig  med  Syrer  for  at  fjerne  opløseligt  Alkali 
fra  Glasset.     Den  anvendte  Vinaand  reagerede  neutralt. 


Udtrækning  af  Nikotin  af  Tobakken. 


Tobakkens  Forbehandling. 

Den  anvendte  Tobak  var  væsentlig  danske  Sorter,  saavel  fermenterede  som 
ufermenterede.  De  tørre  Blade  pilledes,  saa  de  største  Nerver  fraskiltes.  Resten  reves 
til  et  grovt  Pulver.  Pulveret  tørredes  2 — 3  Timer  ved  50—60°,  pulveriseredes  først 
og  reves  gennem  en  Sigte  af  Messingtraad  (10  Traade  pr.  løbende  cm).  Det  saaledes 
fremstillede  Pulver  henstilledes  i  en  Svovlsyreexsikkator.  Dette  er  i  alt  væsentligt 
den  af  Kissling')  foreslaaede  Behandlingsmaade. 
Udtræknings  metoder. 

Principet  har  dels  været  at  afdestillere  Nikotinen  med  Vanddamj),  dels  al 
udtrække  den  alkaliserede  Tobak  med  en  Blanding  af  Æter  og  Petroleumsæter  og 
bestemme  Nikotinen  i  dette  Udtræk. 

Først  er  Nikotinens  Fordelingstal  for  Vand  og  Æter  bestemt.  Dette  skete  paa 
følgende  Maade.  20  cm'  Æter  og  20  cnr'  vandig  Nikotinopl.  af  kendt  Styrke  rystedes 
i  en  Stamers  Burette  ved  15°  og  henstilledes  under  hyppig  Rystning  i  et  Vandbad 
af  denne  Temperatur.  Efter  ca.  15  Minutters  Henstand  afpipetteredes  10  cm'  af  del 
vandige  Lag  og  Nikotinmængden  bestemtes  heri  ved  Fældning  med  Kiselwolframsyre. 

Resultatet  var  følgende: 


Nikotin  i  den 
oprindelige 
Opløsning 

Rumfang  efter  Rystning 

Nikotin  i 
10  cm'  Opl. 

Nikotin  i 

10  cm'  Æter 

(beregnet) 

^Vand 

Æter            Opløsning 

^Æter 

1,003    "lo 
2,0802  »l(j 

17,70  cm'         21,65  cm-' 
17,95  cm'         21,35  cm" 

0,0308  g 
O,0(i48  g 

0,0757 
0,1480 

0,406 
0,43fi 

Middeltal.  .. 

0,412 

Det  er  altsaa  kun  en  Del  af  Nikotinen,  der  gaar  over  i  Æteren.    Det  stiller  sig 
derimod  ganske  anderledes,  naar  der  sættes  Alkalihydroxyder  lil  den  vandige  Opløs- 


')  Handbuch  d.  Tabiikkuiidc     Rerlin  1905.    Pag.  77. 
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ning.  Nikotinen  gaar  i  saa  Fald  fuldstændig  over  i  Ælerlaget.  Desuden  forandres 
hverken  den  æteriske  eller  vandige  Opløsnings  Rumfang  saa  meget,  at  det  betyder 
noget.  Et  Eksempet  vil  vise  dette.  Der  afvejedes  0,.304ö  g  Nik.2//C/,  svarende  til 
0,2100  g  Nikotin,  og  Saltet  opløstes  i  15  cm'  20  "/o  holdig  Natriumhydroxydopl.,  hvortil 
der  sattes  25  cm  '  Æter  og  25  cm  '  Petroleumsæter  og  henstilledes  under  gentagen 
Omrystning  ca.  4  Timer.  Derefter  afpipetteredes  25  cm'^  af  den  æteriske  Blanding  og 
denne  Mængde  udrystedes  i  en  Skilletragt  tre  Gange,  hver  Gang  med  25  cm'  1  ''/n 
holdig  Saltsyre.  Da  den  tjerde  Udrystning  ikke  fældedes  af  Kisehvolframsyre,  bort- 
kastedes den.  De  blandede  sure  Udtræk  fældedes  af  Kisehvolframsyre,  Bundfaldet 
tørredes  ved  120"  og  vejedes. 

Fundet:  1,03.56  g  Salt  svarer  til  0,1048  g  Nikotin, 

beregnet 0,1050  g         „ 

Differens  ....   -f-  0,2  "lo. 

For  at  faa  at  vide,  hvorledes  man  bedst  skulde  udtrække  Nikotinen  fuldstændig, 
har  jeg  gjort  en  hel  Række  Forsøg  med  forskellige  Udtrækningsmetoder. 

1)  Destil  lation. 

Det  var  vanskeligt  at  faa  en  Metode,  hvor  al  Nikotin  kunde  udtrækkes,  og 
hvorved  man  kunde  kontrollere,  at  dette  virkelig  skete.  Med  Omhu  og  Forsigtighed 
lader  dette  sig  dog  gøre  ved  Destillation  med  Vanddamp.  Destillationen  af  Nikotinopl. 
med  Vanddamp  vil  blive  udførligere  omtalt  senere.  Her  skal  blot  nævnes,  at  jeg 
brugte  5  g  Tobak,  hvortil  der  sattes  3  g  NaHO  og  150  cm  '  mættet  Natriumklorid- 
oplosning. Oplosningen  opvarmedes  til  Kogning,  og  der  afdestilleredes  først  ca.  50  cm ', 
derefter  tillededes  Vanddamp,  til  al  Nikotinen  var  destilleret  over.  (Prøve  med  Kisel- 
wolframsyre.)  Destillatet  opsamledes  i  et  Forlag,  der  indeholdt  20  cm''  15  "  n  holdig 
Saltsyre.  Den  samlede  Mængde  Destillat  var  mellem  165 — 210  cnv'.  I  Destillatet 
bestemtes  Nikotinmængden  med  Kisehvolframsyre  som  sædvanlig. 

2)  Udtrækning  med  Æter  og  Petroleumsæter. 

10  g  Tobak  gennemfugtedes  med  8  cm-'  af  en  Blanding  af  1  Del  Vinaand  og  3 
Dele  „Sæbelud",  det  halvfugtige  Pulver  fyldtes  i  en  Flaske,  og  til  det  sattes  50  cm  '  Æter 
og  50  cm-'  Petroleumsæter  og  henstilledes  under  gentagne  Omrystninger  i  4—5  Timer. 
Naar  Bundfaldet  havde  sat  sig,  afpipetteredes  50  cm',  der  udrystedes  tre  Gange, 
hver  Gang  med  25  cm  '  1  "/o  holdig  Saltsyre.  I  de  samlede  sure  Udtræk  bestemtes 
Nikotin  med  Kiselwolframsyre.  Resten  af  Flaskens  Indhold  skylledes  med  Æter  over 
i  et  Soxleths- Apparat  og  extraheredes  med  Æter  i  VI 2  Time.  Dette  Udtræk  udrystedes 
med  Saltsyre  og  fældedes  som  det  forrige.  De  paa  denne  Maade  vundne  Resultater 
er  i  nedenstaaende  Tabel  betegnet  med  henholdsvis  a  og  b. 

Desuden  er  der  foretaget  Forsøg  med  Blandinger  af  Tobak  og  Nikotinklorhydrat. 
10  g  Tobak  behandledes  som  ovenfor,  desuden  blev  der  tilsat  5  cm-'  af  en  Nikotin- 
klorhydratopløsning,  der  i  5  cm'  indeholdt  0,2502  g  Nikotin  (5  cm-'  Oplosning  gav  med 
Kisehvolframsyre  2,4fii3  g  Salt)  og  desuden  1  g  N(tHO.  I  50  cm  '  Æter-Petroleumsæter- 
udtræk bestemtes  Nikotin  som  under  2)  a. 
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Vedføjede  Tabel  viser  Resultaterne. 


Destillation 

Petroleumsætermetode 
a                             b 

a  +  b 
2 

Tobak  -f  Nikotinsalt 

Prøve 

Salt 

Nikotin 

Salt 

Nikotin 

Salt 

Nikotin 

Salt 

Nikotin 

Nikotin 

Nikotin 

g 

i  »lo 

g 

i  »/o 

g 

i  »lo 

g 

g 

i  Tobak 

i  o'o 

I 

1,5145 

3,06 

1,5125 

3,06 

1,4718 

2,98 

3,02 

2,7139 

0,2746 

0,1495 

2,99 

II 

1,5957 

3,23 

1,598S 

3,24 

1,6391 

3,32 

3,28 

2,7930 

0,2826 

0,1575 

3,15 

III 

0,7684 

1,54 

0,7660 

1,55 

0,7683 

1,55 

1,55 

1,9651 

0,1988 

0,0737 

1,47 

Baade  1)  og  2)  stemmer  godt  overens.  Særlig  god  er  Overensstemmelsen  mellem 
1)  og  2)  a.  Hvis  man  sammenligner  Middeltallet  af  a  og  b  med  1),  er  Forskellen 
højst  1,7  '"(1  (Prøve  11),  et  Resultat,  der  ogsaa  maa  kaldes  godt.  Sammenligningen 
mellem  a  og  b  skulde  tjene  til  at  faa  Klarhed  over,  om  virkelig  Halvdelen  af  Nikotin- 
mængden findes  i  de  50  cm  '  Æter-Petroleumsæterblanding.  Det  viser  sig,  at  det  ikke 
er  nøjagtig  Halvdelen,  Differensen  mellem  a  og  b  er  endog  ved  1  2,7  '"'o.  Trods  det 
tager  jeg  dog  ikke  i  Betænkning  at  foreslaa  Pelroleumsætermetoden,  thi  den  er  saa 
meget  lettere  end  Destillationsmetoden.  Destillationen  kræver  baade  Tid  og  stor 
Omhu,  da  Vædsken  skummer  og  „støder"  stærkt  under  Processen.  Resultaterne  i 
tredie  Rubrik  er  knap  saa  gode,  de  er  alle  lidt  for  lave  (ved  111  er  Afvigelsen  fra 
Middeltallet  af  a  og  b  endog  ca.  6"/»).  Hvor  det  drejer  sig  om  tekniske  Analyser,  er 
Nøjagtigheden  dog  fuldtud  tilstrækkelig. 

Derefter  har  jeg  til  Sammenligning  prøvet  tre  af  de  almindeligst  foreslaaede 
Udtrækningsmetoder  for  at  sammenligne  dem  indbyrdes. 

De  tre  Extraktionsmetoder,  jeg  har  prøvet,  er  folgende: 

Den  af  Kellek')  foreslaaede,  hvorefter  Tobakken  simpelthen  gennemfugtes 
med  KOH-Aq  og  udtrækkes  med  en  Blanding  af  /Eter  og  Petroleumsæter.  Da  jeg 
har  ændret  Talforholdene  lidt,  anfører  jeg  her  den  af  mig  anvendte  Metode. 

16  g  Tobak  gennemfugtes  med  10  cm  '  af  en  Blanding  af  3  Dele  „Sæbelud"  og 
1  Del  Vinaand,  idel  Massen  gennemarbejdes  godt  med  en  Pestil.  Det  halvfugtige 
Pulver  fyldes  i  en  vidhalset  Flaske  (ca.  20  mm  Halsaabning);  heri  tilsættes  50  cm'' 
Æter  og  50  cm''  Petroleumsæter.  Flasken  lukkes  med  en  tætsluttende  Korkprop 
og  henstilles  under  hyppig  Rystning  i  5 — 10  Timer.  Vædsken  filtreres  gennem  et 
Foldefilter  i  en  tildækket  Tragt  ned  i  en  Flaske.  Filtreringen  sker  meget  hurtig  paa 
mindre  end  eet  Minut.  Af  Filtratet  afpipetteres  50  cm ',  der  udrystes  3  Gange  med 
25  cm  '  1  "/o  Saltsyre.  I  de  samlede  sure  Udtræk  bestemmes  Nikotinen  med  Kisel- 
■wolframsyre,  dels  ved  Vejning  som  Salt  tørret  ved  120°,  dels  ved  Glødningsrest- 
bestemmelse.  De  sure  Udtræk  er  aldeles  farveløse.  Denne  Metode  er  i  Tabellen 
betegnet  med  I. 


•)  Ber.  cl.  deutsch,  pliarm.  Ges    1908.    Pag.  145. 
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Torn')  ibreslaar  at  blande  Tobakken  med  20"/ii's  NaOHAq  (jeg  har  brugt  lOcm-' 
til  10  g  Tobak)  og  derefter  lidt  efter  lidt  saa  meget  Gibs,  at  der  dannes  et  tørt  Pulver; 
dette  udtrækkes  i  en  Flaske  med  50  cm''  Æter  og  50  cm^  Petroleumsæter.  Efter  5 — 6 
Timers  Henstand  filtres  som  før,  afpipetteres  50  cm ',  der  behandles  ganske  som  før. 
De  sure  Udrystninger  er  fuldstændig  klare.    (Metode  II  i  Tabellen.) 

KissLiNG  foreslaar-)  at  extraliere  i  et  Soxleths- Apparat  med  Æter.  10  g  Tobak 
gennemfugtes  ligelig  med  5  cm'^  Natriumhydroxydoplosning  (6  g  NaOH  i  40  cm"  Vand 
og  60  cm-'  Alkohol),  Massen  extraheres  derefter  i  4  Timer  i  et  Soxleths-Apparat  med 
Æter.  Den  æteriske  Vædske  udrystes  som  før;  de  sure  Udtræk  er  svagt  grønlig 
farvede.    (Metode  III  i  Tabellen.) 


Metode 

I 

Metode 

II 

Metode  III 

2B:0.12WOgSiO-i 

Niko- 
tin 

12W0aSi0i 

NilJO- 
tin 

2JV2C,nHu 

2Hi0.1ZWOaSiO2 

Niljo- 
tin 

IZWOzSiOa 

NiliO- 
tin 

2HM.l2WO!,SiOa 

Niko- 
tin 

IZWOaSiOi 

Niko- 
tin 

e 

»/o 

S 

«/o 

g 

% 

e 

% 

g 

»/o 

e 

> 

A 

0,2503 

0,51 

0,2287 

0,52 

0,20M 

0,41 

0,2023 

0,46 







C 

0,4021 

0,81 

0,3488 

0,80 

— 

— 

0,3133 

0,71 

0,6660 

0,67 

0,5887 

0,67 

D 

0,5237 

1,19 

— 

— 

0,5375 

1,09 

0,5026 

1,15 

1,1575 

1,17 

0,a829 

1,11 

E 

1,0111 

2,30 

— 

— 

1,1034 

2,22 

0,9941 

2,27 

2,2051 

2,23 

1,9294 

2,20 

F 

0,2912 

0,59 

0,2571 

0,59 

0,2629 

0,53 

0,2419 

0,55 

0,486:i 

0,49 

0,4590 

0,52 

G 

0,7618 

1,54 

0,6722 

1,53 

0,7439 

1,51 

0,6637 

1,51  1 

1,412-1 

1,43 

1,2652 

1,44 

Tabellen  viser,  at  Keller's  Udtrækningsmetode  giver  de  bedste  Resultater,  altid 
lidt  højere  end  de  to  andre  Metoder,  selv  om  Forskellen  kun  er  ringe.  Den  er  des- 
uden den  simpleste  og  letteste  af  de  tre.  Man  kan  indvende  imod  Metoden,  at  Æter- 
udtrækket skal  filtreres,  og  at  der  herved  kan  fordampe  noget  Æter.  Faren  herfor 
er  meget  ringe,  thi  Filtreringen  tager  som  nævnt  kun  15 — 20  Sekunder.  Jeg  har  der- 
for valgt  denne  Udtrækningsmetode.  For  Tobaksextrakter  er  Metoden  meget  simpel, 
idet  den  afvejede  Extrakt  blandes  med  NaOHAq  og  udtrækkes  som  før.  Ogsaa  her 
viser  Metoden  sig  god  og  giver  det  højeste  Resultat.  (Se  hertil  Tabellen  over  Tobaks- 
extraktanalyser.) 

Efter  disse  Forsøg  er  jeg  bleven  staaende  ved  følgende  Analysemetode  for 
Tobak  og  Tobaksextrakter. 


')  Cheni.  Zeitung.    1901.    Pag.  (iOl. 

■-)  KissLiNG,  Zeitschrift  f.  anal  Chemie.    Bd.  21.    Pag.  75. 
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Metode  til  Bestemmelse  af  Nikotin  i  Tobak. 


10  g  tønet  og  pulveriseret  Tobak  blandes  i  en  Porcelænsmorter  med  8  cm*  af 
en  Blanding  af  3  Dele  ..Sæbelud"  og  1  Del  Vinaand  (omrystes!).  Den  halvfugtige 
Masse  bringes  ved  Hjælp  af  en  bred  Glasspatel  fuldstændig  over  i  en  vidhalset  Flasi^e, 
og  der  tilsættes  her  50  cm^  Æter  og  50  cm^  Petroleumsæter.  Den  veltilproppede  Flaske 
henstilles  under  hyppig  Omrystning  i  5  Timer;  derefter  filtreres  Vædsken  gennem 
et  med  en  Glasplade  tildækket  Foldefilter  ned  i  en  100  cm'*  Flaske;  naar  denne 
er  godt  halv  fuld,  afpippetteres  50  cm-',  og  disse  udrystes  i  en  Skilletragt  tre  Gange 
med  25  cm-'  (1  "lo)  Saltsyre.  Man  anvender  bedst  en  Skilletragt  med  kort  og  skraat 
afskaaret  Stilk,  saa  denne  kan  skylles  baade  ud-  og  indvendig  med  Vand  fra  en 
Sprøjteflaske.  Disse  Udrystninger  varer  normalt  ca.  5  Minutter  i  alt  ').  Den  sure 
Vædske  fældes  derefter  med  en  12  "/o  vandig  Kiselwolframsyreopløsning.  10  cm"' 
vil  som  oftest  være  nok,  men  man  bør  altid  prøve,  om  alt  er  fældet,  ved  at  tilsætte 
nogle  Draaber  Fældningsmiddel.  Efter  10  Timers  Henstand  samles  Bundfaldet  enten 
i  en  tørret  Goosch-Digel,  der  er  vejet  med  Vejeglas,  eller  paa  et  aim.  ..askefrit"  Filter. 
Bundfaldet  vaskes  med  1  %  Saltsyre,  til  10  cm'  Filtrat  ikke  mere  fældes  af  nogle 
Draaber  1  "o  Nikotinopløsning.  Bundfaldet,  der  er  samlet  i  Goosch-Digelen,  tørres 
ved  120'^  til  konstant  Vægt  (ca.  1  Time).  Digelen  vejes  altid  i  Vejeglas.  Bundfaldets 
Vægt  multipliceret  med  20  •  0,1012  =  2,024  (log  =  0,30615)  giver  Bladenes  Nikotin- 
indhold i  "lo. 

Bundfaldet  j)aa  Filtret  torres  med  dette  i  en  vejet  Platindigel,  alt  Kul  glødes 
omhyggelig  bort  over  en  Bunsenbrænder,  og  Digelen  glødes  derefter  5 — 7  Minutter, 
ikke  længere,  over  en  „Meker"  eller  Teclus-Brænder.  Digelen  afkøles  ca.  en  halv 
Time  i  Exsikkator  og  vejes.  Glødningsresten  giver  multipliceret  med  20  •  0,1110  =  2,28 
(log  =  0,3.57'J4)  Tobakkens  Indhold  af  Nikotin  i  "Ai. 

Tobaksextrakter  behandles  saaledes:  der  afvejes  3 — 4  g  med  Milligrams  Nøjagtig- 
hed i  en  Flaske  paa  ca.  100  cm '.  Derefter  tilsættes  5  cm^  Sæbelud  -1^  5  cm'  Vand  og 
25  cm-'  Æter  og  25  cm"  Petroleumsæter.  Efter  4—5  Timers  Henstand  under  kraftig 
Omrystning  aftrækkes  25  cm',  der  udrystes  og  behandles  som  før.  Beregningen  sker 
paa  lignende  Maade,  blot  maa  man  huske,  at  hvis  man  har  afvejet  a  g,  bestemmer 
man  Nikotinen  i        g,  og  beregner  Nikotinindholdet  i  "/o  paa  almindelig  Maade. 

Denne  Metodes  Fortrin  er  følgende: 

1.  Nikotinen  udtrækkes  hurtig  og  fuldstændig  med  Æterblandingen  og  udrystes 
fuldstændig  heraf  med  1  "/n  Saltsyre. 

2.  Analysen  kan  være  ret  hurtig  færdig  og  fordrer  kun  lidt  Tilsyn. 

3.  Tab  af  Nikotin  ved  Fordampning  af  Æterudtræk  er  udelukket. 

4.  Ammoniak,  der  er  det  svage  Punkt  ved  alle  Bestemmelser  ved  Titrering, 
spiller  ingen  Rolle  her. 


')  Ved  ugæret  Tobak  eller  meget  unge  Blade  kan  Udrystningerne  vare  noget  længere. 
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5.  Da  den  vejede  Mængde  Salt  eller  Glodningsrest  skal  multipliceres  med  hen- 
holdsvis 0,1012  eller  Ü,il40,  bliver  Vejefejlen  forsvindende,  Metoden  meget  exakt  og 
Overensstemmelserne  mellem  to  Analyser  af  samme  Prøve  udmærkede. 

hideholder  Tohaksextrakterne  Pyridin,  maa  der  tages  særlige  Forholdsregler 
for  at  fjerne  dette,  men  dette  Emne  vil  blive  omtalt  i  Slutningen  af  Arbejdet. 


Kritik  af  de  hidtil  anvendte  Metoder. 


Efter  at  have  udarbejdet  denne  Metode,  har  jeg  kritiseret  de  andre  hidtil  brugte 
Metoder,  dels  ved  at  sammenligne  Resultaterne  efter  Metoderne  og  den  før  omtalte 
Metode,  der  er  betragtet  som  ..Standard-Metode",  dels  ved  at  kontrollere  disse  Metoder 
paa  deres  forskellige  Trin  ved  Hjælp  af  Kiselwolframsyren.  For  de  fleste  Metoder  er 
baade  Tobaksblade  og  Tobaksextrakler  behandlede;  enkelte  er  kun  angivne  for 
Extrakter.    De  gennemprovede  Metoder  er  følgende: 

1.  Kisslings  Metode 

2.  Bertrand  og  Javilliers  Metode 

3.  Kellers  Metode 

4.  Toths  Metode 

5.  Thoms  Metode, 

der  alle  er  Titreringsmetoder,  samt  de  to  Polarisationsmetoder  udarbejdede  af 

6.  Popovici 

7.  Degrazia. 

Alle  disse  Metoder  er,   med  Undtagelse   af  5  og  6,   prøvede    for  Extrakter.     Af 
Metoder,  der  kun  tager  Sigte  paa  Extrakter,  har  jeg  prøvet: 
S.    Chapins  Metode 
9.    Ulex  Metode  (kaldet  „tekniske  Metode") 

10.  Surres  Metode 

11.  Koenigs  Metode. 

Disse  Rækker  af  Analyseresultater  er  samlede  i  de  Tabeller,  der  danner  Bilagene 
til  Arbejdet.    Der  henvises  derfor  til  disse  under  hver  enkelt  Metode. 

Kisslings  Metode. 

Kissling's  Metode  har  i  en  Aarrække  været  den,  hvorefter  de  fleste  Nikotin- 
bestemmelser har  været  udførte.  Metoden  betegnede,  da  den  fi;emkom,  et  betydeligt 
Fremskridt  fra  de  hidtil  anvendte  Metoder.  K.'s  Arbejde  er  paa  mange  Maader  baade 
grundigt  og  vel  tilrettelagt,  men  det  har  ogsaa  en  Del  svage  Punkter. 

1).  K.  I).  Viilensk.  SelsU,  Ski-.,  natiiiviilensk.  os  m;ilhem.  Aid..  8.  Række.  1.  '2.  10 
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Metoden  er  forsi  ottentliggjort  i  1882')  og  synes  at  være  en  Modifikation  af 
andre  almindelig  brngte,  men  ikke  offentliggjorte  Metoder-)- 

K.  omtaler  de  hidtil  anvendte  Metoder  og  kritiserer  dem,  men  det  lader  ikke 
til,  at  han  har  prøvet  og  sammenlignet  dem.  Derefter  beskriver  han  sine  egne  Forsøg 
og  udarbejder  herfra  en  Metode,  der  kan  sammenfattes  i  folgende'): 

10  g  veltørret  Tobakspulver  blandes  med  10  g  Pimpstenspulver  og  imprægneres 
i  en  Porcelænsskaal  ved  Hjælp  af  Pistil  og  Spatel  med  10  g  af  en  vandig  Natrium- 
hj'droxydopløsning  (50  g  NaOH  i  1  L.).  Det  svagt  fugtige  Pulver  pakkes  i  et  Hylster 
af  Filtrerpapir  og  extraheres  med  Æter  i  et  Extraktionsapparat.  Naar  der  arbejdes 
paa  den  rigtige  Maade,  saaledes  at  der  fra  Svalerøret  drypper  60 — 80  Æterdraaber 
i  Minuttet  ned  paa  den  øverste  lidt  nedtrykte  Del  af  Hylsteret,  saa  er  al  Nikotin 
udtrukken  i  Løbet  af  nogle  Timer.  Herefter  afdestilleres  Æteren  lang- 
somt. Resten  opløses  i  lidt  Kaliumhydroxydopløsning,  og  man  under- 
kaster Vædsken  en  Destillation  med  Vanddamp.  Hertil  anvendes  en 
Rundkolbe  paa  ca.  500  cm^'s  Indhold,  med  vid  Halsaabning.  I  den 
dobbelt  gennemborede  Prop  sidder  et  Tilledningsrør  for  Dampen  og  et 
bøjet  Afledningsrør  for  Destillatet.  Det  er  meget  vigtigt,  at  den  alka- 
liske Vædske  ikke  sprøjter  over,  og  Afledningsrøret  maa  derfor  enten 
være  bøjet,  som  hosstaaende  Figur  viser,  eller  man  kan  anvende  en 
almindelig  Draabefanger.  Ved  Hjælp  af  Vanddamp  afdestilleres  Nikotinen 
bedst  saaledes,  at  man  opsamler  hver  100  cm''  Destillat  og  titrerer  det.  Det  fjerde 
og  femte  Destillat  er  oftest  nikotinfrit.     Destillatet  titreres  med  «  iii//.,SO,. 

Dette  er  i  Korthed  Metoden,   som  den  fremtræder  i  sin  seneste  Form.     Jeg  vil 
i   det   følgende   gennemgaa    dens   enkelte   Trin,    idet  jeg   kritiserer   den    paa   ethvert 
Stadium  og  kommenterer  den  med  andres  Bemærkninger. 
Disse  forskellige  Stadier  er  følgende  : 

1)  Udtrækningen  med  Æter. 

2)  Afdestillation  af  Æteren. 

3)  Destillation  med  Vanddamp. 

4)  Titreringen  af  Destillatet. 

Udtrækningen  med  Æter. 
KissLiNG^)  forer  Bevis  for,  at  al  Nikotin  extraheres  med  Æter  og  Alkali  i  Løbet 
af  3  Timer,  ved  først  at  extrahere  i  3  Timer  med  Æter  og  derefter  extrahere  Rema- 
nensen  paa  samme  Maade   i  tre  Timer.     I   den    anden   Extraktion    kunde  der  ingen 
Nikotin  paavises.     Han  har  ogsaa  udtrukket  Remanensen  fra  Æterextraktionen  med 


')  Zeitschrift  f.  analyt.  Cliemie.    Bd.  21.    Pag.  78. 

■-')  Se  herom  en  skarp,  til  sidst  ret  personlig  Polemik  mellem  Kissling  og  Skalweit  i  Zeitschrift 
f.  anal.  Chemie.    Bd.  20.    Pag.  515,    Bd.  23.    Pag.  173,    Bd.  24.    Pag.  64. 

»)  Handbuch  d.  Tabakkunde.  2.  Aufl.  Pag.  85.  I  K.'s  originale  Afhandling  tages  20  g  Tobak  i  Ar- 
bejde; dette  blandes  ikke  med  Pimpstenspulver,  men  fugtes  med  den  Pag.  15  nævnte  vinaandige  Natrium- 
hydroxydopløsning. 

')  Zeitschrift  f.  analyt.  Chemie.    Bd.  21.    Pag.  78. 
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l'ortyndet  Svo\  Isyre  og  prøvet  lidt  af  det  filtrerede  Udtræiv  med  Kaliumjodid-Merlvuri- 
jodid  uden  at  faa  Realvtion  paa  Nilvotin.  Vedrödi')  Ivommer  til  samme  Resultat.  Naar 
jeg  har  fundet  lidt  lavere  Resultater  (se  Bilag  I)  ved  denne  Udtrækningningsmetode, 
sk3'ldes  det  maaske,  at  der  altid  fordamper  lidt  Æter  ved  Ektraktionen,  og  at  dette 
river  nogen  Nikotin  med  sig  (jfr.  Punkt  2).  Chapin  (I.e.)  mener,  at  ved  lang  Tids 
Udtrækning  fjernes  det  meste  af  den  tilstedeværende  Ammoniak,  og  han  foreslaar 
derfor  at  udtrække  i  noget  længere  Tid.  De  Forsøg,  der  er  gjort  paa  at  fjerne 
Ammoniak  for  Udtrækningen  med  Æter,  er  alle  faldne  uheldige  ud.  Vedrodi  (I.e. 
Pag.  283)  beskriver  tre  Forsøg,  hvor  han  lader  Tobak  blandet  med  alkoholisk  Natrium- 
hydroxydopløsning  henstaa  i  længere  Tid  (2  og  3  Dage);  derved  finder  han  betydelig 
mindre  Nikotin  end  ved  Udtrækning  kort  efter  Blandingen. 

For  at  undgaa  at  faa  for  megen  Ammoniak  med,  hør  man  bruge  ren  Æter  (fri 
for  Vand  og  Vinaand). 

Jeg  har  forsøgt  at  paavise  Nikotin  i  Remanensen  efter  Udtrækning  med  Æter 
ved  at  destillere  den  halvfugtige  Masse  med  50  cm-"  Vand  og  1  g  Natriumhydroxyd. 
I  Destillatet  (ca.  100  cm')  kunde  paavises  et  Spor  af  Nikotin  med  Kisehvolframsyre. 
Selv  om  man  altsaa  ikke  faar  al  Nikotin  med  (se  Pag.  15),  saa  er  det  dog  saa  lidt, 
der  bliver  tilbage,  at  Metoden  ikke  kan  forkastes  af  den  Grund. 
Afdestillation  af  Æteren. 

Dette  er  en  af  Metodens  svage  Punkter.  Laiblin")  har  allerede  bemærket,  at 
Nikotin  er  flygtig  med  Æterdampe,  og  det  gentages  mange  Gange  senere  i  Litteraturen. 
Vedrodi-')  søger  i  sin  Kritik  af  Kisslings  Metode  at  faa  et  Skøn  over,  hvor  megen 
Nikotin  der  fordamper.  Han  blander  en  vandig  Nikotinoplosn.  af  kendt  Styrke  med 
Æter  og  afdamper  den  sidste  ved  lav  Temperatur.  Ved  Titrering  af  Inddampnings- 
resten  finder  han  altid  mindre  Nikotin  end  i  den  oprindelige  Opløsning.  K.^)  svarer 
hertil,  at  naar  Nikotinoplosn.  har  indeholdt  saa  meget  Vand,  er  et  Tab  af  Nikotin 
..nahezu  selbstverständlich -,  en  lidt  overlegen  Maade  at  tage  Sporgsmaalet  paa  uden 
at  løse  det.  Derimod  har  K.  sikkert  Ret  i,  at  dette  Indhold  af  Vand  hindrer  Ammo- 
niakken i  at  fordampe  fuldstændig. 

Senere  hævder  saavel  Bertrand  &  Javillier')  som  Chapin''),  at  der  fordamper 
Nikotin  med  Æteren.  B.  &  J.  angiver,  at  ved  Afdampning  af  100  cm''  Æter  tabes 
der  1—2  mg,  ved  stærk  Inddampning  ofte  mere.  Hvorledes  Nikotinmængden  er 
bestemt,  angives  ikke.  Chapin  mener  ligeledes,  at  der  tabes  Nikotin,  navnlig  hvis 
man  inddamper  stærkt,  selv  ved  lav  Temperatur.  Han  mener  dog,  at  Tabet  udjævnes 
ved,  at  andre  flygtige  Baser  ikke  fordamper  fuldstændig. 

Det  bliver  altsaa  af  Vigtighed  at  faa  oplyst: 


')  Zeitschrift  f.  analyt.  Ctiemie.    Bd.  32.    Pag.  284. 

'-')  Annalen  d    Chemie.    Bd.  196.    Pag.  130. 

')  Zeitschrift  f.  analyt.  Chemie.    Bd.  32.    Pag.  287. 

*)  Ibid.    Bd.  32.    Pag.  568. 

^)  Bull,  de  la  société  chimique  de  France.    4.  Série.    T.  15.    Pag.  342. 

'')  Se  senere. 
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1)  om  der  fordamper  Nikotin  ved  Atdestillation  af  Æteren  ved  lav  Temperatur, 

2)  om  al  Ammoniak,  der  ellers  senere  vil  titreres  som  Nikotin,  fjernes. 
Følgende  Forsøg  vil  besvare  de  lo  Spørgsmaal. 

25  g  tørret  Tobak  extraheredes  efter  Kissllng  med  Æter,  og  Æterudtrækket 
fyldtes  op  til  250  cm-'.     Udtrækket  behandledes  paa  tre  Maader: 

a)  50  cm'  udrystedes  med  1  "/o  Saltsyre  som  angivet  Pag.  16.  Nikotinen  bestemtes 
med  Kisehvolframsyre,  ved  Vejning  af  Glødningsresten. 

b)  Af  50  cm'  afdestilleredes  Æteren  forsigtig  paa  Vandbad,  saa  at  et  Termo- 
meter i  Æterdampen  viste  30° — 34°;  der  destilleredes,  indtil  Kolben  indeholdt  en 
tykflydende  grøn  Masse.  Denne  opløstes  i  Æter,  [Kolben  skylledes  to  Gange  efter 
med  Æter],  og  Æteren  udrystedes  derefter  som  før  med  fortyndet  Saltsyre. 

c)  100  cm-'  destilleredes  og  titreredes  ganske  som  angivet  af  Kissllng,  dog  brugtes 
Metylrødt  som  Indikator. 

Forsøgsresultaterne  var  følgende: 


a 

b 

c 

S1O2.I2WO3 
g 

Nikotin 
g 

sißi.nwo, 
g 

Nikotin 
g 

1 
Tab  i  mg 

Forbrug         g  Nikotin 
i  »1,0  .Syre       >  5  g  Syre 

Tab  i  mg 

0,5748 

0,0655 

0,5598 

0,0638 

1,7 

7,80  cm' 

0,0632 

2,8 

0,6398 

0,0789 

0,6043 

0,6206 

0,0689 
0,0717 

4,0 
1,2 

8,95  cm' 

0,0725 

0,4 

0,4875 

0,0536 

0,4731 
0,4541 

0,0539 
0,0618 

1,7 
3,8 

7,05  cm' 

0,0571 

--1,5 

0,4841 

0,05.=i2 

0,4378 

0,4457 

0,0499 
0,0507 

5,3 
4,5 

6,75  cm" 

Halvdt 
Destillatet 
Kiselwolfra 

0.4324  g 

12  WO^.SiOi 

0,0547 

;len  af 
fældet  med 
m  sy  re  gav 

0,0493  g 

Nikotin 

0,5 
5,9 

Tallene  viser,  at  ved  Afdestillation  af  Æteren  lides  et  Tab,  som  man  ikke  har 
Lov  til  at  se  bort  fra.  Naar  Bestemmelserne  efter  c  er  relativt  (for  3  endog  absolut) 
højere  end  i  b,  skyldes  det  sikkert,  at  der  af  de  forskellige  kvælstofholdige  Stoffer  i 
Inddampningsresten  fraspaltes  Ammoniak  (jvf.  V.  1.  c.  Pag.  292),  et  Spørgsmaal,  som 
jeg  skal  komme  tilbage  til  under  Omtalen  af  Vanddampdestillationen.  Det  andet 
Spørgsmaal,  om  al  den  i  Æteren  opløste  Ammoniak  fjernes  ved  forsigtig  Inddampning, 
maa  derimod  besvares  med  ja;  thi  naar  den  Rest,  der  blev  tilbage,  efter  at  Æteren 
var  afdestilleret,  blev  udtrukken  med  svag  Svovlsyre,  kunde  der  efter  Fældning  med 
Kiselwolframsyre  kun  paavises  Spor  af  Ammoniak  i  Svovlsyren  med  Nesslers  Reagens. 
Det  tredie  Punkt  var  Destillationen  med  Vanddamp.  Dette  er  vel  nok  den  van- 
skeligste Proces  at  foretage  ved  hele  Analysen  efter  K.'s  Metode.    Den  kræver  saavel 
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Øvelse  som  Erfaring.  Det  gælder  nemlig  her  om  at  faa  Nikotinen  destilleret  over 
saa  liurtig  som  muligt  uden  Spaltning.  Vædsken  i  Kolben  maa  derfor  holdes  ret 
koncentreret  under  hele  Destillationen.  Gasblussene  under  Destillationskolben  og 
under  Beholderen,  der  leverer  Vanddampen,  maa  derfor  stadig  reguleres.  Jeg  har 
foretaget  Destillationen  saaledes:  Destillationskolben  anbragtes  i  svag  skraa  Stilling 
paa  et  lille  Sandbad.  Gennem  Kolbens  dobbeltgennemborede  Prop  førtes  1)  et  Glas- 
ror, der  brugtes  til  Tilledning  af  Vanddampene;  dette  var  krummet  svagt  i  Spidsen, 
saa  dets  Krumning  fulgte  Kolbebundens  Runding,  2)  en  med  et  Liebig-Svalerør  for- 
bunden Draabefanger  for  at  hindre  den  alkaliske  Vædske  i  at  sprøjte  over  i  Destillatet. 
Forlagene  var  Erlenmeyerkolber,  hvori  Destillatet  kunde  titreres  direkte. 

Destillationskolben  indeholdt  Nikotinopløsningen,  der  var  gjort  svagt  alkalisk 
med  Natriumhydroxj'doplosning,  ialt  38—40  cni''  Vædske.  Denne  opvarmedes  først  til 
Kogning  og  holdtes  i  Kog  et  Par  Minutter,  derefter  tilledtes  fra  en  Kobberkedel  Vand- 
damp gennem  det  for  omtalte  Rør.  Destillationen  reguleredes  nu  saaledes,  at  den  i 
Kolben  værende  Vædskes  Rumfang  formindskedes  lidt  efter  lidt,  saa  at  der,  naar 
der  var  afdestilleret  30Ü  cm ',  kun  fandtes  10 — 15  cm ■■  i  Kolben.  I  de  fleste  Tilfælde 
var  der  efter  Afkøling  8 — 10  cm'  af  en  grønlig,  klæbrig  Masse  tilbage  i  Kolben.  Heri 
var  det  ikke  muligt  at  paavise  Nikotin  med  Kisehvolframsyre,  selv  efter  Udrystning 
med  Æter,  Fraskilning  af  Æterlaget  og  Udrystning  af  dette  med  fortyndet  Saltsyre. 
Dette  sidste  saltsure  Udtræk  gav  aldrig  Bundfald  med  Kisehvolframsyre;  i  Begyndelsen 
prøvede  jeg  efter  hver  Destillation,  senere  kun  af  og  til  for  at  være  sikker  paa,  at 
alt  var  gaaet  over. 

Destillationen  med  Vanddamp  er  ofte  kritiseret.  Skalweit  advarer  f.  Ex.  stærkt 
derimod,  idet  han  mener,  at  Destillatet  bliver  for  fortyndet,  desuden  skal  spændte 
Vanddampe  (paa  ca.  2  Atmosfærer)  spalte  Nikotin  i  to  StolTer,  hvoraf  det  ene  er 
Kulsyre,  det  andet  Ammoniak.  Kisslin(;  imødegaar  skarpt  denne  Antagelse  og  an- 
befaler at  destillere  med  Vanddamp;  i  en  senere  Afhandling')  undersøger  K.  Vand- 
dampdestillationen nøjere.  Han  forsøger  desuden  at  vise,  at  Nikotin  spaltes  i  ringe 
Grad  ved  Destillation  med  Vanddamp  og  i  meget  højere  Grad  ved  Destillation  med 
kone.  Alkalihydroxydoplosninger. 

De  to  Spørgsmaal,  jeg  har  undersøgt,  er  følgende: 

1)  Om  al  Nikotin  gaar  over  i  Destillatet  med  Vanddamp. 

2)  Om  Nikotin  ved  Destillation  med  Vanddamp  og  Alkalihydroxyd  spaltes  saa- 
ledes, at  der  dannes  andre  flygtige  Baser. 

For  at  prove  det  sidste  har  jeg  dels  som  K. -)  fremstillet  Platinkloriddobbelt- 
salte  af  Destillatet  og  bestemt  disses  Platinindhold,  dels  fældet  Destillatet  med 
Kisehvolframsyre  og  bestemt  Glødningsresten  af  det  tørrede  Salt. 

Følgende  Forsøg  viser  mine  Resultater: 

1.  2,1594  g  Nikotin  2HCI  (=  1,4893  g  Nikotin)  opløstes  i  40  cm'  Vand,  tilsattes  lOcm  ' 
NaOH  Opløsning  (10  "/o)  og  destilleredes  med  Vanddamp  til  500  cm-'  Destillat. 


'J  Se  Citaterne  Pag.  18  Note  2.  '^j  1.  c.  Note  3. 
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Til  to  Portioner  paa  50  cm ''  sattes  50  cm •■  1  "id  HCl  og   fældedes   med  Kiselwol- 
framsyre;  Resultatet  var 

a)  1,4650  g  Salt  (ved  120°)  =  0,1482  g  Nikotin 

b)  1,2965  g  Glødningsrest     =  0,1478  g         „ 

beregnet  0,1489  g         „ 


Til  to  Portioner  paa  50  cm''  sattes  2  cm-^  "/i  HCl,  inddampedes  paa  Vandbad  til 
Trediedelen  af  det  oprindelige  Rumfang  og  fældedes  med  Platinklorid  og  Vinaand. 
Bundfaldet  vaskedes  med  Alkohol,  tørredes  til  konstant  Vægt  paa  et  i  Vejeglas  vejet 
Filter.    Filter  og  Stof  glødedes  derefter  i  en  Porcellænsdigel. 

a)  Dobbeltsalt  0,4liy  g  Platin  0,1409  =  34,21  «/o 

b)  Dobbeltsalt  0,4241  g  Platin  0,1450  =  34,19  "/o 

beregnet  34,12  "I« 


50  cm"'  forbrugte  ved  Titrering  9,15  cm-'  "/lo  HgSOj  (Metylrodt  som  Indikator) 
=  0,1482  g  Nikotin 
beregnet  0,1489  g         „ 


Resultatet  af  Analysen  af  Platinkloriddobbeltsaltet  var  kun  meget  lidt  højere 
end  det  Pag.  4  nævnte,  saa  „Spaltningen"  har  kun  været  minimal.  K.  finder  et  lidt 
højere  Platinindhold  (34,69  "/u). 

2.  Hertil  benyttedes  en  Nikotinopløsning,  der  i  500  cm-'  indeholdt  5,8127  g 
Nikotin  2HCI  =  0,8018  "/o  i)  Nikotin. 

25  cm  '  heraf  destilleredes  med  fortyndet  NaüHAq,  ganske  som  K.  angiver.  Destil- 
latet var  ca.  500  cm';  af  den  sidste  Del  af  Destillatet  fældedes  5  cm-'  ikke  af  nogle 
Draaber  Kiselwolframsyreopl.  og  1  Draabe  fortyndet  Saltsyi'e.  Vædsken  forbrugte 
12,0  cnr'  "/lo  H.ßOj  =  0,1944  g  Nikotin  =  0,7776  W»  Nikotin. 

Til  Destillatet  sattes  10  cm'  (30  "'o)  Saltsyre,  derefter  inddampedes  paa  Vandbad 
til  500  cm-'.  (Maalt  i  Maalekolbe). 

a)  200  cm^  heraf  (=  10  cm'  Opløsn.)  fældedes  med  Kiselwolframsyre;  Bundfaldet 
tørredes,  glødedes  og  vejedes. 

Glødningsrest  0,6690  g  -=  0,07969  g  Nikotin 
fundet  før')  0,07988  g         „ 

b)  Resten  af  Destillatet  blev  fældet  med  Kiselwolframsyre,  Bundfaldet  udvaskedes 
og  tørredes  til  konstant  Vægt. 

Afvejet  0,8347  g  Salt.    Glødningsrest  0,7410  g  =  88,77  »'o 

beregnet  88,76  "/o 
Nikotin  gaar  altsaa  fuldstændig  over  uden  at  spaltes. 


')  10  cm'  af  Opløsn.  fortyndet  med  Vand,  fældet  Kiselwolframsyre  gav  0,7894  g  Salt  (tørret  ved  120°) 
svarende  til  0,o7ü88  g  Nikotin  =  0,7988  "(u. 
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For  at  undersøge  Fordelingen  af  Nikotinen  i  Destillaterne  destilleredes  50  cm^ 
af  den  fornævnte  Nikotin  2HCI  Oplosn.  efter  Tilsætning  af  NaHOAq  til  svag  alkalisk 
Reaktion.  Der  afdestilleredes  først  20  cnv',  derefter  tilledtes  Vanddamp.  Rumfanget 
af  Vædsken  i  Destillationskolben  var  nu  hele  Tiden  fra  15 — 20  cm-'.  De  forskellige 
Destillater  titreredes  med  "  u<HßO^.  Indtil  der  var  gaaet  250  cm-'  over,  titreredes  hver 
25  cm',  senere  (250—400)  hver  50  cm'. 

Efter  Destillationen  var  der  ca.  10  cm-'  tilbage  i  Kolben;  heri  kunde  der  ikke 
paavises  Nikotin  med  Kiselwolframsyre  efter  Tilsætning  af  fortyndet  Saltsyre. 

Forsøgsresultatet  var  følgende  : 
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cm* 
»ho  H^SO^ 

I 
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i  "/„., 

1 
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„ 
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„ 
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» 
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0,03 
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„ 

0,05 
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„ 

0,05 
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0,05 
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Diagram,  over  DesttUcUione-n  af 
J/'tkoUn.   nted  Uanddamp 


100  150  200  2V>  300  -JSO  cm 

Vadskemanqde  l  cm'. 


Dette  Forsøg  viser  altsaa,  at  det  kan  lade  sig  gøre  at  drive  næsten  al  Nikotin 
over  i  de  første  300  cm^  Destillat.  I  et  Par  andre  Forsøg,  jeg  har  gjort,  lykkedes 
det  mig  ikke  at  faa  al  Nikotin  over  for  i  350  cm  '  Destillat.  De  i  Tabellen  anførte 
Tal  gør  naturligvis  ikke  Fordring  paa  at  være  absolut  nøjagtige.  Det  er  altsaa  rig- 
tigt, som  K.  siger,  at  den  største  Del  af  Nikotinen  er  gaaet  over  i  de  forste  400  cm-' 
Destillat.  Derimod  vil  jeg  ikke  tilraade  at  titrere  hver  100  cm-'  Destillat  for  sig;  thi 
herved  adderer  man  i  det  mindste  lire  Titreringsfejl,  hvad  der,  navnlig  ved  alkaloid- 
fattigt Materiale,  ingenlunde  er  betydningsløst.  Jeg  har  derfor  altid  i  de  sidste  Forsøg 
afdestilleret  400  cm'  og  titreret,  dernæst  afdestilleret  100  cm'  til,  prøvet  en  lille  Del 
heraf  med  Kiselwolframsyre  paa  Nikotin,  og,  hvis  der  viste  sig  Reaktion,  titreret 
Resten.     Det  var  kun  undtagelsesvis  nødvendigt. 

For  nu  at  se  Forholdet  mellem  den  Nikotinmængde,  man  finder  ved  Titrering, 
og   det   virkelige  Nikotinindhold  i  Destillatet  af  Tobak,   er   dette   fældet    med    Kisel- 
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wolframsyre,  Bundfaldet  er  tørret,  glødet  og  vejet.  Tabel  I,  Bilag  III  viser  disse  Tal, 
og  man  ser  heraf,  at  Titreringerne  i  alt  væsentligt  er  for  høje,  og  at  de  ved  Vejning 
fundne  Resultater  er  oftest  lidt  lavere  end  de  ved  min  egen  Metode  fundne.  Dette 
sidste  skyldes  altsaa  det  Tab,  der  altid  lides  under  Processen  (jfr.  Pag.  20).  At  Titre- 
ringerne er  for  høje  skyldes  sikkert,  at  der  fraspaltes  flygtige  Baser  ved  Destillationen. 
Det  kan  efter  det  før  sagte  ikke  være  af  Nikotinen,  men  maa  derfor  sikkert  skyldes 
andre  i  Æter  opløselige  kvælstofholdige  Stoffer  fra  Tobakken.  Ser  man  paa  Resul- 
taterne med  Tobaksextrakterne  (Tabellen  Bilag  IV),  viser  det  sig,  at  Resultaterne  ved 
Titrering  og  Vejning  stemmer  godt  overens.  Her  kan  man  heller  ikke  vente,  at  der 
skal  gaa  saa  meget  kvælstofholdigt  Stof  i  Æteren.  Disse  Forsøg  viser  desuden,  at 
den  saa  frygtede  præformerede  Ammoniak  er  fjernet,  hvad  jeg  har  vist  Pag.  20. 

Analysen  af  Tobaksextrakter  er  foretaget  efter  den  Ændring  af  Kisslings  Metode, 
som  er  anerkendt  af  „Association  of  official  agriculture  chemists"  (U.  S.  Department 
of  agriculture.    Bureau  of  chemistry.    Bull.  107.    Rev.  1910).    Den  lyder  saaledes: 

5  à  6  g  Extrakt  (eller  20  g  fint  pulveriseret,  ved  60°  omhyggelig  tørret  Tobak) 
tilsættes  10  cm-'  vinaandig  Natriumhydroxydopl.  [(5  g  NdOH  l  (jo  cm'  Vinaand  +  40  cm'' 
Vand]  og  for  Extrakter  saa  meget  rent  Kalciumkarbonat,  at  der  dannes  en  fugtig, 
men  ikke  klumpet  Masse.  Denne  extraheres  i  3  Timer  med  Æter;  Æteren  afdampes 
ved  lav  Temperatur,  f.  Ex.  ved  at  holde  Kolben  over  et  Dampbad,  og  Resten  opløses 
i  50  cm  '  4  "/o  Natriumhydroxydopl.  Ved  Hjælp  af  Vand  skylles  alt  over  i  en  Kjel- 
dahl-Kolbe  paa  500  cm^  Anvend  et  tre  Gange  bøjet  Rør  til  Afledning  af  Destillatet, 
tilsæt  nogle  Stykker  Pimpsten  og  lidt  Parafin.  Afdestiller  med  Vanddamp  400—500  cm^; 
heri  gaar  alt  Nikotin  over,  naar  der  kun  bliver  ca.  15  cm^  tilbage  i  Kolben.  Titrer 
Destillatet  med  „standarded"  Svovlsyre,  Fenacetolin  eller  Koche nille  som  Indikator. 
Jeg  har  fulgt  Forskriften  i  et  og  alt,  kun  brugt  Metylrødt  som  Indikator. 


Skal  jeg  herefter  samle  min  Dom  over  Kisslings  Metode,  vil  den  i  Korthed 
lyde  saaledes: 

Metoden  er  ret  besværlig  og  kræver  en  Del  Øvelse,  men  har  man  det,  kan  der 
ogsaa  opnaas  Resultater,  der  stemmer  gensidig  overens. 

Extraktionen  med  Æter  er  for  Extrakters  Vedkommende  ret  besværlig. 

Afdestillationen  af  Æteren  medfører  altid,  selv  om  man  er  meget  forsigtig,  et 
Tab,  som  man  ikke  kan  se  bort  fra. 

Destillationen  med  Vanddamp  kræver  baade  Tid  og  Paapasselighed.  Ganske 
vist  gaar  al  Nikotin  over  uden  at  spaltes,  men  der  fraspaltes  flygtige  Baser  af  andre 
Bestanddele  (Klorofyl?),  særlig  naar  man  har  med  Tobak  at  gøre.  Titreringen  er 
ret  skarp,  naar  der  anvendes  en  passende  Indikator,  men  Nøjagtigheden  lider  under 
den  store  Fortynding. 

Kisslings  Metode  har  trods  sine  Mangler  hidtil  været  den  bedste  Metode.  Der 
har  ogsaa  været  Forslag  til  at  ændre  den,  saa  at  man  kan  undgaa  den  Fejl,  man 
begaar  ved  at  titrere  Nikotin  og  Ammoniak (V)  i  Destillatet  og  beregne  alt  som  Nikotin. 
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Principet  i  disse  Metoder  er  det  Forhold,  at  Nikotinsulfat  opløses  i  Alkohol, 
hvad  Ammoniumsulfat  ikke  gør,  samt  at  Nikotin  i  alkoholisk  Opløsning  er  uvirksomt 
overfor  visse  Indikatorer.  Allerede  Wittstein' ^)  benytter  dette.  Skalweit  ^)  viser  ved 
samme  Metode,  at  der  ikke  findes  Ammoniak  i  Nikotindestillatet. 

Pezzolata'^),  der  destillerer  Tobakken  med  MgO  og  Vand,  opsamler  Destillatet 
i  fortyndet  Svovlsyre  ("/m //jSO,).  Destillatet  inddampes  derefter  til  ca.  100  cm'  og 
titreres  tilbage  med  "iiiNo/ZO;  derefter  inddampes  til  Tørhed.  Inddampningsresten 
udtrækkes  med  98 — 99  "/o  Alkohol,  saa  hele  Vædskens  Rumfang  bliver  ca.  60  cm'',  og 
man  titrerer  tilbage  med  "/lo  vinaandig  Alkalihydroxydoplosning,  idet  der  samtidig 
tilsættes  Alkohol  (98 — 99  "/o).  Lakmus  anvendes  som  Indikator.  Herved  bestemmes 
Nikotinmængden;  men  da  der  ved  Inddampningen  dissocieres  en  Del  Ammonium- 
sulfat, idet  der  samtidig  dannes  fri  Svovlsyre,  findes  Nikotinmængden  for  høj.  For- 
fatteren indfører  en  Korrektion  herfor;  vil  man  undgaa  denne,  tilsætter  man  før 
Inddampningen  saa  meget  "  ti^  H^SO^,  at  de  neutrale  Sulfater  omdannes  til  de  sure; 
derefter  gaar  man  frem  som  før. 

Heut^)  ændrer  K.'s  Metode  efter  samme  Princip.  Destillatet,  der  udgør  400 
-  500  cm'',  titreres  med  "/iii//.,SO,  og  Rosolsyre  som  Indikator,  for  at  bestemme  Nikotin 
4"  Ammoniak,  og  der  tilsættes  derefter  en  passende  Mængde  "  ki/Z^SO,  for  at  omdanne 
de  neutrale  Salte  til  sure.  Vædsken  inddampes  paa  Vandbad  til  Tørhed  ;  til  Inddamp- 
ningsresten sættes  saa  meget  alkoholisk  "licNaOH,  der  skal  til  for  at  neutralisere 
Syreoverskudet,  og  derefter  100  cm''  absolut  Alkohol,  saa  man  tilsidst  faar  en  Opløs- 
ning, der  indeholder  96  —  97  "/o  Alkohol.  Opløsningen  filtreres  ned  i  en  Porcelænsskaal 
og  titreres  med  alkoh.  "/i»  NaOH  og  Rosolsyre  til  Rødfarvning. 

Nu  virker  Nikotin  ikke  paa  Rosolsyre  eller  Lakmus  i  alkoholisk  Oplosning, 
saa  ved  at  multiplicere  den  anvendte  Mængde  "/lo  NaOH  med  0,01C2  faas  Nikotin- 
mængden. 

Jeg  har  kun  gjort  et  Par  enkelte  Forsøg  med  denne  Metode,  som  jeg  ansaa  for 
usikker,  da  man  skal  inddampe  saa  store  Mængder  Destillat.  Desuden  er  Rosolsyre 
en  daarlig  Indikator  for  Nikotin  (Pag.  11). 

20  cm-'  Nikotinopløsning  forbrugte  10,00  cm-' "/ m //^SOj  =  0,1717  g  Nikotin. 

1)  20  cm'  Nikotinopl. -f    0,5  cm'   Ammoniakvand   forbrugte    14,5  cm-'  "ho  H^SO^; 
derefter   tilsattes  10,5  cm-'  "/lo //.^SO^,  Opløsningen   inddampedes   og   behand- 
ledes som  angivet  ovenfor. 
Til  Tilbagetitrering  brugtes  24,80  cm-'  "/in  NaHO  (i  Vinaaud);  heraf  er  14,50  cm-' 
medgaaet  til  Overskud  af  Syren. 

Rest  10,30  cm-',  svarer  til  0,1667  g  Nikotin. 


')  Vierteljahrsschiift  f.  prakt.  Pharmacie.    Bd.  XI.    Pag.  351. 
2)  Zeitschrift  f.  analyt.  Chemie.    Bd.  20.    Pag.  567. 
ä)  Zeitschrift  f.  analyt.  Chemie.    Bd.  31.    Pag.  348. 
*)  Archiv  d.  Pharmacie.    Bd.  231.    Pag.  660. 

I).  K.  D.  Vidensk.  Selsk.  Skr.niiturvidensU   i>g  iii:itheni.  Afd  .8.  li.-ïkke    12.  11 
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2)  Ganske  som  IV)i\ 

Forbrugt  14,4  cm'  "Iw  H,SO^;  derefter  tilsat  14,6  cm'  "Uo  HßO^. 

Til  Tilbagetitrering  brugt  24,80  cm'  "ii»  NaHO;  heraf  14,60  til  Mætning  af  Syre- 
overskud.    Rest  10,20  cm^ 

10,20  cm-'  svarer  til  0,1652  g  Nikotin. 


De  fundne  Tal  er  lidt  for  lave  og  Metoden  altfor  besværlig  til  Brug  i  l^raxis. 
Heut  angiver,  at  Forsøg  paa  direkte  Destillation  af  Tobak  efter  Pezzolata  gav 
saa  daarlige  Resultater,  at  han  straks  opgav  denne  Metode. 


Bertrand  og  Javilliers  Metode. 

Denne  Metode  er  den  første,  der  grunder  sig  paa  Anvendelse  af  Kiselwolfram- 
syre  som  Reagens.    Metoden  findes  beskrevet  i  to  Afhandlinger'). 

Den  første  indeholder  en  Kritik  at  den  gamle  Schloesings  Metode,  og  heri  gøres 
meget  rigtig  opmærksom  paa,  at  der  fordamper  Nikotin  med  Æteren  ved  Afdamp- 
ning af  denne.  Forfatterne  bestemmer  derefter  Sammensætningen  af  Nikotinsiliko- 
wolframat  (se  Pag.  6)  og  slutter  med  at  offentliggøre  en  Metode  til  Bestemmelse  af 
Nikotin  i  Tobak.    De  Processer,  Tobakken  maa  underkastes,  er  følgende: 

1)  Extraktion  af  Alkaloidet. 

10  g  Tobakspulver  udkoges  med  100  cnr'  Saltsyre  (0,-5  "/o)  i  15—20  Minutter,  der- 
efter centrifugeres,  filtreres  og  udtra^kkes  paany.  Naar  man  i  alt  har  udtrukket  fire 
Gange,  kan  man  gaa  ud  fra,  at  al  Nikotin  er  udtrukket.  Man  bør  iøvrigt  prøve 
hvert  Udtræk,  om  det  fældes  af  Kiselwolframsyre. 

2)  Fældning  af  Alkaloidet. 

I  den  sure  Vædske  fældes  Alkaloidet  med  en  10— 20  "lo -holdig  Opløsning  af 
Kiselwolframsyre  (eller  Kaliumsaltet  heraf).  Blandingen  henstilles  i  24 — 48  Timer, 
Bundfaldet  centrifugeres  eller  filtreres  fra,  udvaskes  ved  Centrifugering  med  0,-5  "/o 
Saltsyre,  tilsat  lidt  Kiselwolframsyre. 

3.  Sønderdeling  af  Saltet. 

I  en  Kolbe  paa  125  cm\  forsynet  med  en  lang  Hals,  dekomponeres  Saltet  med 
en  passende  Mænigde  Magniumilte  og  Vand,  og  Nikotinen  afdestilleres.  For  at  lette 
Destillationen  tilledes  Vanddamp.  Man  maa  ved  to  eller  tre  Udvidelser  paa  Kolbe- 
halsen sørge  for  at  hindre  Vædsken  i  at  stige  over  og  holde  Skummet  tilbage  i  Kolben. 
Destilleret  saaledes  gaar  Nikotin  hurtig  over;  100  cni''  Vand  er  oftest  nok  til  at  rive 
100—200  mg  Alkaloid  med. 

4.  Titreringen  sker  med  Svovlsyre,  der  indeholder  3,024  g  H2S0^  i  een  Liter 
(1  cra^  ^  10  mg  Nikotin).    Indikatoren  er  Alizarinsulfonsyre. 


')  Bulletin   de   la   société   chimique   de  France.    4.  Série.    Tome  5.    Pag.  241.       Annales   de   chimie 
analyt.  appliqué     Tome  16.    Pag.  251. 
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Forfatterne  tilføjer  desuden,  at  Metoden  er  kontrolleret  med  rent  Nikotintartrat 
og  herved  er  fundet  98,ô  "  n — 100  " n  af  den  beregnede  Mængde.  Der  er  desuden  gjort 
Forsog  med  Tobaksblade,  dels  ublandede,  dels  blandede  med  Nikotintartrat;  i  sidste 
Tilfælde  fandtes  den  beregnede  Mængde  Nikotin  mere  end  i  første. 

Man  kan  desuden  erstatte  denne  lidt  besværlige  Extraktionsmetode  med  en 
mere  enkelt.  12  g  Tobak  udkoges  i  en  Kolbe  med  Tilbageløbskoler  med  300  cm' 
Saltsyre  (0,5  "/o)  i  en  halv  Time.  250  cm''  af  Filtratet  (=  10  g  Tobak)  fældes  og 
behandles  ganske  som  før. 

Destillatet  kan  efter  Titreringen  fældes  med  Kiselwolframsyre,  Bundfaldet  ud- 
vaskes, tørres,  glødes  og  vejes.  Vægten  multipliceret  med  0,113'J ')  giver  hidholdet 
af  Nikotin. 

Den  anden  af  de  to  Afhandlinger  er  ca.  3  Aar  senere.  I  den  gentages  alt  fra  den 
første,  men  mere  kortfattet.  Desuden  omtales  Metodens  Anvendelse  paa  Tobaks- 
extrakter.  Her  anvendes  ô  g  PZxtrakt  fortyndet  med  100  cnv'  Vand  og  tilsat  1  cnr' 
10  "/o  Saltsyre.  Desuden  angives  en  polarimetrisk  Bestemmelsesmaade  til  at  kunne 
bestemme  Nikotin  ved  Tilstedeværelse  af  Pyridin.     Denne  skal  jeg  omtale  senere. 

Jeg  har  prøvet  Metoden  igennem  og  fundet,  at  den  baade  er  besværlig  og 
beheftet  med  principielle  Fejl. 

Jeg  skal  gennemgaa  Metoden  Punkt  for  Punkt,  ganske  som  de  to  Forfattere. 

1.  Udtrækningen  af  Alkaloidet. 

De  her  anførte  Ræsonnementer  er  sikkert  alle  rigtige.  Jeg  har  ikke  gjort 
sammenlignende  Bestemmelser,  men  altid  brugt  12  g  Tobak,  der  behandledes  som 
angivet  ovenfor. 

2.  Fældning  af  Alkaloidet. 

Alkaloidet  fældes  direkte  i  sur  Vædske  med  Kiselwolframsyre.  E:n  Rensning 
af  Udtrækket,  f.  Eks.  med  Blyacetat,  vil  medføre  et  Tab  af  Alkaloid  og  er  desuden 
ret  besværlig,  hvad  B.  &  J.  ogsaa  udtrykkelig  gør  opmærksom  paa.  Bundfaldet  inde- 
holder kisehvolframsure  Salte  af  Nikotin,  samt  Forbindelser  af  Kiselvvoll'ramsyre  med 
Proteinstofferne  og  disses  Nedbrydningsprodukter.  Dette  Bundfald  er  meget  vanske- 
ligt at  liltrere,  selv  efter  et  Døgns  Henstand;  Centrifugeringen  letter  vel  Arbejdet 
noget,  men  Udvaskningen  er  dog  vanskelig. 

3.  Sønderdelingen  af  Saltet  er  dog  det  Punkt,  der  giver  Anledning  til  at  for- 
kaste Metoden.  For  det  første  er  Destillationen  meget  vanskelig  at  regulere.  Man 
kan  paa  Grund  af  Vædskens  meget  stærke  Skumning  ikke  destillere  i  en  125  cm"s 
Kolbe,  men  maa,  som  ved  Kisslings  Metode,  bruge  en  500  cm"s  Kolbe.  Det  er  dog 
det  mindste;  værre  er  det,  at  den  grødagtige  Masse,  der  bliver  tilbage  i  Kolben, 
sprøjter  omkring,  saa  den  ikke  kommer  helt  i  Berøring  med  Vanddampstrommen. 
Ved  at  lade  Kolben  blive  halvkold  hver  Gang,  der  er  gaaet  ca.  100  cnv'  Vand  over, 
og  ved  med  en  Sprøjteflaske  at  sprøjte  Massen  ned  fra  Siderne,  lykkes  det  saa  nogen- 
lunde  at    faa   al   Nikotin    over  i    ca.  400  cm\    men    heller  ikke    i   mindre.     Navnlig 


';  Chapin  angiver  i  sin  Afliandling  O.iuo;  det  samme  Tal  tiar  jeg  fundet  ved  l^eregningen  (se  Pag.7j. 

U* 
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volder  Extrakterne  her  Vanskeligheder,  særlig  hvis  man  har  taget  rigeligt  i  Arbejde. 
Ved  Destillationen  med  MgO  og  Vand  skulde  Æggehvidestoffer  o.  Ign.  ikke  fraspalte 
Ammoniak,  men  det  sker  alligevel  i  ret  hoj  Grad  ')■  Sammenlignes  Prøverne  D,  E  og  T 
i  Tabel  I  (Bilag  III),  ser  man,  at  Forskellen  mellem  de  Tal,  der  findes  ved  Titrering, 
og  dem,  der  findes  ved  Vejning,  ofte  er  ret  stor.  Se  navnlig  Forsøg  Du;  dette  er 
ganske  vist  et  særlig  grelt  Tilfælde,  men  man  er  altsaa  ikke  sikker.  Tobaksextrak- 
terne  gaar  det  ikke  bedre  med.  Jeg  har  faaet  flere  Resultater  ved  at  analysere  en 
Extraktprøve,  og  alle  var  de  lavere  end  ved  min  egen  Metode.  Jeg  nævner  her  det, 
der  gav  det  bedste  Resultat. 

Tobaksextrakt  III   (6,30— 6,38  »/o  Nikotin). 

Afvejet  Forbrugt 

1.  2,380  g         9,10  cm-'  "/lo //jSO,  =  6,19  "/o  Nikotin 

2.  1,996  g         7,60  cm^  »/lo  H,ßO^  =  6,15  »/o 
Ved  2.  fældedes  Destillatet  med  Kiselwolframsyre  o.  s.  v. 

Resultatet  var  0,9906  g.     Glødningsrest  =  5,67  "/o  Nikotin. 

Efter  disse  Forsøg  tror  jeg  at  turde  sige,  at  Metoden  har  saa  mange  Fejlkilder, 
at  den  ikke  bor  benyttes  i  Praxis.  B.  og  J.  angiver  i  de  sidste  Linjer  af  den  sidste 
Afhandling,  at  hvis  man  sammenligner  Resultaterne  ved  Titrering  og  ved  Vejning, 
faar  man  en  ringe  Forskel,  som  dog  uden  Tvivl  kan  føres  tilbage  til,  at  Nikotin  ikke 
er  det  eneste  Alkaloid,  selv  om  det  er  det  vigtigste,  i  Tobaksextrakterne.  Da  der 
ikke  er  opgivet  Analyseresultater,  kan  man  ikke  se,  hvor  store  disse  „smaa  Diffe- 
renser" er. 


Petroleumsætermetoden. 

(Kellers  og  Toths  Metoder.) 
(Ber.  d.  Deutsch,  pharm.  Gesellschaft.    1907.    Pag.  145.) 

Keller  omtaler  først  Kisslings  Metode  og  Kissling-Heuts  Metode  (Pag.  25)  til 
at  adskille  Nikotin  fra  Ammoniak.  Der  angives,  at  DitTerenserne  mellem  Kisslings 
og  Kissling-Heuts  Metode  er  saa  ringe,  at  den  ingen  Rolle  spiller  i  Praxis.  Keller 
.mener,  at  dette  er  tvivlsomt,  da  al  Tobak  indeholder  mere  eller  mindre  Ammoniak. 

Han  foreslaar  derefter  følgende  Metode  til  at  bestemme  Nikotin  paa. 

Tobakken  pulveriseres  og  tørres  i  „Kalkkiste"  i  12 — 24  Timer  i  Stedet  for  at 
tørres  ved  60°.    Bestemmelsen  udføres  derefter  saaledes  : 

6  g.  tørret  Tobak  overhældes  i  en  Flaske  med  60  g  Æter  og  60  g  Petroleums- 
æter, og  der  tilsættes  10  cm-' 20  "/o  Kaliumhydroxydopl.,  og  Blandingen  rystes  kraftig 
og  vedvarende.  Omrystningen  gentages  ofte  i  en  halv  Time;  derefter  henstilles  Blan- 
dingen rolig  i  3—4  Timer.    Man  filtrerer  saa  100  g  af  den  æteriske  Oplosning  gennem 


')  CiiAFiN  (1.  C.)  fremsætter  den  samme  Paastand  som  jeg,  men  har  ikke  offentliggjort  noget  Bevis- 
materiale. 


29  79 

et  lille  Foldefilter  (ca.  10  cm-'  i  Diameter)  i  en  tildækket  Tragt.  Man  maa  vogte  sig 
for  at  ryste  Tobakken  op,  saa  at  smaa  Partikler  af  den  gaar  med  gennem  Filtret. 
Jo  klarere  Opløsningen  er,  des  bedre  lykkes  de  folgende  Operationer. 

For  at  fjerne  Ammoniak  blæses  en  Luftstrøm  gennem  Vædsken.  Dette  sker 
let  med  en  Blæsebold  ')  og  et  Glasror,  der  er  trukket  ud  til  en  ikke  altfor  fin  Spids. 
Man  kan  f.  Ex.  anvende  en  lille  Pipette.  Efter  eet,  højst  halvandet.  Minut  er  al 
Ammoniak  borte;  herved  fordampes  der  8 — 10  g  Æter.  For  at  titrere  Vædskens 
Nikotinindhold  tilsættes  10  cm-'  Alkohol,  10  cm'  Vand  og  1  Draabe  1  "'o  Jodeosin- 
opløsning;  Flasken  tilproppes  og  rystes  kraftig.  Nikotin  og  .lodeosin  gaar  over  i 
Vandet  og  farver  dette  rødt.  Derefter  tilsættes  "ImHCl  (1  cm'  ad  Gangen),  til  den 
røde  Farve  er  forsvunden,  og  derefter  "hi>  Ammoniak,  til  Væsken  bliver  let  rosafarvet. 
Ved  Multiplikation  af  det  forbrugte  Antal  cm-'  "/lo  HCl  med  0,ooi(i2  og  derefter  med 
20  faas  Nikotinindholdet  i  "/u. 

Tilsætningen  af  Alkohol  bevirker  to  Ting:  For  det  første  letter  den  Blandingen 
af  Vædskerne  og  dermed  Nikotinens  Overgang  i  den  vandige  Vædske.  For  det  andet 
hindrer  den  Udskillelsen  af  fint  fordelt  .lodeosin,  hvad  der  ofte  sker,  naar  man  titrerer 
uden  Alkohol;  dette  P'orhold  kan  let  give  Anledning  til  Fejltagelser. 

Hefelmann")  udtrækker  med  Natriumhydroxydopløsning  og  Æter  (20  g  Tobak 
-|-  20  cm'  vinaandig  Na0H-O\)\øs.  (6  "h)  -j-  200  cm-'  Æter).  Ved  grove  Bestemmelser 
afpipetteres  50  cm ''  af  det  klare  Æterlag  i  en  Porcelænsskaal,  Æteren  fordampes  ved 
en  stærk  Luftstrøm  under  Aftra'k.  Herved  fordamper,  som  Schlösin« ')  har  paavist, 
al  Ammoniak,  men  ingen  Nikotin.  Den  tilbageblevne  grønlige,  klæbrige  „Fedt-  og 
Harpixmasse"  opløses  i  10  cm'  neutral  Alkohol,  der  tilsættes  50  cnr'  Vand  og  titreres 
med  "/lo  H^SO^  (Kochinelle  eller  1  "'o  vinaandig  Hæmatoxylenopl.  som  Indikator). 

Til  nøjagtigere  Bestemmelser  afdestilleres  Æteren  paa  Vandbad,  og  Inddamp- 
ningsresten  behandles  efter  Kissling. 

Metoden  er  offentliggjort  umiddelbart  efter  Kellers  Metode  for  al  vise,  at  denne 
ikke  er  ny  i  sit  Princip.  H.  bemærker  desuden,  at  Extraktionen  med  Æter  i  et 
Soxleth's  Apparat  er  besværlig,  og  Nytten  deraf  er  ikke  saa  stor,  som  man  har  ment, 
det  samme  Besultat,  som  jeg  er   kommen  til  (Pag.  15). 

H.'s  Metode  til  direkte  at  titrere  Nikotin  lader  sig  ikke  praktisere,  dertil  er 
Udtrækket  altfor  farvet.     Jeg  har  derfor  ikke  undersøgt  Metoden  nærmere. 

Keller  har  ikke  forsøgt  at  gøre  sammenlignende  Bestemmelser  efter  sin  og 
andre  Metoder,  men  indskrænker  sig  til  at  vise,  at  Nikotin  gaar  fuldstændig  over 
fra  stærk  alkalisk  Opløsning  til  Æter-Petroleunisæterbl  an  dingen,  og  at  der  intet 
Alkali  gaar  med  heri.  Desuden  er  det  med  Petroleumsæter  fremstillede  Udtræk  lettere 
at  behandle,  da  det  er  svagere  farvet  end  det,  der  er  fremstillet  med  Æter  alene. 

Kellers  Metode  imødegaas  især  af  Toth '),  der  kritiserer  følgende  Punkter: 


')  Jeg  har  brugt  en  almindelig  Vandstraaleblæser. 
•-)  Pliarm.  Centralhalle  1898.    Pag.  523. 
■')  Archiv  d.  Pharmacie.     101.    Pag.  312. 
*)  Chem.  Zeitung.    1901.    Pag.  610. 
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1)  Ammoniak  fjernes  ikke  fuldstændig,  thi  Æterdampene  reagerer  ikke  alkalisk. 
T.  har  gjort  Forsøg  med  at  titrere  en  Portion  før  Gennemluftningen  og  en  lignende 
lige  efter.     Differensen  mellem  det  forbrugte  Antal  cm''  "'m  Syre  var  0,1 

2)  Metodens  Hovedfejl  er  dog 

a)  at  der  holdes  Nikotin  tilbage  af  den  alkaliske  Blanding, 

b)  at  der  fordamper  Nikotin  ved  Gennemluftningen.  Det  maa  desuden  bemærkes, 
at  det  er  uheldigt  at  filtrere  æteriske  Nikotinopløsninger;  herved  kan  der  let 
tabes  noget  ved  Fordampning. 

ToTH  støtter  ikke  disse  Paastande  paa  noget  Bevis.  Derimod  angiver  han  en 
anden  Metode,  der  lyder  saaledes:  Til  den  pulveriserede  Tobak  sættes  i  en  Porcelæns- 
skaal,  der  rummer  200— 300  cm'\  først  10  cm'  Natriumhydroxydopl.  (20"»),  og  der- 
efter tilføjes  lidt  efter  lidt  saa  meget  brændt  Gibs,  at  det  hele  falder  hen  til  et  Pulver, 
naar  det  trykkes  med  Pestillen.  Skaalen  „skylles"  efter  med  Gibs,  og  Pulveret  ud- 
trækkes med  50  cm^  Æter  +  50  cm-'  Petroleumsæter  i  en  Cylinder  (25  cm  hoj),  lukket 
med  en  tæt  Prop.  Blandingen  rystes  mindst  50  Gange;  dernæst  afmaales  25  cm"', 
hvortil  der  sættes  40—50  cm''  Vand  og  titreres  med  «/lo  Z/^SO^;  eventuelt  Overskud  af 
Syre  titreres  tilbage  med  "!ni  NaOH.  Som  Indikator  bruges  Jodeosin,  der  efter  For- 
fatterens Mening  er  den  eneste,  der  egner  sig  til  Nikotin. 

T.  støtter  Metodens  Brugbarhed  paa  to  F'orsøg.  I  det  ene  udrives  Nikotin  med 
Natriumhydroxydopl.  og  Gibs  og  behandles  ellers  efter  Metoden.  Derved  findes  96,3  "/o, 
beregnet  96,8  "/»  Nikotin.  Blandingen  med  Gibs  har  desuden  den  Fordel,  at  herved 
holdes  den  største  Mængde  Ammoniak  tilbage.  Ved  Forsøg  med  rene  Ammoniak- 
opløsninger, behandlede  som  før,  viste  det  sig,  at  Gibsmassen  optog  98,5  "lo  af  den 
tilsatte  Ammoniak.  For  at  bestemme  Ammoniak  ved  Siden  af  Nikotin  lader  T.  den 
æteriske  Oplosning  bortdanipe  frivillig  i  en  flad  Skaal,  idet  der  samtidig  tilsættes 
Syre.  Ammoniakmænigden  bestemmes  kolorimetrisk  med  Nesslers  Reagens.  Den 
største  Mængde  Ammoniak,  der  fandtes,  var  0,5  mg,  oftest  mindre. 

Pontag')  bestemmer  Nikotin  efter  Kellers  Metode  og  finder,  at  Resultater,  fundne 
ved  denne  Metode,  stemmer  godt  overens  med  Kisslings  Metode.  Ved  Toths  Metode 
(Foth)  findes  betydelig  mindre  Nikotin  end  ved  Kellers  eller  Kisslings  Metoder. 

ToTH-)  bemærker  senere  hertil,  at  hans  Metodes  Resultater  stemmer  godt  med 
Kisslings,  og  offentliggør  en  Række  paa  seks  Analyser,  der  stemmer  godt  overens 
med  de  Tal,  der  er  fundne  efter  Kisslings  Metode. 

Jeg  har  søgt  at  klare  disse  Stridsspørgsmaal,  der  altsaa  i  det  væsentlige  er 
følgende: 

1)  Udtrækkes  Nikotin  fuldstændig  efter  Kellers  eller  Toths  Metode? 

2)  Kan  man  fjerne  al  Ammoniak  paa  den  af  Keller  angivne  Metode  (Gennem- 
luftning),  uden  at  der  herved  tabes  Nikotin? 

3)  Fjernes  Ammoniak  nogenlunde  fuldstændig  efter  Toths  Metode? 


')  Zeitschrift  f.  Untersuch,  d.  Nahrungs-  und  Genussmittel.    Bd.  6.    Pag.  677. 
•-)  Ibid.    Bd.  7.    Pag.  151. 
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Det  første  Spørgsmaal  er  allerede  besvaret  Pag.  15  til  absolut  Fordel  for  Kellers 
Metode.  Tabellen  Bilag  IV,  der  indeholder  Analyser  af  Extrakterne,  viser  ogsaa,  at 
her  er  Udtrækningen  efter  Toths  Metode  ret  mangelfuld'). 

For  at  klare  det  andet  Spørgsmaal  har  jeg  g,)ort  følgende  Forsøg. 

Til  24  g  Tobak  sattes  40  cm  '  Kaliumhydroxydopløsn.  (20  "/o),  240  g  Æter  og  240  g 
Petroleumsæter;  efter  Henstand  filtreredes  4  Gange  100  g  heraf.  I  to  af  disse  Prøver- 
bestemtes  Nikotin  før  Gennemluftning  dels  ved  direkte  Titrering  efter  Keller,  dels 
ved  Udrystning  og  Fældning  med  Kiselwolfrarasyre  (se  Pag.  14).  Paa  samme  Maade 
er  Nikotin  bestemt  i  de  to  andre  Portioner  efter  Gennemluftning  i  2  Minutter.  Gennem- 
luftningen  foretoges  i  en  F"laske,  og  Dampene  viste,  prøvet  med  et  Stykke  fugtet, 
rødt  Lakmuspapir,  der  holdtes  over  Flaskens  Munding,  i  mere  end  det  første  Minut 
tydelig  alkalisk  Reaktion  og  i  den  sidste  Halvdel  af  det  andet  Minut  endnu  en  svag 
alkalisk  Reaktion. 

Til  Sammenligning  har  jeg  prøvet  rene  Nikotinsaltopløsninger  paa  lignende 
Maade.  Til  en  afvejet  Mængde  Nikotinklorliydrat  sattes  20  cm'  Kaliumhydroxydopl. 
(20  "/o),  100  cm-'  Æter  og  100  cm'  Petroleumsæter;  efter  Omrystning  og  4  Timers 
Henstand  bestemtes  Nikotin  ganske  som  før  i  50  cm^  Vædske.  Til  Vejningsbestem- 
melse  før  Gennemluftning  inugtes  dog  kun  25  cm-\     Resultatet  var  folgende: 

Tobak. 


Titrering 

Vejning 

Nikotin 

Forbrugt            Nikotin 
cm»  n|io  HCl              g 

Salt  ved  120°     SiOi.nWO:i 
g                           g 

g 

Ikke  fjennemluftet 
Gennemluftet 

8,95 

8,25 

0,1448 
0,1337 

1,2633 

1,2202 

i 

O,!!-!« 

0,1233 

Ikke  gennemluftet 
Gennemluftet 

4,55 

2,10 

0,0737 
0,0340 

0,2.571 
■        0,25:5 

t          0,0293 

0,02S8 

Nikotin. 


Titrering 

Vejning 

Beregnet 

Afvejet 

Forbrugt           Nikotin 
cm'  »lio  HCl              g 

Si  Oi.  12  WO3 
g 

Nikotin 
g 

Nikotin 
g 

0,6603  g 

Nik.  2HCI 
0,5g(NHihSO, 

Ikke  gennemluftet 
Gennemluftet 

i 

7,95              !            0,1288 
7,15                          0,1158 

0,U)24                       0,0561 
0,9776            1            0,1114 

0»H38 

0,6693  g 

Nik.  2HCI 

Ikke  gennemluftet 
Gennemluftet 

7,70                          0,1247 
7,75                          0,1255 

0,5042 

1,0018 

0,0575 
0,1142 

0,1154 

')  Senere  fremhæver  Stutzer  og  Gey   (Biochem.  Zeitsclir.    Bd.  56.   Pag.  22ü|,   at  for  at  faa  Nikotin 
udrystet  fuldstændig  maa  rystes  i  Rysteapparat  i  flere  Timer. 
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Resultatet  er  allsaa,  at  der  vel  tabes  en  ringe  Mængde  Nikotin,  men  saa  lidt, 
at  dette  ikke  kan  gøre  noget  ved  Titreringen. 

Lod  man  50cm'Udtræk  af  Tobak,  fremstillet  efter  Keller  medÆterog  Petroleums- 
æter og  derefter  gennemluflet,  fordampe  forsigtig  under  en  Glasklokke,  idet  der  sættes 
lidt  1  ";o  Saltsyre  til  Æterblandingen,  gav  det  saltsure  Filtrat  fra  det  ved  Fordampning 
"udskilte  Harpix  etc.  kun  en  svag  Reaktion  paa  Ammoniak  med  Kesslers  Reagens. 

Det  værste  ved  Kellers  Metode  er,  at  det  Udtræk,  der  skal  titreres,  er  saa  stærkt 
farvet,  at  Overgangen  bliver  usikker;  desuden  maa  det  bemærkes,  at  naar  man  titrerer 
med  saa  meget  Æter  og  saa  lidt  Vædske,  bliver  Titreringen  for  boj  (se  Pag.  11  og 
Tabellen  ovenfor). 

Om  Bestemmelserne  af  Extrakter  gælder  ogsaa  det  samme.  Her,  hvor  det  drejer 
sig  om  ret  store  Mængder  Ammoniak,  er  det  vanskeligt  at  fjerne  denne  helt.  Resul- 
taterne bliver  ogsaa  her  for  høje  (Tabellen  Bilag  IV). 

Toths  Metode  lider,  som  allerede  sagt,  af  den  Fejl,  at  man  faar  for  lidt  Nikotin 
med;  en  Del  absorberes  sikkert  af  (iibsmassen.  Toth  meddeler  desuden,  at  den 
største  Mængde  Ammoniak  holdes  tilbage  af  Gibsmassen.  Naar  ban,  som  nævnt 
Pag.  30,  angiver,  at  der  højst  kan  gaa  0,5  mg  Ammoniak  med,  maa  man  huske  paa, 
at  det  ved  Titrering  svarer  til  ca.  5  mg  Nikotin.  Da  T.  nu  tager  6  g  Tobak  i  Arbejde 
og  afpipetterer  25  cm'  Æter-Petroleunisoplosn.  (svarende  til  1'/j  g  Tobak),  bliver  Fejlen 
højst  ca.  0,3  "/()  af  Tobakkens  Vægt,  men  det  er  ogsaa  en  ganske  antagelig  Fejl,  særlig 
paa  alkaloidfattige  Tobakssorter. 

Jeg  har  gjort  følgende  Forsøg  med  Toths  Metode  : 

Til  16  g  Tobak  sattes  20  cm' Natriumhydroxydoplosn.  og  derefter  Gibs;  den  halv- 
tørre Blanding  behandledes  med  100  cm-'  Æter  og  100  cm^  Petroleumsæter.  Efter 
Rystning  og  Henstand  afpipetteredes  3  x  25  cm\ 

a)  25  cm''  titreredes  direkte  i  100  cm'  Vand  med  "IwHCl  og  Jodeosin  som 
Indikator. 

b)  25  cm  '  udrystedes  med  1  ";o  Saltsyre,  og  Nikotin  bestemtes  paa  sædvanlig 
Maade  med  Kiselwolframsyre. 

c)  25  cnv'  afmaaltes  i  en  Drechsels  Vaskeflaske,  der  forbandtes  med  en  anden 
Vaskeflaske  med  25  cm-'  fortyndet  Svovlsyre.  Der  blæstes  en  kraftig  Luftstrøm 
gennem  begge  Flasker  i  1' -^  Minut.  Vædsken  i  den  første  Vaskeflaske  titreredes 
som  angivet  under  a).  Syren  i  den  anden  Vaskeflaske  gav  altid  Reaktion  paa 
Ammoniak  med  Nesslers  Reagens. 


a 

b 

C 

«ho  HCl 

Nikotin 

SiOä.  12  WOd 

Nikotin 

«do  HCl 

Nikotin 

cm" 

g 

g 

ë 

cm* 

g 

Tobak  +  0,5  NHtCl 

0,90 

0,0146 

0,0950 

0,0108 

0,70 

0,0113 

Tobak  alene 

1,85 

0,0300 

0,2627 

0,0299 

1,75 

0,0283 

1,95 

0,0316 

0,2776 

0,0316 

1,85 

0,0300 

»          " 
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Forsøgene  viser  saaledes  ret  tydelig,  at  man  end  ikke  kan  fjerne  den  Mængde 
Ammoniak,  der  findes  i  Tobaksblade,  ad  denne  Vej.  Derimod  stemmer  Titrering  og 
Vægtanalyse  godt  overens  i  de  to  sidste  Forsøg;  men  da  Titreringen  almindeligvis 
bliver  for  lav,  er  Overensstemmelsen  ikke  saa  god,  som  den  ser  ud  til.  Toths  Metode 
har  altsaa  væsenlig  to  Fejl.  For  det  første,  at  Udtrækningen  af  Nikotinen  ikke  er 
ganske  fuldstændig,  for  det  andet,  at  der  gaar  en  Del  Ammoniak  med,  der  titreres 
som  Nikotin.  Desuden  er  det  alt  for  lidt,  der  tages  i  Arbejde  (Totb  angiver  6  g,  jeg 
har  altid  brugt  8  g,  saa  hver  25  cm"'  Udtræk  svarer  til  2  g  Tobak.  Naar  man  ser 
paa  Tabellen  over  Analyserne  af  Tobak,  er  der  ret  gode  Overensstemmelser  mellem 
Toths  og  min  Metode,  men  sikker  er  Metoden  ikke,  selv  om  den  er  let.  Det  bor 
dog  bemærkes,  at  Titreringen  er  ret  let  og  Omslaget  sikkert.  Ser  man  paa  Tabellen 
over  Extrakterne,  gør  samme  Forhold  sig  gældende.  Metoden  kan  derfor  ikke  an- 
vendes, hvor  det  gælder  om  at  opnaa  exakte  Resultater. 

Thoms'  Metode. 

(H.  Thoms:    Her.  d.  deutsch,  pharm.  Ges.    1900.    Pag.  23.) 

Thoms  har  Fortjenesten  af  at  have  indfort  Anvendelsen  af  Kaliumwismutjodid 
til  kvantitativ  Bestemmelse  af  Alkaloider,  efter  at  E.  Jahns  har  anvendt  dette  Reagens 
til  at  isolere  flere  Plantebaser  og  vist,  at  disse  ikke  forandres,  naar  Dobbeltsaltet 
sønderdeles  med  Natriumkarbonat.  Jahns')  hævder  desuden,  at  Kaliumwismutjodid 
fælder  Alkaloiderne  næsten  kvantitativt  selv  i  stærkt  forurenede  Opløsninger  og  derfor 
er  fordelagtigere  at  anvende  end  Fosformolybdænsyre  o.  lign. 

Thoms  har  anvendt  Kaliumwismutjodid  til  Bestemmelse  af  Nikotin,  Atropin  og 
Stryknin  og  bevist,  at  hverken  Stryknin  eller  Atropin  forandres  ved  Fæ'ldning  med 
Kaliumwismutjodid  og  Sønderdeling  af  det  dannede  Dobbeltsalt  med  15  "lo  Natrium- 
hydroxydoplosning.  For  Nikotin  har  Thoms  derimod  intet  Bevis  fort,  men  blot 
sammenlignet  sin  Metode  med  Kellers.  Den  anvendte  Kaliumjodid-Wismutjodid  har 
begge  Forskere  fremstillet  efter  Kraut's')  Forskrift.     Denne  lyder  saaledes: 

80  g  ..Bismutylnitrat"  (Subnitras  bismuticus)  opløses  i  200  cm'  Salpetersyre 
(Vgtf.  1,18  svarende  til  30  "i»  //A'O.,);  denne  Oplosning  hældes  langsomt  under  Omrøring 
i  en  Opløsning  af  272  g  Kaliumjodid  i  400  cm  '  Vand.  Ved  Afkoling  lader  man  det 
dannede  Kaliumnitrat  saa  vidt  muligt  udkrystallisere,  filtrerer  Opløsningen  og  for- 
tynder den  forsigtig  med  Vand  til  een  Liter. 

Jahns*)  gør  opmærksom  paa,  at  den  relativt  ringe  Mængde  Kaliumjodid  gør 
Reagenset  finere,  idet  de  dannede  Bundfald  opløses  i  Kahumjodidoplosn.  og  Jod- 
brinteopløsn.  Reagenset  giver  ved  Tilsætning  af  Vand  et  brunligt  Bundfald,  hvad 
der  dog  ikke  hindrer  dets  Anvendelse.     Oplosningen  bør  opbevares  i  Mørke. 


')  Archiv  d.  Pharmacie.    Bd.  229.    Pag.  673. 
-)  Ber.  d.  deutsch,  pharm.  Ges.    1905.    Pag.  89. 
')  Ann.  d.  Chemie.    Bd.  210.    Pag.  310. 
^)  Archiv  d.   Pharmacie.    Bd.  235.    Pag.  151. 

U.  K.  D.  VIdensk.  Selsk.  Skr.,  naturvidensU.  og  niatheni.  Afd  .  8   Kickke.  I.  2. 
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ThoiMs  angiver  sin  Metode  saaledes: 

10  g  Cigarmasse  skæres  og  henstilles  ved  aim.  Temperatur  i  et  tillukket  Kar 
med  100  cm  '  fortyndet  Svovlsyre  (10  "n)  i  24  Timer.  Derefter  filtreres  50  cm-'  af  Op- 
løsningen ned  i  en  inddelt  Cylinder.  Disse  50  cm''  hældes  i  et  Bægerglas,  der  tilsættes 
ca.  10  cm-'  Kaliumwismutjodidopløsn.  (Kraut)  eller  saa  meget,  som  fordres  til  fuld- 
stændig Udfældning.  Bundfaldet  samles  paa  et  Filter  og  udvaskes  med  lidt  Vand; 
Filter  og  Bundfald  kommes  i  en  Cylinder,  der  kan  lukkes  med  en  Glasprop.  Der- 
efter tilsættes  20  cm^  15**/u  Natriumhydroxydopløsn.,  20  cm'  Æter  og  20  cm^  Petroleums- 
æter, og  Blandingen  rystes  godt. 

Naar  Æter-Petroleumsæterlaget  har  skilt  sig  fra  den  alkaliske  Vædske,  aftrækkes 
20  cm^  (=  2,5  g  Tobak),  og  i  en  Medicinflaske  paa  ca.  120  cm-'  tilsættes  5  cm"'  Alkohol 
og  5  cm'  Vand  samt  en  Draabe  Jodeosinoplosning  (1  "/o),  hvorefter  Blandingen  rystes 
kraftig.  Nikotinen  farver  den  i  Vandet  opløste  Jodeosin  rød.  Nu  titrerer  man  paa 
den  af  Keller  angivne  Maade  med  "im  HCl  og  titrerer  tilbage  med  "/m  Ammoniak. 
Det  Antal  cm"  "!iu  H  Cl,  der  anvendes  til  Mætning  af  Nikotinen,  giver  multipliceret 
med  0,0162  og  derefter  med  40  Tobakkens  Nikotinindhold  i  Procent. 

T.  angiver  to  Analyser  til  at  sammenligne  Kellers  og  sin  egen  Metode  og  finder 
i  det  ene  Tilfælde  ganske  det  samme  Tal,  i  det  andet  efter  Keller  1,17  "io,  efter  sin 
egen  1,23  "/o.     Andre  Forsøg  paa  at  belyse  Metoden  anfører  han  ikke. 

Mine  Bemærkninger  hertil  er  følgende.  Filtreringen  af  det  svovlsure  Udtræk  er 
ret  vanskelig;  lettere  gaar  det,  naar  man  først  filtrerer  gennem  Bomuld  og  derefter 
gennem  et  tørt  Foldefilter.  Fældningen  med  Kaliumwismutjodid  gaar  let,  og  Bund- 
faldet er  let  at  filtrere  fra  i  Modsætning  til  det  paa  lignende  Maade  dannede  Bund- 
fald med  Kisel-wolframsyre  (se  Pag.  26).  Baade  Sønderdelingen  og  Titreringen  gaar 
let  for  sig.  Dog  er  Metoden  langsom  og  omstændelig,  og  man  faar  tilsidst  for  lidt 
at  arbejde  med. 

Thoms  har  intet  Bevis  ført  for: 

1)  at  Alkaloidet  fældes  kvantitativt  af  Kaliumwismutjodid  i  fortyndet  Svovlsyre, 

2)  at  Alkaloidet  ikke  forandres  ved  Dobbeltsaltets  Spaltning  med  Natrium- 
hydroxydopløsning  (15  "/o). 

For  at  undersøge  disse  Forhold  har  jeg  anstillet  følgende  Forsøg: 

1,0420  g  ren  Nikotin  afvejedes  i  Vejeglas  og  fortyndedes  med  Vand  til  100  cm". 

10  cm"  forbrugte  titreret  med  Jodeosin  som  Indikator  efter  Toth  6,30  cm"  "/loH^SO^; 

svarende  til  0,1U21  g  Nikotin. 

1)  20  cm"  Opløsn.  +  50  cm"  fortyndet  Svovlsyre  fældedes  med  Kaliumwismut- 
jodid og  Nikotin  bestemtes  efter  Thoms,  men  titreredes  i  100  cm"  Vædske. 

Forbrugt  6,25  cm"  '^lioH^SO^,  svarende  til  0,1013  g  Nikotin. 

2)  20  cm"  Opløsn.  +  50  cm"  fortyndet  Svovlsyre  +  1  cm"  Ammoniakvand  (10  "/») 
behandledes  som  før. 

Forbrugt  6,20  cm"  "/lo  HjSOj,  svarende  til  0,1004  g  Nikotin. 

3)  20  cm"  Opløsn.  -f-  50  cm"  fortyndet  Svovlsyre  behandledes  som  før,  men  den 
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æteriske    Oplosning    udrystedes    med    Saltsyre,    den    sure    Oplosning    fældedes   med 
Kiselwolframsyre,  Bundfaldet  udvaskedes  og  torredes. 

0,5842  g  Bundfald  gav  0,5180  g  Glødningsrest  =  88,68  "/o. 
Beregnet  for  2C^nH^,N^.2H^O.SiO.,.12WO^      =  88,76  »/o. 

Heraf  ses  det,  at  Nikotinen  ikke  spaltes  ved  den  omtalte  Proces.  Da  Forsøg  1) 
og  2)  har  givet  lidt  mindre,  end  man  skulde  faa,  har  jeg  forsøgt  med  Kiselwolfram- 
syremetoden. 

Til  Forsøget  anvendtes  en  Opløsning  af  Nikotinklorhydrat  i  Vand. 

25  cm''  fældedes  med  Kiselwolframsyre  og  gav  1,1290  g  Salt,  tørret  ved  120°, 
svarende  til  0,1 142  g  Nikotin. 

Til  50  cm'  Opløsning  sattes  50  cm-'  Svovlsyre  (10  "io)  og  Blandingen  fældedes 
med  den  mindst  mulige  Mængde  Kaliumwismutjodid.  Bundfaldet  dekomponeredes 
som  før.  20  cm  '  af  Æterlaget  udrystedes  med  Saltsyre,  og  i  det  saltsure  Udtræk 
bestemtes  Nikotin  med  Kiselwolframsyre. 

Fundet  1,0534  g  Salt,  svarende  til  0,1068  g  Nikotin,  der  er  93,3  "/o  af  det  beregnede. 

Dette  kunde  tyde  paa,  at  Bundfaldet  var  opløseligt  i  Overskud  af  Fældnings- 
midlet.  Jeg  fældede  derfor  20  cm"  (ca.  0,2  "/H)  Nikotinoplosn.  i  svag  Svovlsyre  med 
det  mindst  mulige  Overskud  af  Kaliumwismutjodid  og  filtrerede  efter  to  Timers 
Henstand.  Filtratet  fældedes  med  Overskud  af  Ammoniak,  og  Filtratet  fra  det 
udskilte  Vismuthydroxyd  gav  efter  at  være  syret  med  Saltsyre  Bundfald  med  Kisel- 
wolframsyre. Kaliumwismutjodidbundfaldet  vaskedes  omhyggelig  med  fortyndet 
Syre,  til  Filtratet  var  farveløst;  til  en  lille  Smule  af  Bundfaldet  sattes  5  cm'  Kalium- 
wismutjodidoplosn.  og  10  cm-'  Vand.  Efter  15  Minutters  kraftig  Omrystning  filtreredes, 
og  Filtratet  behandledes  som  før.  Ogsaa  her  kunde  der  paavises  Nikotin  med  Kisel- 
wolframsyre. Disse  Forsøg  bekræfter  altsaa  min  Antagelse,  at  Bundfaldet  opløses  i 
Overskud  af  Fældningsmidlet  '). 

Naar  Metoden  har  givet  saa  forholdsvis  hoje  Resultater,  skyldes  det  sikkert,  at 
der  med  Kaliumwismutjodid  fældes  andre  StolTer  end  Nikotin,  og  at  disse  ved  Be- 
handling med  stærk  Alkaliopløsning  fraspalter  Ammoniak,  saa  Titreringen  bliver 
højere  end  Vægtanalysen.  Følgende  Forsøg  tyder  derpaa:  20  g  Tobak  behandledes 
ganske  som  T.  angiver,  men  med  40  cm-'  Æter  og  40  cm"  Petroleumsæter. 

1)  20  cm'  af  Æteropløsn.  titreredes  som  før. 

Forbrugt  1,10  cm'  "iw  H.ßO^,  svarende  til  0,0178  g  Nikotin. 

2)  20  cm-'  af  Æteroplosning,  udrystedes  med  1  "/o  Saltsyre,  og  i  det  saltsure  Ud- 
træk bestemtes  Nikotin  med  Kiselwolframsyre. 

Fundet  0,i59i  g  Salt,  tørret  ved  120°,  svarende  til  0,Oiel  g  Nikotin. 

Efter  disse  Forsøg  tror  jeg  at  kunne  sige,  at  Thoms  Metode  indeholder  flere 
principielle  Fejl,  og  at  den,  da  den  desuden  er  ret  omstændelig,  ikke  bør  benyttes 
til  Nikotinbestemmelser. 


')  Ved   et   blindt    Forsøg    med    Kaliumwismutjodid    fik  jeg    intet  Bundfald   med   Kiselwolframsyre 
efter  at  være  gaaet  frem  paa  samme  Maade. 

12* 
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Popovicis  Metode. 

(Zeitschr.  f.  physiol.  Cliemic.    Bd.  13.    Pag.  44.5.) 

M.  Popovici  er  den  første,  der  indfører  den  polariinetriske  Bestemmelse  af  Nikotin 
i  Tobak.  Landolt')  har  bestemt  Nikotin  i  alkoholisk  Opløsn.  ved  Hjælp  af  Drejnings- 
evnen  og  bemærker,  at  Metoden  maaske  kan  anvendes  paa  Tobak. 

Popovici  extraherer  Tobak  med  Æter  ganske  efter  Kisslings  Metode  og  fælder 
det  æteriske  Udtræk  direkte  med  10  cm  '  af  en  temmelig  koncentreret  Opløsning  af 
Fosforinolybdænsyre.  Herved  udfældes  Nokotin  og  Ammoniak  som  et  Bundfald,  der 
sætter  sig  let.  Man  hælder  den  ovenstaaende  Æter  af,  sætter  Vand  til  den  tilbage- 
blevne „Schlamm",  saa  at  der  ialt  er  50  cni^  Vædske,  og  frigør  derefter  Nikotinen 
med  8  g  fint  pulveriseret  Barythydrat.  Man  henstiller  derefter  Blandingen  under  hyppig 
Omrystning  i  nogle  Timer.  Bundfaldet,  der  først  er  blaat,  bliver  grønt  og  tilsidst  gult. 
Naar  dette  er  sket,  filtrerer  man  og  bestemmer  Drejningsevnen  af  det  klare,  men 
altid  lidt  gullige  Filtrat.  Af  Drejningsevnen  beregnes  Nikotinindholdet  ved  Hjælp  af 
en  Tabel,  som  Forfatteren  har  udarbejdet  ved  at  gaa  ud  fra  æteriske  Opløsninger 
af  ren  Nikotin,  der  behandledes  paa  samme  Maade.  Han  gør  desuden  opmærksom 
paa,  at  Tabellen  kun  kan  benyttes  under  de  samme  Forhold,  som  den  er  ud- 
arbejdet under. 

Tabellen,  der  findes  offenthggjort  mange  Steder-^),  viser,  at  for  fortyndede 
Opløsninger  er  Koncentrationen  ligefrem  proportional  med  Drejningsevnen. 

Forfatteren  foretager  en  Række  sammenlignende  Bestemmelser  efter  denne  og 
Kisslings  Metode  og  finder,  at  K.'s  Metode  giver  lidt  lavere  Resultater  end  hans. 
Dette  henfører  lian  til  Tab  ved  Destillationen.  Forskellen  er  dog  meget  ringe,  saa 
ringe,  at  den  ikke  behøver  at  tages  i  Betragtning. 

KissLiN'G  tilbageviser  dette  og  finder  i  P's  Metode  en  Støtte  for  sin  egen,  idet 
Resultaterne  stemmer  meget  godt  overens").  Den  største  Differens  mellem  Resultaterne 
efter  de  to  Metoder  er  0,09  "!o. 

H.  SiNNHOLD*)  foretrækker  at  afdestillere  Æteren  forsigtig  og  derefter  skylle 
Bundfaldet  over  i  en  50  cm ''s  Maalekolbe  ved  Hjælp  af  varmt  Vand  og  vaske  efter 
med  Vand  til  ialt  50  cm-'.  Han  finder  ogsaa  gode  Overensstemmelser  mellem  P.'s  og 
K.'s  Metoder. 

Metoden  har,  teoretisk  set,  sine  store  Fordele,  idet  f.  Ex.  Ammoniak  jo  fuld- 
stændig lades  ude  af  Betragtning,  da  den  er  optisk  uvirksom.  Paa  den  anden  Side 
kan  man  jo  heller  ikke  nægte,  at  ved  Polarisationen  af  saa  fortyndede  Opløsninger 
er  Aflæsningsfejlen  saa  stor,  at  den  øver  en  væsentlig  Indflydelse  paa  Resultatet. 
Kissi.iNG  bemærker  desuden,  at  andre  Tobaksdele  kan  udøve  en  vis  Indflydelse  paa 
Drejningen. 

Jeg  har  prøvet  Metoden  overfor  flere  Tobakssorter;  almindeligvis  har  jeg  maattet 


')  Ber.  d.  deutsch,  ehem.  Ges.    Bd.  21.    Pag.  203. 

'-)  F.  Ex.  Zeitschr.  f.  analyt.  Chemie.    Bd.  29.    Pag.  212       Kkssling:  Haiidb.  d  Tabakliunde.    Pag. 

■')  Zeitschrift  f.  analyt.  Chemie.    Bd.  32.    Pag.  569. 

■•)  Archiv  d.  Pharmacie.    Bd.  236.    Pag.  522. 
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tage  25  g  Tobak  i  Arbejde,  og  jeg  har  kun  kunnet  bruge  de  ret  alkaloidrige  Tobaks- 
sorter  for  at  faa  paalidelige  Resultater.  Desuden  har  jeg  brugt  Sinnhold's  Ændring 
af  Metoden,  saa  at  al  Æter  dampedes  bort,  efter  at  der  var  tilsat  10  cm  '  af  en  10  "/o- 
holdig  Opløsning  af  Fosfor-Molybdansyre  i  fortyndet  Salpetersyre.  De  dannede  Ud- 
træk var  lette  at  polarisere,  altid  klare  og  kun  svagt  gullige.  Derimod  var  det  van- 
skeligtjat faa  Bundfaldet  fuldstændig  over  i  Maalekolben. 
Resultaterne  findes  i  denne  Tabel: 


Afvejet              Drejning 
i  Gram           i  Minutter 

Niliotin 

i  "to 

Nikotin               Niltotin 

efter                    efter 
Kissling          egen  Metode 

={ 

25                  fil   Min, 
25            1       61  Min. 

1,39 
1,89 

1,08 
1,12 

1,4G  "lo 
1,47  «lo 

1,48  o/o 

■>{ 

25 
25 

47,4  Min. 
49,2  Min. 

1,17»/,, 
1,12  »(o 

1,19"/,, 

E 

20 

7G,8  Min. 

2,19 

2,20  "(o 

2,30  "/o 

Mine  Resultater  efter  Polarisationsmetoden  er  blevne  lidt  lavere  end  efter  Kissling, 
men  Afvigelserne  er  kun  sniaa.  Drejningen  er  taget  som  Middeltal  af  sex  Aflæsninger. 
Afvigelserne  mellem  de   enkelte  Aflæsninger  var  kun  lille,  hojst  0,07°. 

Metoden  er  dog  ret  besværlig  og  kan  kun  med  nogenlunde  Sikkerhed  bruges 
paa  ret  alkaloidrige  Tobakssorter.  Navnlig  kan  der  let  ske  Tab,  naar  Fosformolyb- 
dænsyrebundfaldet,  der  indeholder  meget  Farvestof  og  er  klæbrigt,  skal  skylles  over 
i  Maalekoben.  Her  er  det  meget  at  anbefale  at  bruge  Sinnhold's  Ændring,  thi  ellers 
indeholder  Nikotinoplosningen  betydelige  Mængder  Æter. 

Jeg  mener  efter  dette  at  kunne  sige,  at  Metoden  er  upraktisk  og  ikke  til- 
strækkelig nøjagtig. 


Degrazia's  Metode. 

(Fachliclie  Mitteilungen  der  österr.  Tabaliregie.    1910.    Pag.  87  og  149.) 

Degrazia  bestemmer  ligeledes  Nikotin  ved  Polarisation,  men  han  polariserer  de 
vandige  Destillater  af  Tobak  eller  Tobaksextrakter. 

I  den  første  Afhandling  fastsætter  han  „Polarisationskonstanten"  for  ganske  ren 
Nikotin,  renset  efter  Ratz  ^),  der  mener,  at  man  i  Bestemmelsen  af  den  specifike  Drej- 
ning har  et  udmærket  Kriterium  for  Nikotinens  Renhed.  Han  finder  den  specifike 
Drejningsevne  til  -=-169,5°,  altsaa  betydelig  højere  end  Landolt^).  D.  fastsætter  nu 
„Polarisationskonstanten"    o:   den   Faktor,    som   man    skal    multiplicere    den    fundne 


>)  Monatshefte  f.  Chemie.    Bd.  2().    Pag.  1141. 

-')  Das  optisciie  Drehungsvermög.  org.  Verbind.    Aufl.  II.    Pag.  KiO. 
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Drejningsvinkel  med  ior  at  faa  Opløsningens  Nikotinindhold  i  Procent.  Konstanterne 
er  beregnede  for  20  cm  Ror;  der  er  benyttet  et  Lippich's  Halvskygge- Apparat,  der 
tillod  en  direkte  Aflæsning  paa  0,005°.    Tabellen  er  en  nøjagtig  Kopi  af  D.'s  Tabel. 

Tabel  over  vandige  Nikotinopløsningers  Drejningsevne  i  20  cm  langt  Rør.  ■) 
Den  vandige  Opløsnings  Procentindhold  af  Nikotin  findes  ved  at  multiplicere  med  Faktoren  a. 


t°  Celsius 

a  =  0,5° 

a  =  1,0" 

«  =  2,0° 

a  =  3,0° 

«  =  4,0° 

a  =  5,0° 

10° 

0,6365 

0,6394 

0,6405 

0,6414 

0,6419 

0,6414 

11° 

0,6355 

0,6383 

0,6394 

0,6402 

0,0406 

0,6402 

12° 

0,6345 

0,6372 

0,6383 

0,0390 

0,6394 

0,6389 

13° 

0,(i335 

0,6362 

0,6371 

0,6378 

0,6380 

0,6377 

14° 

0,6335 

0,6351 

0,6360 

0,6366 

0,6367 

0,6364 

15° 

0,6315 

0,6340 

0,6349 

0,6355 

0,6354 

0,6352 

16° 

0,6304 

0,6330 

0,6339 

0,6343 

0,6341 

0,6339 

17° 

0,6294 

0,6318 

0,6327 

0,6331 

0,6328 

0,6337 

18° 

0,e3w 

0,6308 

0,6315 

0,6319 

0,6314 

0,6314 

19° 

0,6274 

0,6297 

0,6804 

0,6307 

0,6301 

0,6302 

20° 

0,6264 

0,6286 

0,6293 

0,6295 

0,6288 

0,6289 

21° 

0,6254 

0,6275 

0,6282 

0,6283 

0,6275 

0,6277 

22° 

0,6244 

0,6264 

0,6271 

0,6271 

0,6261 

0,6264 

23° 

0,6234 

0,6353 

0,6259 

0,6359 

0,6248 

0,6252 

24° 

0,6224 

0,6243 

0,6348 

0,0247 

0,6235 

0,6239 

25° 

0,6314 

0,6332 

0,6237 

0,6336 

0,6222 

0,6227 

26° 

0.6203 

0,6331 

0,6326 

0,6224 

0,6209 

0,6214 

■  27° 

0,6193 

0,6210 

0,6215 

0,6212 

0,6196 

0,6303 

28° 

0,61S3 

0,6200 

0,6303 

0,6200 

0,6182 

0,6189 

29° 

0,6173 

0,6189 

0,6193 

0,6188 

0,6169 

0,6177 

30° 

0,6163 

0,6178 

0,6181 

0,6176 

0,6156 

0,6164 

Det  gælder  naturligvis  om  at  faa  klare  og  ret  koncentrerede  Opløsninger  af 
Nikotin.  Dette  skalTer  D.  sig  ved  at  destillere  saavel  Tobak  som  Tobaksextrakt 
med  Alkalihydroxyd  og  Vanddamp.  Dette  er,  saa  vidt  jeg  kan  se,  kun  forsøgt  af 
Pezzolata^),  der  destillerede  Tobakken  med  Magniumilte  og  Vanddamp.  Efter  flere 
Forsøg  mener  D.,  at  det  er  lykkedes  ham  at  finde  en  Metode  til  at  destillere 
paa,  saaledes  al  al  Nikotin  gaar  over  i  de  første  100  cni''  Destillat.  Forskriften  lyder 
som  følger: 

20  g  fint  pulveriseret  Tobak  afvejes  i  en  300  cm'  Kogeflaske,  og  Nikotinen  frigøres 
med  7  cm  '  kone.  Kaliumhydroxydopløsning  (1  -|-  1).  Efter  Tilsætning  af  nogle  Gram 
fast  Natriumklorid  tilsættes  130  cm-'  af  en  kogende  kone.  Natriumkloridopløsning  og 


')  Efter  Degrazia.    Fachliche  Mitteilung,  der  österr.  Tabakregie.    1910.    Pag.  88. 

■-)  Zeitsch.  f.  analyt.  Chemie.    Bd.  31.    Pag.  348.    (Referat  efter  Gazzeta  chim.    Bd.  20.    Pag.  780.) 
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Kolben  lukkes  strax.  For  at  forhindre,  at  Vædsken  sprøjter  over,  maa  der  ved  Afled- 
ningsrøret til  Destillatet  indsættes  en  Draabesamler.  Tilledningsrøret  til  Vanddamp 
lukkes  foreløbig  med  en  Gummislange  og  en  Klemmehane.  Af  Kolben  afdestilleres 
omtrent  45  cm'  ved  energisk  Ophedning.  Til  Optagelse  af  Destillatet  bruger  man 
bedst  en  inddelt  Maalecylinder,  hvis  Vægt  er  kendt  i  Forvejen.  Naar  der  er 
afdestilleret  45  cm ',  tilledes  Vanddamp,  til  der  ialt  er  gaaet  100  cm-'  over;  kun  ved 
meget  nikotinrige  Tobakssorter  er  det  nødvendigt  at  afdestillere  mere. 

Naar  Vanddampen  ledes  til,  maa  man  afbryde  Opvarmningen  af  Destillations- 
kolben  nogen  Tid,  for  at  der  kan  destillere  Vand  herover  i  og  fortynde  den  tilbage- 
blevne Del. 

Det  svage  Punkt  ved  D.'s  Metode  er,  at  Destillatet  let  bliver  for  fortyndet.  Trods 
flere  Forsøg,  der  er  foretagne  aldeles  efter  Forskriften,  er  det  ikke  lykkedes  mig  at 
faa  al  Nikotin  over  i  de  100  cm'  Destillat.  I  de  bedste  Tilfælde  gik  alt  over  i  150 
— 160  cm",  saa  at  først  de  folgende  Destillater  var  nikotinfrie.  (Prove  med  Kisel- 
wolframsyre.)  D.  har  prøvet  Destillatet  paa  Nikotin  ved  at  se,  om  det  drejede 
Polarisationsplanet.  Dette  er  naturligvis  et  langt  grovere  Reagens,  saa  meget  desto 
mere,  som  det  er  det  sidste  Spor  af  Nikotin,  der  er  vanskeligt  at  faa  destilleret  over. 

D.  fremhæver  selv,  at  det  er  absolut  nødvendigt  at  faa  et  koncentreret  Destillat, 
da  man  ellers  gør  Resultatet  alt  for  afhængigt  af  Forsøgsfejlene.  Han  angiver,  at 
med  moderne  Polarisationsapparater  kan  Aflæsningsfejlen  let  bringes  ned  til  0,02°, 
og  dette  svarer  til  0,03  "/»,  en  Nøjagtighed,  der  er  absolut  tilstrækkelig  til  teknisk 
Brug.  Dette  er  næppe  helt  rigtigt,  thi  ganske  vist  er  Destillaterne  aldeles  vandklare 
og  lette  at  polarisere,  men  trods  meget  omhyggelig  Aflæsning  har  jeg  ikke  med  det 
Apparat,  der  stod  til  min  Raadighed,  kunnet  bringe  Fejlen  saa  langt  ned. 

Følgende  Forsøg  viser  mine  Resultater.  Jeg  har  ved  Destillation  afdestilleret  saa 
meget  som  muligt  uden  Tilledning  af  Vanddamp,  50 — 55  cm'  (D.  angiver  45  cm"). 

Tobaksprøve  B.     (Indhold:  1,48  "/o  Nikotin  efter  min  Metode.) 

Drejning  Temperatur     Faktor  fra  Tabellen         Nikotin 

Destillat  I     (100  cm")       0,36°  20°                   0,fi264               0,22ô5  g 

Destillat  II   (100  cm")       0,07°  20°                   0,(3264               0,0438  g 


Sum  0,2693  g 
0,2693-5  =  1,35  "/o  Nikotin. 

Ved  Aflæsningerne  var  den  højeste  Afvigelse  fra  Middeltallet  for  begge  Prøver 
±  0,03°. 

En   anden   Tobaksprøve   gav   et   lidt   bedre   Resultat.     Efter    min    egen   Metode 
fandtes  for  5  g  Tobak: 

0,6395  g  Salt,  tørret  ved  120°,    svarende  til  1,29  "/o 
0,5781  g  SiO^.  12 WO3  „  „    1,31  »/o 

20  g    destilleredes   efter  D.     Der  afdestilleredes  150  cm"  Destillat;    75  cm"  heraf 
fældedes  efter  at  være  syret  med  Saltsyre  med  Kiselwolframsyre  og  gav: 


Temperatur 

Kaktor 

Nikotin 

17° 

0,029  4 

0,2392  g 

17° 

'is  •  0,6284 

0,0120  g 

90  40 

l,l-iu8  g  Salt,  tørret  ved  20°,  svarende  til  1,1-5  "/o 
20  g  destilleredes  som  for.    Destillaterne  polariseredes. 
Drejning 

Destillat  I  (100  cm')       0,38° 

Destillat  II  (50  ctn-^)       0,04° 

0,2518  g 
0,2518  ■  5  =  1,20  "/o  Nikotin. 

Ved  Bestemmelse  af  Nikotin  i  Tobaksextrakter  bruger  D.  ogsaa  at  afdestillere 
Nikotin  direkte  med  Vanddamp.  Denne  Metode  er,  saa  vidt  jeg  kan  se,  først  provet 
af  Biel');  senere  anvender  Chapin  den  (se  senere).  Begge  disse  Forskere  destillerer, 
til  al  Nikotin  er  gaaet  over,  d.  v.  s.  B.,  til  Destillatet  reagerer  neutralt"-'),  C,  til  det 
ikke  fældes  af  Kiselwolframsyre  i  sur  Vædske;  og  sidstnævnte  gør  udtrykkelig  op- 
mærksom paa,  at  der  maa  afdestilleres  meget  (ofte  indtil  1  Liter).  James  A.  Emehy '), 
der  ogsaa  bestemmer  Nikotin  polarimetrisk  for  at  kunne  bestemme  det  ved  Siden  af 
Pyridin,  extraherer  derimod  den  med  Kalciumkarbonat  og  Natriumhydroxyd  blandede 
Extrakt  med  Æter  efter  Kissling  og  destillerer  som  denne.  Naar  der  er  gaaet  400  cm'' 
— 450  cm  '  over,  er  al  Nikotin  ovre,  og  han  bestemmer  derpaa  Nikotin  polarimetrisk. 
Disse  Destillater  er  dog  altfor  fortyndede  til,  at  man  ad  denne  Vej  kan  bestemme 
Nikotin  med  blot  nogenlunde  Nøjagtighed. 

D.  indser  meget  godt  Faren  ved  at  faa  for  svage  Destillater,  men  han  mener 
ved  følgende  Ændring  af  Destillationen  at  kunne  sætte  Fejlen  ned  til  0,1  "/o,  hvad 
der  jo  er  fuldstændig  tilstrækkeligt  til  teknisk  Brug. 

Omkring  30  g  Tobaksextrakt  afveies  i  en  Erlenmeyerkolbe,  der  tilsættes  3,5  g 
Kalciumiite  („Ätzkalk")  og  10  cm'  Vand,  og  det  underkastes  strax  en  Destillation 
med  Vanddamp.  Den  Flaske,  hvori  Destillatet  skal  opsamles,  vejes  først.  Ved  den 
angivne  Tilsætning  af  Kalciumilte  faar  man  altid  et  vandklart  Destillat,  selv  om  man 
destillerer  meget  hurtig.  Tilsættes  mere  Kalciumilte,  gaar  Nikotinen  ganske  vist  hurti- 
gere over,  men  Destillatet  bHver  uklart,  hvad  der  besværliggør  Aflæsningen  i  Polarisa- 
tionsapparatet.  Ved  Destillationen  er  det  absolut  nødvendigt  at  varme  Kolben  med 
Tobaksextrakten,  før  Vanddampen  tilledes,  for  at  hindre,  at  der  destilleres  for  meget 
Vand  over  heri,  og  Nikotinen  derfor  gaar  for  langsomt  over.  For  at  forhindre,  at 
Tobaksextrakten  sprøjter  over,  benyttes  en  Draabefanger,  f.  Ex.  den  af  H.  Brezina 
angivne  Modifikation.  Naar  der  er  destilleret  saa  meget  over,  at  Destillatet  udgør 
sex  Gange  den  envendte  Tobaksextrakt,  er  al  Nikotin  undtagen  nogle  uvæsentlige 
Spor  gaaet  over  og  Destillationen  afsluttet.  Destillatet  vejes  og  polariseres  i  et  20  cm 
Rør;  man  maa  ikke  glemme  at  ryste  Destillatet  godt,  inden  Prøven  udtages.  Det 
anbefales  al  gøre  en  Række  Aflæsninger  paa  Polarisationsapparatet  for  at  gøre  lagt- 
tagelsesfejlen,   der   øver  saa   stor   Indflydelse   paa   Resultatet,    saa  ringe  som  muligt. 


')  Pharm.  Zeitschrift  f.  Russland.    Jahrg.  27.    Pag.  3. 

-)•  KissLiNG  angiver  samme  Metode  i  Handbuch  d.  Tabakkunde  etc     2.  Aufl.    Pag.  324. 

■■')  Journ.  Amer.  Chem.  Soc.    1904.    Pag.  1113. 
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Procentindholdet  af  Nikotin  l)eregnes  efter  folgende  Formel: 


9i 
Her  er  G  Destillatels  Vægt;   «   den  aflæste  Drejning,   f  Faktoren  fra  Tabellen  og   g^ 

Tobaksextraktens  Vægt. 

D.  har  tilsyneladende  ikke  gjort  sammenlignende  Bestemmelser  efter  sin  og 
andres  Metoder.  Han  indskrænker  sig  til  at  angive  et  Forsøg  over  Destillationen 
med  Vanddamp.  Til  100  g  Tobaksextrakt  sattes  12  g  Kalciumilte,  og  Blandingen  under- 
kastedes en  brudt  Destillation  i  en  Strøm  af  Vanddamp,  saaledes  at  Nikotin  bestemtes 
i  hver  30  cm''  Destillat.  Kurven  er  en  nøjagtig  Kopi  af  D.'s  Kurve.  Da  der  var  gaaet 
570  cm'  over,  kunde  der  ikke  mere  paavises  Nikotin  polarimetrisk,  men  den  alkaliske 
Reaktion  forsvandt  først,  da  der  var  gaaet  3000  cm''  over. 

Ved  de  Forsøg,  jeg  har  gjort  med  Tobaksextrakter,  er  det  ikke  trods  al  an- 
vendt Omhu  lykkedes  mig  at  faa 
Nikotinen  dreven  fuldstændig  over 
(Prove  med  Kiselwolframsyre  i  sur 
Vædske),  før  der  var  destilleret 
mellem  450 — 600  cm  '  over.  Noget 
ganske  lignende  har  jeg  konsta- 
teret ved  Chapins  Metode  og  Surres 
Metode.  Det  kan  være  rigtigt,  naai- 
D.  paastaar,  at  der  ikke  kan  paa- 
vises Nikotin  polarimetrisk  i  de 
sidste  Destillater,  men  denne  Prove 
er  alt  for  grov  til  at  kunne  an- 
vendes selv  til  tekniske  Analyser. 
D.  anfører  desuden  ingen  Bestem- 


Ffter  VeqraT.Lo,    Fachlufie  MiUeil 
dosLerr   Tabakreg le  1910 1 


300  «00 

cni^    Deslillul 

Diagram  over  Nikotinindlioldet  i  Destillatet  ved 
Destillation   med   X'anddamp. 


melser,  som  han  sammenligner  med  andre  Metoder.  Ved  Analysen  af  Tobaksblade 
anfører  han  Bestemmelser  efter  sin  egen  og  Kisslings  Metode,  og  de  stemmer  godt 
overens;  men  her  destilleres  ogsaa  paa  en  væsentlig  anden  Maade.  Man  maa  desuden 
huske  paa,  at  ved  Destillation  af  saa  store  Mængder  af  tyktlydende  Extrakt  vil  der 
kræves  mere  Vanddamp  til  at  drive  Nikotinen  over,  end  hvor  Talen  er  om  vandige 
Opløsninger,  der  kan  koncentreres  stærkt. 

Et  af  mine  Forsøg  gav  følgende  Resultat: 

28,3  g  Tobaksextrakt  III  (6,38  "  »  Nikotin).  Jeg  afdestillerede  lire  Gange  100  cm-\ 
og  efter  at  der  endnu  var  afdestilleret  75  cm ',  gav  Destillatet  stort  Bundfald  med 
Kiselwolframsyre  i  sur  Vædske. 

Drejning      Temperatur 
1,96°  15° 

0,15°  15° 

0,09°  15° 

0,04°  15° 


Destillat  I. 
Destillat  II. 
Destillat  III. 
Destillat  IV. 


Faktor 

Nikotin  i  g 

0,6340 

1,2426 

0,6315 

0,0917 

0,6315 

0,0588 

0,6315 

0,02.53 

1,4214 


l>.  K.  n.  Vid.  Selsk.  Ski-,  iiiüuivMeiisU.oii  ni:ilheni.  Alil..  s  H;fkke.  I   2. 
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Dette  svarer  lil  5,i»-J  "o. 

Man  ser  heraf,  at  Metoden  ikke  kan  anvendes  til  Extrakter.  Drejninger  paa 
nnder  0,10°  er  ganske  usikre  at  aflæse. 

Chapins  Metode. 

(U.  s.  Department  of  agriculture.    Bureau  of  animal  industry.    Bull.  !.S;i    1911     Pag.  19.) 

Chapin  liar  i  delte  Arbejde,  der  ligger  til  Grund  for  hele  Kiselwolframsyre- 
meloden,  givet  en  udmærket  Metode  og  ovet  en  god  Kritik  navnlig  af  Kisslings 
Metode.  C.  slutter  sin  udmærkede  Afhandling  med  at  angive  følgende  Metode,  der 
er  refereret  ,.in  extenso". 

„Afvej  saa  meget  af  Præparatet,  at  det  indeholder  ca.  1 — 2  g  Nikotin,  med 
Undtagelse  af  Extrakter,  der  indeholder  mange  frennnede  Bestanddele,  saa  der  skal 
anvendes  over  30  g.  Skyl  det  afvejede  med  Vand  over  i  en  500  cm"''s  Kolbe  ;  tilsæt 
1 — 1' -Jg  Paraffin,  nogle  faa  Stykker  Pimpsten  og  5 — 10  cm-'  Natriumhydroxydoplosn. 
(14-2).  Destiller  i  en  hurtig  Vanddampstrom,  brug,  for  at  forhindre  Oversprøjtning, 
et  tre  Gange  bojet  Glasrør  mellem  Kolbe  og  Svalerør.  Forlaget  er  en  rummelig  Flaske 
med  10  cm-' fortyndet  Saltsyre  (1+4).  Varm  under  Kolben,  naar  Destillationen  er  begyndt, 
for  at  reducere  Væskens  Volumen  saa  meget  som  muligt,  uden  at  Vædsken  stødkoger. 
Vedbliv  med  Destillationen  saa  længe,  indtil  nogle  cm  '  af  Destillatet  ikke  giver  nogen 
Opalisering  med  een  Draabe  Saltsyre  (1+4)  og  KiselwolIVamsyreopløsn.  Prøv,  om 
Remanentsen  i  Flasken  reagerer  alkalisk  paa  Fenolftaleinopløsn.  eller  Prøvepapir.  Fyld 
Destillatet  op  til  et  passende  Rumfang,  ryst  det  og  filtrer  gennem  et  stort,  tørt  Filter. 
Bortkast  noget  af  det  første  af  Filtratet  og  prøv  Reaktionen  med  Metylorange.  Afmaal 
i  et  Bægerglas  saa  meget,  at  det  indeholder  omkring  0,1  g  Nikotin,  og  tilsæt  for  hver 
100  cm-'  Oplosning  3  cm'  Saltsyre  (1+4)  og  1  cm'  Kiselwolframsyreopløsn.')  (12  "/o) 
for  hver  0,01  g  Nikotin-).  Omror  og  henstil  i  18  Timer.  Overbevis  Dem  om,  at 
Bundfaldet  er  krystallinsk,  saml  det  paa  el  ..kvantitativt"  Filter,  vask  med  koldt 
Vand,  der  indeholder  1  cm-'  Saltsyre  pr.  Liter.  Prøv  den  første  Del  af  Filtratet  med 
Nikolinopløsning  for  Overskud  af  Kiselwolframsyre.  Vask  ved  at  fylde  Filtret  to 
eller  tre  Gange  med  den  stærkt  fortyndede  Syre,  indtil  nogle  cm'^  af  Filtratet  ikke 
bliver  opaliserende  med  en  Nikotinoplosn.  (Destillatet  f  Ex.).  Bring  Filtret  over  i  en 
vejet  Platindigel  og  aftør  Tragten  med  et  Stykke  fugtigt  Filtrerpapir,  hvis  lidt  af 
Bundfaldet  skulde  have  sat  sig  paa  dennes  Sider.  Tor  Diglen  omhyggelig,  forkul  og 
glod  tilsidst  Kullet  bort  ved  saa  lav  Temperatur  som  muligt.  Lad  Temperaturen  stige 
gradvis  og  drej  af  og  lil  Diglen  for  at  udsætte  alle  Dele  af  Bundfaldet  for  Varmen. 
Opvarm  til  sidst  den  skraat  stillede  Digel  for  fuldt  Blus  af  en  Bunsenbrænder,  slut- 
tende med  5  —  10  Minutter  (ikke  længere)  over  en  kraftig  Teclus-Brænder  eller  5  Min. 
over  en  middelstærk  Blæselampe.    Afkøl  Diglen  i  Exsikkator.    Glodningsrestens  Vægt 

')  Her  er  beregnet  et  Overskud  af  17-18  "In  for  alle  Variationers  Sliyld. 

-)  Jeg  har  altid  prøvet,  om  der  ikke  fældedes  mere  ved  Tilsætning  af  mere  Kiselwolframsyre- 
oplosning 
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multipliceret  med  O.iu'l  giver  Viogteii  ;if  Nikotin  i  den  anvendte  Mængde  Destillat. 
Hvis  man  ønsker  den  hojeste  Grad  af  Nøjagtighed,  torres  Bundfaldet  i  en  Goosch 
Digel  som  før  angivet.''  -) 

C.  beskriver  sin  Metode  meget  klart  og  omtaler  desuden  Vanddampdestillationen 
i  et  særligt  Kapitel.  De  Punkter,  han  fremhæver  her,  er  væsentlig  de  samme,  jeg 
har  hævdet  :  nemlig,  at  der  maa  v;ere  et  i'inge  Rumfang  Vædske  i  Kolben,  og  at 
Destillationen  maa  foretages  temmelig  længe,  hvis  al  Nikotin  skal  drives  over.  De- 
stillationen med  Vanddamp  tager  ganske  vist  temmelig  lang  Tid,  men  fordrer  dog 
ikke  stadig  Tilsyn.  C.'s  Arbejde  er  sikkert  det  bedste  af  de  hidtil  oltentliggjorte,  og 
Metoden  giver  gode  Resultater  (se  Tabel  III.  Resultaterne  stemmer  godt  overens  med 
de  Resultater,  jeg  er  kommen  til  ved  min  Petroleumsæter-Metode,  hvad  der  vel  taler 
til  F'ordel  for  begge  Metoder. 

Naar  jeg  alligevel  foretra'kker  min  egen,  er  del,  fordi  jeg  anser  den  for  lettere 
at  udfore  end  C.'s.  Hvis  Tobaksextrakterne  indeholder  Pyridin,  lader  dette  sig  lettere 
fjerne,  naar  man  udtrækker  som  angivet  af  mig,  end  efter  C.'s  Metode  (se  senere). 

Ulex's  Metode. 

(Chem.  Zeitung.    Jahrg.  35.    Pag.  121.1 

Den  af  Ulex  angivne,  saakaldte  „tekniske  Metode"  blev  otlentliggjort  paa 
J.  Schhodkk's  ■)  Opfordring.  Ulex  angiver,  at  han  har  brugt  den  i  tiere  Aar  uden  at 
otTentliggøre  den,  og  mener,  at  den  fortjener  mere  Opmærksomhed,  end  Schröder 
vil  bevise  den.     Metoden  beskrives  saaledes: 

10  g  af  den  godt  blandede  Extraktprove  afvejes  i  en  Porcellænskaal  (ca.  12  cm 
i  Diameter),  fortyndes  med  1—3  cnr'  Vand  og  sammenrives  derefter  med  saa  meget 
af  en  Blanding  af  Natronkalk  og  brændt  Gibs  (1  Del  Natronkalk  ~  5  Dele  brændt  Gibs), 
at  der  dannes  et  mer  eller  mindre  groft  Pulver.  Det  grove  Pulver  rives  i  en  Morter 
og  sigtes  gennem  en  Haarsigte  ica.  220  Masker  pr.  cm-).  De  grovere  Dele,  der  bliver 
tilbage  paa  Sigten,  rives  paany  i  Morteren  med  lidt  Natronkalk-Gibs  og  sigtes  igen. 
Man  vedbliver  hermed,  indtil  alt  er  gaaet  gennem  Sigten;  man  maa  passe  paa,  at  man 
ikke  tilsætter  saa  meget  Kalkblanding,  at  Massen  varmer  sig;  sker  dette,  afkoles 
Skaalen  i  koldt  Vand.  Ved  at  blande  Extrakten  med  Natronkalk  og  Gibs  bindes  det 
Vand,  der  findes  i  Extrakten,  og  Ammoniakforbindelserne  sønderdeles  og  fordamper, 
medens  den  samtidig  frigjorte  Nikotin  bliver  i  Pulveret.  Dette,  hvis  Mæ^ngde  udgør 
ca.  50g,  kommes  i  en  flad  Skaal  (ca.  15  cm  i  Diameter)  og  henstilles  omtrent  een 
Time  i  en  Exsikkator  med  kone.  Svovlsyre  for  at  fjerne  Resten  af  den  frigjorte 
Ammoniak.  Herefter  destilleres  Nikotinen  af  med  Vanddamp.  Ved  Destillationen 
benyttes  bedsl  Blikdnnke  paa  ca.  3  Liters  Rumfang  i  Stedet  for  Glaskolber,  der  let 
springer;    Blikdunken   forbindes   med   en    Spiralkoler.     For  at   forhindre  den   stærke 


1)  Se  Noten  Pag.  27. 

•■')  Se  Pag.  5. 

')  Chem.  Zeitung     Jalirg.  35.    Pag.  30. 
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Stødning  under  Destillationen  opvarmes  forst  ca.  1'  -■  Liter  Vand  i  Dunken  til  hen- 
imod  Kogning,  derefter  tilsættes  det  tørre  Pulver  hurtig  og  3 — 4  g  Kalium-  eller 
Natriumhydroxyd  og,  for  at  hindre  Vædsken  i  at  skumme  over,  c.  4  g  Paraffin.  Blik- 
dunken forhindes  med  Køleren,  og  man  afdestillerer  hurtig  een  Liter.  Destillationen 
afbrydes,  der  sættes  et  nyt  Forlag  mider  og,  efter  at  der  paany  er  hældt  een  Liter 
kogende  Vand  i  Dunken,  aidestilleres  endnu  en  Liter.  Destillaterne  titreres  med 
"'s  HCl  og  Lakmustinktur  som  Indikator.    (1  cm  '  "-•  HCl  =  0,(i8i  g  Nikotin). 

U.  ledsager  Arbejdet  med  Analyser;  disse  viser,  at  al  Ammoniak,  men  ingen 
Nikotin,  fordamper  ved  at  lade  Pulveret  henstaa  i  Exsikkator  over  Svovlsyre. 

LUex's  Metode  har  kun  funden  faa  Forsvarere.  .1.  LeistekM  mener,  at  naar  Ulex's 
Metode  giver  for  høje  Resultater,  skyldes  dette,  at  Udrivningen  af  Pulveret  har  været 
slet,  saa  al  Ammoniak  ikke  har  kunnet  fordampe.  Ved  at  benytte  en  stor  Riveskaal 
og  blande  og  sigte  omhyggelig  skal  man  altid  faa  gode  Resultater.  M.  Essener^) 
beskriver  Ulex's  Metode  med  nogle  ganske  uvæsentlige  Ændringer,  han  destillerer  paa 
samme  Maade  og  opsamler  1000  cm-',  500  cm ',  200  cm  '  og  derefter  3  Gange  100  cni'' 
og  titrerer  hvert  af  disse  Destillater  for  sig  med  "2  HCl.  Der  anføres  ingen  Analyse- 
resultater, saa  man  har  intet  Holdepimkt  for,  at  hans  Paaslande  er  rigtige. 

Der  har  ikke  manglet  Angreb  paa  Metoden.  Kisslino)  hævder,  at  der  dannes 
Ammoniak  af  kvælstofholdige  Bestanddele  i  Tobaksextrakten,  og  gør  desuden  op- 
mærksom paa,  at  Metoden  ingenlunde  er  bekvem  at  have  med  at  gøre.  Ogsaa  fra 
andre  Sider  hævdes  det  samme  ^). 

Jeg  har  søgt  at  kritisere  Metoden  ved  som  sædvanlig  at  anvende  Kiselwolfram- 
syre  som  Reagens. 

Til  Forsøgene  benyttede  jeg  Extraktprøve  III,  der  indeholdt  6,38  "/O  Nikotin. 

Den  af  Ulex  givne  Forskrift  er  fulgt  meget  nøje.  Destillatet  titreredes  med 
"/s  HCl  (Metylrødt  som  Indikator).  Efter  at  der  var  tilsat  yderligere  10  cm''  Saltsyre 
(30  "lu),  inddampedes  Destillatet  til  nøjagtig  2  Liter  (maalt  i  Maalekolbe). 

250  cni'*  heraf  fældedes  med  Kiselwolframsyre,  Bundfaldet  udvaskedes,  tørredes, 
glødedes  og  vejedes,    (b.) 

500  cm  '  fældedes  med  Kiselwolframsyre  ;  af  det  udvaskede  og  torrede  Bundfald 
afvejedes  en  bestemt  Mængde,  der  glødedes  og  vejedes  paany  for  at  bestemme 
Glødningsresten.    (c.) 

I.  a)  Der  afvejedes  13,04g  Extrakt,  som  henstilledes  i  Exsikkator  14  Timer.  Destillatet 
forbrugte  12,30  cm ■'  "n  HCl,  svarende  til  7,6r>"(o  Nikotin. 

b)  250  cm'  af  Destillatet  fældedes  med  Kiselwolframsyre  og  gav 
0,8526g  S/0,.12VTO3,  svarende  til  5,V)(;''  n  Nikotin. 

')  Chem.  Zeitung.    Jahrg.  35.    Pag.  239. 

'-)  Annal.  d.  chimie  analyt.    Tome  16.    Pag.  33U. 

")  Chem.  Zeitung.    Jahrg.  3.').    Pag.  200. 

'I  Chom.  Zeitung.    Jahrg.  3.").    Pag   3X0,  ,Vi2,  1U48.     Ibid.    Jahrg.  30.     Pag.  S43. 
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c)  Glødningsreslheslemiiu'lscii   i  del   fromstillede  S;ill  ii;av 
Afvejet  Glødningsrest  i  "U, 

l,7043gSalt  l,5133g  88,81. 

Beregnet  for  2C^„H^^N^.2H20A2WO^.SiO^    88,7(1  "». 


lølgende  Resultat: 

LU  '-  1  3  R  A  F 

\^        ^*^i 

'». 

II.  a)  Der  afvejedes  13,ô7g  Extrakt,  som  henstilledes  i  Exsikkator  i  2  Timer.  Destillatet 
forbrugte  13,'.iô  cm''  "  j  HCl,  svarende  til  8,32"  n  Nikotin. 

b)  250  cm  '  af  Destillatet  fældedes  med  Kiselwolframsyre  og  gav 

0,9-169  g  Si0.2l2WO.,,  svarende  til  (5,36  "/u  Nikotin. 

c)  Glødningsrestbestemnielsen  i  det  fremstillede  Salt  gav  følgende  Resultat: 

Afvejet  Glodningsrest  i  "lo 

1,7251  g   Salt  1,5324  g  88,81. 

Beregnet  88,76. 

HI.  aj  Der  afvejedes  11,69  g  Extrakt,  hvortil  der  sattes  0,5  g  Aniinoniumklorid,  og  der- 
efter henstilledes  i  Exsikkator  i  24  Timer.    Destillatet 

forbrugte  12,15  cm-'  "iiHCl,  svarende  til  8,ii"mi  Nikotin. 

b)  250  cm  '  af  Destillatet  fældedes  med  Kiselwolframsyre  og  gav 

0,79.58  g  SiO,.V2WO.„  svarende  til  6,21  "d  Nikotin. 

c)  Glodningsrestbestemmelsen  i  det  torrede  Salt  gav  følgende  Resultal: 

Afvejet  Gladniiigsrest  i  "lu 

1,0601  g  0,9396  88,64. 

Beregnet  88,76  "o. 


IV.  a)  Der  afvejedes  ll,u2g  Extrakt,   som    blandedes   med   0,7851  g  Nikotinklorhydrat 
(svarende  til  0,54l.">  g  Nikotin)  og  henstilledes  i  Exsikkator  i  2  4  Timer.   Destillatet 
forbrugte  16,45  cm  '  "2  HCl,  svarende  til  1,3323  g  Nikotin. 

b)  250  cm'*  af  Destillatet  fældedes  med  Kiselwolframsyre  og  gav  1,2707  g  Si  O.,.  12  VV'O. 
svarende  til  1,1589  g  Nikotin. 

Beregnes  Nikotinindholdet  som  Middeltal  af  5,96  "n,  6,36"  u  og  6,21  "mi,  altsaa 
6,l7";(i,  indeholder  ll,02g    0,6799  g  +  0,5415  g  ^  1 ,2214  g  Nikotin. 

c)  Glodningsrestbestemmelsen  i  det  torrede  Salt  gav  følgende  Resultat: 

Afvejet  Glødningsrest  i  "lo 

0,9970  g  0,8868  g  88,95. 

Beregnet  88,76  "iu. 


Forsøg  II  viser,  at  det  ikke  er  muligt  al  fjerne  al  Ammoniak  ved  Henstand  i 
2  Timer  i  Exsikkator  over  Svovlsyre.  Selv  om  al  Ammoniak  har  været  fjernet  i  I, 
er  der  dog  under  Destillationen  fraspaltet  flygtige  Baser;  thi  Fældningen  giver  stedse 
lavere  Resultater  end  Titreringen.  At  det  paa  den  anden  Side  ikke  kan  være  Niko- 
tinen,   der   er  spaltet,    viser    Glodningsrestbestemmelsen    af   Kiselwolfrainsyre-Bund- 
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faldet;  denne  er  altid  næsten  den  beregnede.  Ved  Forsog  1  og  IV  er  aabenbart  ikke 
al  Nikotinen  destilleret  over,  thi  Vægtanalysen  giver  lavere  Resultater  end  i  II  og  III, 
der  stemmer  godt  med  Resultaterne  efter  Chapins  og  min  Metode. 

Efter  dette  tror  jeg  at  turde  dømme  Ulex's  Metode  som  ubrugelig. 

Surre's  Metode. 

(Ann.  des  Falsifications     4.    Pag.  831.1 

Denne  Metode,  hvorved  man  skulde  kunne  bestemme  Pyridin  ved  Siden  af 
Nikotin,  er  en  polarimetrisk  Metode.  S.  begynder  med  al  fastsætte,  at  ved  Nikotin- 
opløsn.  paa  1 — 8  ":»  er  Drejningsevnen  ligefrem  proportional  med  Koncentrationen, 
og  at  Pyridin  ingen  Indtlydelse  udøver  herpaa. 

Destilleres  en  Opløsning,  der  indeholder  1 — 8  "/u  Nikotin  ved  Tilstedeværelse  af 
Magniumilte  og  Pimpsten,  gaar  næsten  al  Nikotin  over  i  de  første  lôO  cnr' Destillal, 
og  de  folgende  150  cm  '  indeholder  Resten  af  Nikotinen,  medens  iblandede  Pyridin- 
baser  gaar  fuldstændig  over  i  de  første  150  cm  '  Destillal.  Man  bestemmer  derfor 
Nikotin  polarimetrisk  i  de  første  150  cm  '  Destillat  og  titrerer  det  i  de  sidste  150  cm''. 
Anvender  man  50  cm-'  af  Nikotinopløsningen  og  afdestillerer  to  Gange  150  cm  '  med 
Vanddamp,  linder  man  Nikotinindholdet  pr.  Liter  af  følgende  Ligning: 

.4  X  18,-")"  +  /J  X  0,48(1  ; 
hvori   A   er  Drejningen  i  et  20  cm  Rør  ved    20°  C,     n   det  Antal  cm'  "mW.A'O,,  der 
bruges  til  at  neutralisere  100  cm  af  det  andet  Destillat. 

For  Extrakter  angives  følgende  Metode:  Hvis  Extrakten  reagerer  alkalisk,  destil- 
leres 50  cnr'  under  Tilsætning  af  Ig  Magniumille  og  mindst  2  g  pulveriseret  Pimp- 
sten. Hvis  Extrakten  derimod  reagerer  surt,  destilleres  25  cnr'  under  Tilsætning  af 
2  g  Magniumilte  og  mindst  4  g  Pimp.sten.  I  sidste  Tilfælde  maa  Formlens  Konstanter 
fordobles,  altsaa  A  >  37,14  +  n  x  0,'.iT2. 

Koncentrerede  Tobaksextrakter  fortyndes  til  et  Indhold  af  ca.  10  "n  Nikotin. 
Som  Indikator  ved  Titreringen  anvendes  O,',  cm  '  af  en  Luteolopløsning  (1  g  i  500  cnr' 
90  »/»  Alkohol). 

Metoden  har  væsentlig  samme  Fejl  som  Degrazias,  den,  at  det  er  vanskeligt  at 
faa  den  store  Mængde  Nikotin  dreven  over  i  saa  ringe  en  Mængde  Destillat.  Suhue 
har  ganske  rigtig  indset,  at  for  at  faa  Polariseringen  nøjagtig  maa  der  ret  store 
Mængder  Nikotin  til;  men  saa  opstsaar  der  den  meget  store  Vanskelighed  at  faa  al 
Nikotinen  destillere!  over  i  den  Mængde  Destillat,  han  bruger  til  .sine  Undersøgelser. 

Jeg  har  forsøgt  Surres  Metode  paa  rene  Nikotinoplosninger  blandede  med  Pyridin 
og  derved  opnaaet  følgende  Resultat. 

Til  25  cm^  Nikotinopløsning  (9,883  "o,  bestemt  med  Kiselwolframsyre)  og  25  cnr' 
Pyridinopløsn.  (ca.  10  "u)  sattes  2  g  Magniumilte,  og  Blandingen  destilleredes  som  S. 
angiver. 

Destillal   I.     150  cm"  viste    en   Drejningsvinkel   paa  1,'j7°    (Temperatur  23°),   heraf 
beregnedes  efter  Degrazias  Tabel  (S.  39)  1,84950  g  Nikotin. 


47  97 

D  e  s  I  i  1 1  il  t  II.     15(»  cur'  (lugtede  ikke  af  Pyridin.) 

Forbrugte  Ki.o  cm-'  "id  H^SOi  =  0,2689  g  Nikotin. 
Destillat  III.     lüOcm'. 

Forbrugte  1,2.5  cm •'■  ''lu)H^SO^  =  0,0202  g  Nikotin. 

I  de  følgende  100  cm-'  Destillat  kunde  paavises  Nikotin  med  Kiselwolframsyre. 
Fundet  ialt  2,1386  g  Nikotin. 
Beregnet        2,4707  g  „ 

Man  ser  heraf,  at  ved  saa  store  Nikotinmængder  kan  man  end  ikke  drive  al 
Nikotin  over  i  400  cm  '  Destillat,  og  ved  de  tyktflydende  Tohaksextrakter  er  Sagen 
endnu  værre.     Jeg  har~derfor  ikke  forsøgt  Metoden  yderligere. 

Koenigs  Metode. 

(Chem.  Zeitung.    Jahrg.  35.    Pag.  521  og  1047.) 

KoENiG  bestemmer  ligeledes  Nikotin  i  Tobaksextrakter  ved  Polarisering.  Hans 
Metode  er  en  Slags  Modilikation  af  Totlis. 

Han  begynder  med  at  bestemme  Drejningsevnen  for  Nikotin  i  Toluol  og  finder, 
at  Drejningsevnen  er  proportional  med  Koncentrationen.  Den  specifike  Drejnings- 
vinkel  for  Nikotin  i  Toluol  finder  han  =  -^  lOS"",  senere  opgiver  han,  at  Drejnings- 
vinklen  i  Benzol  er-^174°;  i  Toluol  -=-177°;  i  Xylol  -^181',  men  bebuder  en  anden 
Afhandling,  hvor  han  nærmere  vil  gøre  Rede  for  sine  Undersøgelser.  Han  anbefaler 
dog,  af  (irunde  han  ogsaa  vil  meddele  senere,  at  lægge  folgende  specifike  Drejnings- 
vinkler  til  Grund  for  Beregningen:  i  Benzol  H-167°;  i  Toluol  -^170°  og  i  Xylol  ^173°. 

Analysen  udføres  i  øvrigt  saaledes:  20  g  Extrakt  udrives  i  en  glaceret  Porcellæns- 
skaal,  der  rummer  300—400  cm ',  med  4  cm-'  Natriumhydroxydopl.  (1  +  1)  og  udglødet 
Strandsand  til  en  halvtør  Masse;  derpaa  tilsættes  saa  meget  brændt  Gibs,  at  der 
dannes  et  næsten  tort  Pulver.  Dette  rives  i  en  Morter  og  fyldes  i  en  Flaske  med 
Glasprop,  idet  Skaalen  og  Morteren  „skylles"  efter  med  Sand  og  Gibs.  Til  Pulveret 
sættes  100  cm  '  Toluol,  Flasken  lukkes  godt,  bindes  om  fornødent  over  med  Perga- 
mentpapir, og  man  lader  Toluolen  indvirke  i  2 — 3  Timer  under  hyppig  Rystning, 
eller  man  ryster  Flasken  i  een  Time  i  et  Rysteapparat.  Naar  Pulveret  har  sat 
sig,  filtreres  30 — 40  cm  '  gennem  et  tørt  Filter  i  en  tildækket  Tragt  og  polariseres 
derefter  i  et  20  cm  Rør.  Den  aflæ.ste  Drejningsvinkel  divideret  med  3,40  (i  den  første 
Afhandling  angives  3,34)  giver  Indholdet  af  Nikotin  i  100  cm  '  Vædske.  r3a  nu  Nikotin 
opløses  i  Toluol,  uden  at  Rumfanget  formindskes  væsentlig,  altsaa  f  Ex.  1  cm-'  Nikotin 
-f  100  cm'  Toluol  giver  101  cm'  Oplosning,  kan  man  indføre  en  Korrektion  efter 
Formlen  x  =  g — ^|— ;  hvori  g  betyder  de  fundne  Gram  Nikotin  i  100  cur'  Opløsning. 
X  ■  5  giver  Nikotinindholdet  i  Extrakten  i  Procent.  Denne  simple  Korrektion  er  til- 
strækkelig for  praktiske  Formaal.  Til  Kontrol  kan  man  samtidig  titrere  Nikotinen, 
idet  der  til  25  cm'  af  den  filtrerede  Toluolopløsning  sættes  50  cm'  "lu)HCl  (Overskud) 
og  henimod  50—85  cm'  Vand  i  en  rununelig  Kolbe;    derefter  tilsættes  25  cm'  Æter 
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og  4  Draaber  Jodeosiii  (1—500);  under  kraftig  Omrystning  titreres  tilbage  nied 
"lioNaOH  til  lys  Rødfarvning.  1  cm-'  "i»  Saltsyre  =  0,0162  g  Nikotin.  Den  saaledes 
fundne  Nikotinmængde  x  4  ^  Gram  i  100  cm"  Oplosning.  Korrigeret  som  ovenfor 
og  multipliceret  med  5  faas  Nikotinindholdet  i  Procent.  Hvis  man  kun  vil  polarisere, 
kan  Extrakten  udrystes  direkte  med  Toluol  og  Alkalihydroxyd.  De  Resultater,  man 
her  faar  ved  Titrering,  bliver  for  hoje  paa  Grund  af  Nikotintoluolopløsningens 
Ammoniakindhold.  lOg  E^xtrakt  afvejes  i  en  Flaske  paa  ca.  100 cm',  hertil  sættes  ca.  50 
Glasperler,  2  cm' Natriumhydroxydopløsning  (1  +  1)  og  ved  Extrakter  med  mere  end 
50  "/o  Tørstof  5  cm  ■■  Vand.  Derpaa  tit.sættes  50  cnv'  Toluol,  og  man  ryster  hyppig 
i  3  —  4  Timer  eller  l'i^'  Time  i  Rysteapparat.  Derefter  filtreres,  naar  Extrakten  har 
sat  sig  til  Bunds,  og  man  gaar  frem  som  før. 

Korrektionen  retter  K.  senere')  til  den  rigtigere  Formel  .x  =  ff^o^zTg-  Teoretisk 
set  burde  der  naturligvis  tages  Hensyn  til  Nikotinens  Vægtfylde  1,0I12  ved  20°  C; 
Formlen  bliver  da  x  =  ^  ^  l^'  ,  naar  der  ikke  tages  Hensyn  til  Rumfangsforandringen 
ved  Opløsningen. 

ToTH-),  der  anvender  Xylol  i  Stedet  for  Toluol,  linder  ogsaa  Metoden  god  til 
Extrakter,  men  ubrugelig  til  Blade,  da  Udtrækket  her  er  farvet.  Toluolopløsn.  fra 
Extrakter  er  for  farvede  til  at  kunne  polariseres,  derimod  gaar  det  udmærket  med 
Xylol.  KoENic.  •')  svarer  hertil,  at  naar  Udtrækkene  ikke  kan  polariseres,  skyldes  det 
sikkert,  at  Polarisationsapparatet  har  været  for  lyssvagt. 

I  en  senere  Artikel^)  gør  Koenig  opmærksom  paa,  at  det  ikke  er  udelukket,  at 
Extrakterne  kan  indeholde  Spor  af  højredrejende  eller  racemisk  Nikotin;  det  er  der- 
for, man  bør  bruge  de  lavere  specifike  Drejuingsvinkler  ved  Beregningen.  Dette 
Resultat  er  han  kommen  til,  fordi  den  Nikotin,  der  titreres  efter  Torn,  har  den  sp. 
Drejning  i  Toluol  -=-165,iJ;  den,  der  titreres  efter  Kissling''),  -f-170°  i  Toluol.  Meningen 
synes  at  være,  at  Nikotin,  der  er  destilleret  med  Vanddamp,  er  renere  end  Nikotin, 
der  er  udtrukken  af  Extrakten  med  Toluol. 

1  en  af  sine  Afhandlinger  (1.  c.''))  slaar  Koenig  stærkt  til  Lyd  for  den  direkte 
Udrystning,  anvendt  til  Polarisering  og  til  Titrering.  I  sidste  Tilfælde  fjernes  Ammo- 
niakken ved  ganske  simpelt  at  lade  Oplosningen  henstaa  nogle  Timer  i  '  ;i  til  '/:; 
fyldte,  utilproppede  ^'lasker;  Oplosningen  indeholder  da  ikke  paaviselige  Sjjor  af 
Ammoniak  og  kan  titreres  som  før  angivet. 

Jeg  har  søgt  at  bestemme  Drejningsevnen  for  Nikotin  i  Toluol,  dels  for  Nikotin- 
toluolopløsninger  fremstillede  af  ren  Nikotin,  dels  af  Nikotin  fra   Extrakter. 

.leg  har  brugt  den  direkte  Udrystning  og  dels  bestemt  Drejningsevnen,  dels 
udrystet  10  cm"'  med  Syre  og  fældet  det  sure  Udtræk  med  Kiselwolframsyre. 


')  Cliem.  Zeitung.    Jahrg.  36.    Pag.  86. 

■')  Chem.  Zeitung.    Jalirg.  35.  Pag  936.    Her  foreslaar  Toth  at  bruge  Xylol  i  Stedet  for  den  brand- 
farlige Æter-Petioleumsæter-Blanding. 

')  Chem.  Zeitung.    Jahrg.  35.    Pag.  1048. 

')  Ibid.    Jahrg.  36.    Pag.  86. 

°)  Handbuch  d.  Tabakkunde.    2.  Aufl.    Pag.  334. 
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Til  at  udtrække  med  har  jeg  brugt  Toluol,  der  rektificeredes  saaledes,  at  kun 
den  üel,  der  kogte  ved  110°  (746  mm  Lufttryk),  brugtes.  Bestemmelsen  foretoges 
saaledes:  til  den  afvejede  Mængde  Nikotinklorhydrat  sattes  10  cm'  Nalriumbydroxyd- 
opløsning  (20  "  u)  og  50  cm  '  Toluol,  derefter  henstilledes  Blandingen  under  Omrystning 
i  10  Timer.  Drejningsevnen  l)estemtes  ved  Natriumlys  i  20  cm  Rør,  og  Nikotinmængden 
bestemtes  som  ovenfor  angivet  i  10  cm'  Opløsning.  Heraf  beregnedes  den  specifike 
Drejning  af  den  almindelige  Formel:  ^^    jqq 

hvor  a  er  den  aflæste  Drejning;  c  Antal  Gram  Stof  i  100 cm'.    Temperaturen  var  20°. 
Resultatet  var  folgende: 

(Afvejet  Nikotin  betyder  Nikotinklorhydrat  omregnet  til  Nikotin.) 


Afvejet 
Nikotin 


Kiselwolfram- 
salt  tonet  ved 
1  120° 


Nikotin 

i  100  cm» 

Fundet 


1 ,1029 
1,7574 
0,7276 


2,1032 
3,3033 
1,4166 


Samlet 

Niliotinmængde. 

Fundet 


Aflæst 
Drejning 


H;, 


2;1282 
3,8424 

1,4333 

aj„  Middeltal 


1,0872 
1,7228 
0,7271 

-T-  175,9° 


7,37° 

H-  173,2° 

11,72° 

^  175,3° 

5,05° 

-^  176,1° 

Jeg  finder  altsaa  den  rene  Nikotins  Drejningsevne  i  Toluol  lidt  lavere  end  Koenig. 

Forsøget  viser  et  andet  vigtigt  Forhold,  nemlig,  at  der  holdes  smaa  Mængder 
Nikotin  tilbage  i  den  alkaliske  Blanding;  det  drejer  sig  ganske  vist  kun  om  meget 
smaa  Mængder,  men  nok  til,  al  de  kan  paavises  med  Kiselwolframsyre,  efter  at  den 
alkaliske  Vædske  er  syret  med  Saltsyre. 

Koenig  angiver,  at  den  Nikotin,  der  udtrækkes  af  Tobaksextrakter  med  Alkali- 
hydroxyd  og  Toluol,  har  en  lidt  lavere  specifik  Drejning  end  den  rene  Nikotin. 

Mine  Forsøg  viser  det  samme: 


Extrakt  "       Afvejet 


Salt  tørret 
ved  120° 


Nikotin 

i  "lo 


Drejning 


Nikotin  i  »lo 
(Koenig) 


Nikotin 

efter  egen 

Metode 


[«]/; 


I 

10,15 

1,3860 

6,75  "lo 

4,60° 

6,79  "lo 

6,52  »lo 

-=-164 

II 

10,28 

2,1063 

10,36  »lo 

7,17° 

10,48  »lo 

10,58  »lo 

-f-  16S,2 

III 

10,30 

1,2647 

6,21  »lo 

4,21° 

6,09  »lo 

6,38  °/o 

-H  164,5 

III 

10,17 

-1-1  g  Pyridin 

4,02° 

6,06  »lo 

Middeltal  =  -=- 105,6°. 

Analyserne  er  foretagne  efter  Udrystningsmetoden.  10  cm' af  Toluolopløsningen 
er  udrystet  med  Saltsyre  og  det  saltsure  lUltræk  fældet  med  Kiselwolframsyre;  herved 
fremkommer  Tallene  i  anden  Række.    Tallene  i  femte  Række  fremkommer  ved  Bereg- 

D.  K.  D.  Vidensk.  Selsk.  SUr.,  naturvidensk.  og  iiLilheni.  Aid.,  8.  Riokke,  I.  J  14 
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iiiiig  efter  Koeiiigs  Melode  og  med  den  uf  liaiii  l'oreslaaede  Korrektion;  i  det  sidste 
Forsøg  er  der  ved  Korrelationen  taget  Hensyn  til  den  tilsalte  Pyridins  Rumfang. 

Man  ser  af  Tabellen,  at  Resultaterne  stemmer  ret  godt  overens  med  dem  efter 
min  egen  Metode.  Pyridin  øver  ingen  Indflydelse.  Metoden  er  desuden  baade  let 
og  hurtig  al  udfore,  saa  den  kan  anbefales,  hvor  det  drejer  sig  om  at  gøre  mange 
Analyser.  De  aflæste  Drejningsvinkler  er  temmelig  store,  saa  den  Fejl,  der  altid  vil 
indsnige  sig,  kommer  næppe  til  at  spille  nogen  Rolle.  Koeniü  har  allsaa  udarbejdet 
en  hurtig,  temmelig  nøjagtig  Metode,  der  tager  Sigte  paa  Pyridin.  Til  Analyse  af 
Handelspræparater  kan  den  anbefales,  da  den  er  meget  hurtig  og  tilstrækkelig 
nøjagtig. 

Man  bør  blot  ryste  Flasken  med  Toluol  og  Tobaksextrakt  flittig  og  ikke  nøjes 
med  at  lade  den  henstaa  i  4,  men  hellere  i  12  Timer,  thi  man  risikerer  ellers,  at 
man  ikke  faar  al  Nikotin  med. 

Beutuanl)  et  Javillier  ')  har  omtrent  samtidig  angivet  et  lignende  Princip  til 
at  bestemme  Nikotin  sammen  med  Pyridin.  Det  titrerede  Destillat,  der  indeholder 
baade  Nikotin  og  Pyridin,  fældes  med  Kiselwolframsyre  i  siu-  Vædske;  del  kan  her 
være  hensigtsmæssigt  at  tilsætte  en  Oplosning  af  en  Elektrolyt  for  lettere  al  faa 
Bundfaldet  til  at  sætte  sig,  f.  Ex.  en  1 — 2  " n  Ammoniumkloridoplosning.  Bundfaldet 
samles,  udvaskes  og  sønderdeles  med  fortyndet  Natriumhydroxydopløsning.  Derefter 
udrystes  tre  (îange  med  Kloroform,  —  saa  meget,  at  hele  Kloroformoplosningen  udgør 
mellem  5  ell.  10  cm '.  Drejningsevnen  bestemmes,  og  heraf  beregnes  Nikotinindholdet. 
Ved  20°  er  den  spe.  Drejning  i  Kloroform  161°,ô5.  Nikotinmængden  beregnes  af  den 
kendte  Formel  ^    ^ 

hvor  u  er  Nikotinens  Vægt. 

Jeg  har  ikke  prøvet  Metoden,  da  den  syntes  mig  for  besværlig,  og  Koenigs 
Metode  gav  fuldtud  tilfredsstillende  Resultater. 


Forsøg  paa  at  adskille  Nikotin  og  Pyridin. 


De  første  Forsøg  paa  at  adskille  Nikotin  fra  Pyridinbaser  findes  hos  Vohl  og 
Eulenberg'-),  der  benytter  sig  af,  at  Nikotinens  Zinkkloriddobbeltsalt  (nærmere  be- 
skrevet af  Vohl-'))  er  tungtopløseligt  i  Æter  og  Vinaand.  Mine  Forsøg  herover  har  givet 
det  Resultat,  at  Pyridin  ogsaa  fældes  om  end  ikke  saa  fuldstændig.  Jeg  forsøgte 
derfor  ad  anden  Vej.    Thoms  ^)  angiver,  at  hvis  man  destillerer  en  Blanding  af  Nikotin 

')  Ann.  d.  chimie  analytique.    Tome  16.    Pag.  255. 

■-')  Archiv  d.  Pharm.    Bd.  197.    Pag.  152. 

3)  Journal  f.  prakt.  Chemi.    1870  [2].    Bd.  2.    Pag.  ;S31 

■•)  Ber.  d.  deutsch,  pharm.  Gess.    lilUO.    Pag.  25. 
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og  Pj'ridin  eller  dets  Homologer  med  Vanddamp  og  Eddikesyre,  bliver  Nikotin  til- 
bage i  Vædsken,  medens  Pyridin  eic.  gaar  med  over.  Pontag  ^)  har  forsøgt  paa  samme 
Maade  og  finder  Metoden  fortræll'elig,  men  hverken  Thoms  eller  han  anfører  noget 
direkte  Bevis,  higen  af  de  to  Forskere  har  brugt  Metoden  paa  Tobakspræparater, 
men  ved  Undersøgelser  af  Tobakkens  Forbrændingsprodukter. 

Jeg  har  forsøgt  Metoden  kombineret  med  Kiselwolframsyremetoden  og  herved 
faaet  brugehge  Resultater. 

Jeg  begyndte  med  at  undersøge  Pyridins  Forhold  specielt  overfor  Kiselwolfram- 
syre,  men  ogsaa  overfor  andre  Alkaloidreagenser. 

Til  Ü,ö  cm''  Alkaloidoplosning  af  den  i  Tabellen  angivne  Styrke  (opløst  i  1  "i« 
Eddikesyre)  sattes  paa  et  Urglas  2  Draaber  af  Reagenset.  Urglasset  stilledes  paa  sort 
Papir,  og  Reaktionen  kom,  hvis  intet  andet  er  bemærket,  efter  20  Sekunders  Forlob; 
dette  er  i  Tabellen  betegnet  med  -(-;  ingen  Reaktion  betegnes  med  0.  Andre  Bemærk- 
ninger er  anførte.    Metoden  er  den  af  Springer  -')  anvendte. 

De  forsøgte  Reagenser  var: 

1)  Kaliumwismutjodid. 

2)  Kaliummerkurijodid. 

3)  Jod  i  Kaliumjodid. 

4)  Kiselwolframsyre  (12  "n  vandig  Opløsning). 

5)  Fosforwolframsyre  (10  "/o  i  "!■■  H,SO.,). 

6)  Fosformolybdænsyre  (10"»  i  10  "n  Salpetersyre). 

Resultatet  var  følgende  : 


Pyridin. 


Koncentr. 


Kalium- 


Kalium- 


Jod  i 


Kisel- 


Fosfor- 


Fosfor- 


wismutjodid  t  merkurijodid      Kaliumjodid      wolframsyre     wolframsyre     niolybdænsyre 


Nikotin. 


1:5000 

-f- 

+ 

-L 

+ 

+ 

1:10000 

-1- 

+ 

+ 

-L 

-1- 

+ 

1:20000 

+ 

-L 

■4- 

+ 

+ 

+ 

1:30000 

+ 

+ 

-1- 

+ 

+ 

+ 

1  :  40000 

+ 

-4- 

-|- 

svag 

svag 

svag 

')  Zeitschr.  f.  Untersuch,  d.  Nahr. 
-)  Apot.  Zeitung.     Hi02.    Pag.  202. 


u.  (ienussinittel.    Bd.  (i.    Pag.  6fi7. 
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Chapin')  finder,  at  Pyridin  fældes  af  KiselwoKramsyre  i  Opløsn.  1  :5()Ü0;  i  For- 
tynding 1  :  10000  fandtes  intet  Bundfald  efter  48  Timers  Forlob.  Derimod  giver  Pyri- 
dinbaser  fra  „coal  tar  creosote"  tungere  opløseligt  Bundfald;  omkring  1:50000  til 
1  :  100000.  Højere  Pyridinbaser  giver  et  fnugget  Bundfald.  Bundfaldene  giver  alle  ved 
at  vaskes  med  syreholdigt  Vand  et  Filtrat,  der  fældes  af  Nikotinopløsning.  C.  mener 
derfor,  at  al  Pyridin  kan  vaskes  bort. 

Toth")  angiver,  at  Pyridinbaser  ikke  fældes  i  saltsur  Væske  af  Kisehvolfram- 
syre,  men  det  fremgaar  af  det  ovenfor  sagte,  at  dette  ikke  er  rigtigt. 

Hvilken  Indflydelse  Pyridin  kan  have  paa  Resultatet,  ses  af  folgende  Forsøg: 

1)  Til  10  cnv'  Nikotinoplosn.  sattes  100  cur'  Saltsyre  {l"uHCl)  og  derefter  fæl- 
dedes med  Kiselwolframsyre.    Bundfaldet  var 

0,9728  g  Salt  (tørret  ved  120°),  svarende  til  0,0984  g  Nikotin. 

2)  10  cm^  Nikotinopløsn.  +  2,-5  cm-^  Pyridinopløsn.  (ca.  1  *"n)  fældedes  som  før. 
Bundfaldet  var 

l,0l3i;g  Salt  (tørret  ved  120°),  svarende  til  0,1026  g  Nikotin. 

3)  10  cm-'  Nikotinopløsn.  -f  1  cm-'  Pyridinopløsn.  (ca.  1  •'/o)  fældedes  .som  før. 
Bundfaldet  var 

0,99{)T  g  Salt  (tørret  ved  120°),  svarende  til  0,1007  g  Nikotin. 

Heraf  ses,  at  Pyridin  i  større  Mængde  giver  Anledning  til  for  høje  Resultater. 
Jeg  har  ved  alle  tre  Forsøg  udvasket  med  100  cm  '  Salt.syre  (1  "o  HCl). 

Ved  at  Par  rent  kvalitative  Forsøg  har  jeg  forsøgt  at  faa  at  vide,  om  den 
Metode,  som  Thoms  angiver,  kunde  bruges. 

a)  ca.  O, '2  g  Pj'ridin  opløstes  i  60  cm  '  Eddikesyre  (15  "/u)  og  destilleredes  med 
Vanddamp,  saa  at  der  afdestilleredes  175  cm-'.  Den  sidste  Del  af  Destillatet  fældedes 
ikke  af  Kiselwolframsyieopløsn.  Til  Kolbens  Indhold  (ca.  25  cm"  Vædske)  sattes  lidt 
Saltsyre  og  derpan  Kiselwolframsyre.  Der  kom  kun  et  meget  ringe  Bundfald  efter 
en  Times  Henstand. 

b)  ca.  0,2  g  Nikotin  opløstes  i  60  cm''  Eddikesyre  (15  "m)  og  destilleredes  som 
før  med  Vanddamp.  Da  150  cm  '  var  gaaet  over,  gav  5  cm  '  af  det  folgende  Destillat 
ved  Tilsætning  af  Kiselwolframsyre  en  Opalisering,  men  intet  Bundfald. 

Af  disse  Forsøg  tør  sluttes,  at  Thoms  Antagelse  til  dels  er  rigtig,  Pyridin  kan 
afdestilleres  fuldstændig  af  Eddikesyre  med  Vanddamp.  Nikotin  gaar  kun  med  som 
Spor.  Af  andre  Syrer  har  jeg  prøvet  Oxalsyre,  der  tilbageholdt  baade  Nikotin  og 
Pyridin.  Myresyre  holdt  ikke  Nikotin  tilbage.  Salicylsyre  viste  samme  Forhold  som 
Eddikesyre,  men  er  mindre  bekvem  at  have  med  at  gøre. 

Det  vanskelige  ved  Metoden  ligger  i  at  se,  naar  al  Pyridin  er  fjernet.  Hvis 
man  gaar  ud  fra,  at  al  Pyridin  (naar  det  kun  drejer  sig  om  ca.  0,2  g)  er  gaaet  over, 
naar  der  er  afdcstilleret  ca.  175  cm\  og  Vædskens  Rumfang  i  Destillationskolben  er 
reduceret   til   ca.  en  Trediedel,   gør   man  ikke  meget  forkert.     Jeg  har  i  de  følgende 

')  1.  c.  Pag.  42. 

--)  Chem.  Zeitung.    Bd.  'Mi     Hag.  937. 
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Forsøg  afdestilleret  125  cur',  og  idet  jeg  er  gaaet  ud  fra,  at  den  største  Mængde  Pyridin 
nu  var  gaaet  over,  har  jeg  prøvet  de  følgende  Destillater  med  Kiselwolfranisyre  for 
at  se,  naar  der  begyndte  at  gaa  Nikotin  over.  Ved  denne  Metode,  hvis  Mangler  jeg 
ingenlunde  er  blind  for,  er  det  lykkedes  mig  at  faa  Fejlene  ned  til  ca.  2  "/o,  et  Resultat, 
der  ved  tekniske  Analyser  maa  kaldes  tilstrækkeligt. 

Følgende  Forsog  viser  mine  Resultater.  Den  anvendte  Nikotino])løsning  inde- 
holdt 0,9932  "(I  Nikotin. 

1)  Til  10  cm-'  Nikotinopløsn.  sattes  50  cm '  15""  Eddikesyre;  derefter  afdestil- 
leredes 175cm'  med  Vanddamp.  Da  der  var  gaaet  140  cm '  over,  gav  de  følgende 
Destillater  en  svag  Opalisering  med  Kiselwolfranisyre  og  svag  Saltsyre.  Kolbens  Ind- 
hold syredes  med  5  cm'  Saltsyre  (15" o),  fyldfes  op  med  Vand  til  100  cm'  og  fældedes 
med  Kiselwolfranisyre.     Resultatet  var 

0,9601  g  Salt  (tørret  ved  120°),  svarende  til  0,971.5  "/o  Nikotin. 

2)  10  cm' Nikotinopløsning  —  10  cm"  l"(i  Pyridinopløsning  behandledes  ganske 
som  før.  Destillatet  var  175  cm'.  Da  150  cm"  var  gaaet  over,  gav  de  følgende  Destil- 
later svag  Reaktion  med  Kiselwolfranisyre  og  Saltsyre.  Nikotin  bestemtes  som  før. 
Resultatet  var 

0,9950  g  Salt  (tørret  ved   120"),  svarende  til  1,00(38  "d  Nikotin. 
En  anden  Nikotinopløsning,   indeholdende   0,7989  "/o  Nikotin,  prøvedes.     Der   er 
taget  10  cm"  af  Opløsningen  i  Arbejde. 

1)  Rehandledes  som  før.  Destillatet  var  125  cm".  Nikotinen  bestemtes  ganske 
som  før.     Resultatet  var 

0,7848  g  Salt  (torret  ved  120°),  svarende  til  0,7947  "/o  Nikotin. 

2)  10  cm"  Oplosn.  +  0,2  Pyridin;  behandledes  som  før.  Destillatet  var  175  cm" 
Nikotinen  bestemt  som  før.     Resultatet  var 

0,7882  g  Salt  (tørret  ved  120''),  svarende  til  0,797-5  "  o  Nikotin. 

De  to  sidste  Forsøg  har  været  ualmindelig  gode,  men  selv  de  to  første  maa 
kaldes  tilfredsstillende,  hvor  det  ikke  gælder  saa  stor  Nøjagtighed. 

Anvendt  paa  Tobaksextrakter  bliver  Metoden  som  følger: 

2 — 5  g  Tobaksextrakt  behandles  med  Alkali  og  Æter-Petroleumsæter  som 
angivet  Pag.  16.  25  cm"  af  Æter-Petroleumsæteropløsning  udrystes  tre  Gange  med 
20  cm"  Eddikesyre  (15"/").  Den  eddikesure  Vædske  destilleres  i  en  Kolbe  paa 
ca.  500  cm"  med  en  Strøm  af  Vanddamp.  Destillationskolben  opvarmes  svagt  under 
hele  Destillationen,  saa  at  Vædskens  Rumfang  formindskes  til  ca.  Va.  Der  afdestilleres 
mellem  150 — 200  cm*,  idet  man,  naar  125  cm"  er  gaaet  over,  prøver  5  cm'^  af  det 
følgende  Destillat  med  2  Draaber  Saltsyre  og  2  Dr.  Kiselwolframsyreopløsning.  Naar 
der  herved  kommer  Opalisering  eller  svagt  Bundfald,  begynder  der  at  gaa  Nikotin 
over,  og  Destillationen  maa  afbrydes.  Naar  Vædsken  i  Kolben  er  bleven  kold,  til- 
sættes 5  cm"  Saltsyre  (15  "lo),  og  Opløsningen  skylles  med  Vand  over  i  et  Bægerglas. 
Den  samlede  Vædskemængde  vil  da  udgøre  ca.  100  cm".  Denne  fældes  med  Kisel- 
wolfranisyre, og  man  gaar  frem  som  angivet  Pag.  16. 
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Et  Par  Analyseresultater  vil  vise,  nt  Metoden  kan  bruges: 

Extraktprøve  I   (6,52  "/o  Nikotin). 

Der  afvejedes  4,589  g  Extrakt,  hvortil  sattes  0,3  g  Pyridin.  Blandingen  behand- 
ledes som  angivet  i  Forskriften.    Resultatet  var 

1,4877  g  Salt  (tørret  ved  120°),  svarende  til  6,.5fi  "'o  Nikotin. 

Extraktprøve  III   (6,38  ''i«  Nikotin). 

Der  afvejedes  3,3'.)5  g  Extrakt,  hvortil  sattes  0,3  g  Pyridin.  Blandingen  behand- 
ledes som  angivet  i  Forskriften.    Resultatet  var 

1,0927  g  Salt  (tørret  ved  120"),  svarende  til  6,51  "lo  Nikotin. 

Resultaterne  er  vel  lidt  for  høje,  men  Metoden  kan  altsaa  bruges.  Den  er  noget 
besværligere  end  Kof.nigs,  men  tager  dog  kun  kort  Tid.  Dens  svage  Punkt  ligger  i 
at  faa  al  Pyridin  drevet  over,  uden  at  der  gaar  nogen  Nikotin  med  ;  det  kræver 
Øvelse  og  Omhu,  men  saa  kan  man  ogsaa  faa  Resultater,  der  er  tilstrækkelig  nøj- 
agtige. Det  maa  heller  ikke  glemmes,  at  der  i  dette  Tilfælde  er  arbejdet  med  relativ 
store  Pyridinmængder. 


Paavisningen  af  Pyridin  i  Tobaksextrakter  foretages  lettest  saaledes  :  til  15-20 cm'' 
af  det  æteriske  Udtræk  af  den  alkaliske  Tobaksextrakt  .sættes  i  en  Skaal  nogle  Draaber 
Eddikesyre,  og  man  lader  den  æteriske  Vædske  fordampe  fuldstændig.  Til  Inddamp- 
ningsresten  sættes  en  0,5  g  krystallinsk  Natriumkarbonat  og  ca.  5  g  pulv.  Natrium- 
borat. Det  hele  omrøres  og  blandes  omhyggelig.  Pyridin  vil  da  give  sig  til  kende 
ved  Lugten.  Paa  denne  Maade  kan  man  paavise  mindre  end  eet  Centigram  Pyridin 
ved  Siden  af  25  Gange  saa  meget  Nikotin.  Metoden  er  angivet  af  A.  Wohlk')  til  at 
paavise  Pyridin  i  Ammoniaksalte;  jeg  har  funden  den  vel  egnet  til  dette  Brug. 


Afsluttende  Bemærkninger. 


Hermed  slutter  jeg  Arbejdet  om  Bestemmelse  af  Nikotin  i  Tobak  og  Tobaks- 
præparater.     Jeg  har  gennemgaaet  de  Metoder,  der  kan  have  Betydning. 

Til  Slut  skal  jeg  nævne,  at  der  er  fremkommet  et  Par  nye  Metoder,  nemlig 
Gaze's^)  Metode,  og  E.  F.  Hahrison  og  P.  A.  W.  Seef's ').  Begge  Metoder  syntes  mig 
for  besværlige,  saa  jeg  har  ikke  prøvet  dem  igennem.  Kissling*)  bebuder  en  kolori- 
metrisk  Metode;  den  er,  saa  vidt  jeg  kan  se,  ikke  offentliggjort  endnu. 


')  Arcliiv  f.  Pharmacie  og  Chemi.    1912.    No.  10. 
-)  Apotelter  Zeitung.    1911.    Pag.  939. 
»)  Pharmaceutical  Journal.    [4].    Vol.  34.    Pag.  718. 
*)  Chem.  Zeitung,    .lalirg.  39     Pag.  98. 
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Gennem  de  omtalte  Analyser  tror  jeg  al  have  givet  en  Metode,  der  kan  staa 
for  en  indgaaende  Kritik  og  kan  anvendes,  selv  hvor  det  drejer  sig  om  at  udføre 
mange  Analyser.  Desuden  har  jeg  bevist,  at  alle  de  andre  Metoder  (undtagen  Koenig's) 
er  behæftede  med  større  eller  mindre  Fejl. 

Jeg  har  ikke  taget  Hensyn  til  den  ringe  Mængde  af  med  Nikotin  beslægtede 
Alkaloider,  der  findes  i  Tobak');  men  Mængden  heraf  er  ogsaa  saa  ringe,  at  man 
kan  se  bort  derfra. 

Spørgsmaalet  om  Adskillelsen  af  Nikotin  og  Pyridinbaser  anser  jeg  ikke  for 
fuldstændig  løst,  men  haaber  at  komme  tilbage  dertil. 

Tilslut  tillader  jeg  mig  at  bringe  min  Chef  Hr.  Prof.  Chiusthnskn  min  dybeste 
Tak  for  den  Beredvillighed,  hvormed  han  har  givet  mig  Tid  og  Lejlighed  til  at 
udføre  dette  Arbejde. 


')  Ber.  cl.  Deutsch,  chem    Ge.s.    Hd.  34.    Pag.  (i96. 
København,  Oktober  11114. 
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INDLEDNING 


For  intet  andet  af  vore  Husdyr  —  ja  vel  næppe  for  nogen  anden  Dyreart  — 
spiller  de  til  Tyfus-Coligruppen  hørende  Bakterier  en  tilnærmelsesvis  saa  stor  Rolle 
som  for  Kvæget,  og  navnlig  for  de  ganske  spæde  Kalves  Vedkommende  indtager  de 
Sygdomme,  der  skyldes  de  nævnte  Bakterier,  en  aldeles  dominerende  Plads.  For 
den  rationelle  Kvægavl  er  disse  Sygdomme  derfor  af  en  meget  stor  økonomisk  Be- 
tydning, og  nogle  af  dem  er  ogsaa  i  hygiejnisk  Henseende  af  meget  stor  Interesse 
paa  Grund  af  den  Fare,  som  de  frembyder  for  Mennesket  (Kødforgiftninger). 

Af  de  tre  store  Undergrupper,  hvori  de  til  Tyfus-Coligruppen  hørende  Bakte- 
rier almindeligvis  sondres,  nemlig  Tyfus-,  Paratyfus-  (Svinepest-)  og  Coligruppen,  er 
det  kun  de  to  sidstnævnte,  der  er  repræsenterede  blandt  de  kalvepathogene  Bakte- 
rier. Ægte  Tyfusbaciller  er  kun  en  enkelt  Gang  paavist  hos  Kvæget  —  i  en  Miltabsces 
hos  en  Ko  (Levy  &  Jacobsthal)  —  og  man  kan  derfor  i  denne  Forbindelse  praktisk 
talt  se  borl  fra  dem.  Til  Gengæld  er  da  de  til  Paratyfus-  og  Coligruppen  hørende 
Former  særdeles  hyppig  forekommende  som  Sygdomsaarsag  hos  Kalve. 

Hvad  de  til  Paratyfus-Gruppen  hørende  Bakterier  angaar,  da  tinder  vi  hos 
Kalve  to  vel  adskilte  pathogène  Former.  Hyppigst  trætTer  vi  den  af  C.  O.  Jensen 
med  Navnet  Paracoli  betegnede  Form,  der  i  Virkeligheden  paa  saa  godt  som  alle 
Omraader  stemmer  overens  med  den  ved  Kødforgiftninger  forekommende  og  for 
Mennesket  stærkt  pathogène  Gaerlnerbacil  (Bacillus  enleritidis  Gaertner).  Den  anden 
—  mindre  hyppig  forekommende  —  kalvepathogene  Form  stemmer  i  enhver  Hen- 
seende overens  med  Paratyfiis-B-Bacillerne,  i  Særdeleshed  de  ved  Kodforgiftninger 
forekommende.  Baade  Paracoli-  og  Paratyfus-B-Bacillerne  kan  forekomme  hos 
ganske  spæde  Kalve;  men  hyppigst  træffes  de  dog  hos  noget  ældre,  fra  14  Dage  eller 
3  Uger  til  flere  Maaneder  gamle  Kalve.  —  I  Modsætning  hertil  træffer  vi  de  meget 
hyppig  forekommende  Coliinfektioner  næsten  udelukkende  hos  ganske  sfnrde  Kalve 
(fra  1 — 5  Dage  gamle),  medens  vi  kun  rent  undtagelsesvis  (inder  disse  Bakterier  som 
Sygdomsaarsag  hos  ældre  Kalve. 

De  Sygdomme,  som  de  til  Paratyfus-  og  Coligruppen  hørende  Bakterier  frem- 
kalder hos  spæde  Kalve,  er  iøvrigt  i  klinisk  Henseende  temmelig  ens,  saaledes  at  det 
ikke  ved  den  kliniske  Undersøgelse  er  muligt  med  Sikkerhed  at  adskille  dem.  De 
forløber  i  Reglen  akut  under  Symptomer  paa  Enteritis  og  under  stærk  Almenliden 
og  Svækkelse,  og  i  de  fleste  Tilfælde  sker  der  en  Overgang  af  de  pathogène  Bak- 
terier   fra    Tarmen    i    Blodbanerne.      Det    mest    iøjnefaldende    kliniske    Symptom 
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er  sfærk  Diarrhoe,  og  fra  gammel  Tid  er  alle  Diarrhoeformer  hos  Spædkalve  sarn- 
menfallede  under  den  kliniske  Betegnelse  Kalneiliarrhoe,  idel  man  opl'ntlede  dem 
som  en  Enhed.  Førsl  ved  Studiet  af  Kalvediarrhoens  Ætiologi  kom  man  til  Klar- 
hed over,  at  det  til  Trods  for  det  ret  ensartede  kliniske  Forloh  og  de  delvis  ogsaa 
ret  ensartede  pathologisk-anatomiske  Forandringer  dog  alligevel  ikke  drejede  sig  om 
nogen  Enhed,  men  om  en  Række  ætiologisk  forskellige  Sygdomme.  Foruden  de 
alt  nævnte  til  Paratyfus-  og  Coligruppen  hørende  Bakterier,  kan  vi  saaledes  i  nogle 
Tilfælde  af  Kalvediarrhoe  finde  Former  henhørende  til  andre  Bakteriegrupper  (Di- 
plokokker, Proteusbaciller,  Pasleurella)  som  Aarsag;  men  det  er  dog  de  førstnævnte 
Bakterier,  der  paa  Grund  af  deres  meget  hyppige  Forekomst  har  langt  den  største 
Betydning,  og  naar  Talen  er  specielt  om  de  hos  Spædkalvene  optrædende  Infek- 
tioner, er  det  først  og  fremmest  Colibacillerne,  vi  faar  med  al  gøre;  det  er  da  ogsaa 
dem,  vi  i  det  følgende  i  det  væsentlige  vil  komme  til  al  beskæftige  os  med. 

Det  i  praktisk  Henseende  sæ'rdeles  viglige  Sporgsmaal  om  disse  Infektioners 
Genese  har  særlig  for  Coliinfektionernes  Vedkommende  flere  Gange  og  fra  forskellig 
Side  været  Genstand  for  Undersøgelse,  og  forskellige  Anskuelser  har  her  pjort  sig 
gældende.  I  1892  paaviste  C.  O.  Jensen  Colibaciller  som  Aarsag  til  Kalvediarrhoe, 
og  allerede  i  disse  sine  første  Under.søgelser  over  denne  Sygdom  kom  han  ind  paa 
de  pathogène  Colibacillers  Opi'indelse  og  deres  Forhold  til  de  i  Tarmen  hos  sunde 
Spædkalve  normalt  forekommende  Colibaciller.  Disse  Undersøgelser  viste,  at  de  patho- 
gène og  de  hos  sunde  Kalve  i  Tarmen  forekommende  Colibaciller  forholdt  sig  idenlisk  i 
morfologisk  og  kulturel  Henseende.  Kun  med  Hensyn  til  deres  Pathogenitel  ved  Fod- 
ring eller  Indpodning  paa  sunde  Kalve  forholdt  de  sig  forskellig;  medens  Kalvediarrhoc- 
bacillerne  viste  sig  stærkt  pathogène  og  ved  Fodring  fremkaldte  en  hurtig  forløbende 
og  dødelig  Sygdom,  lykkedes  det  ikke  selv  ved  Fodring  med  store  Mængder  af  de 
normalt  forekommende  Colibaciller  at  fremkalde  nogen  Sygdom  eller  højst  en  forbi- 
gaaende,  let  Diarrhoe.  Det  var  altsaa  sikkert,  at  der  med  Hensyn  til  de  pathogène 
Egenskaber  overfor  Kalve  var  en  betydelig  Forskellighed  mellem  de  fra  Kalve- 
diarrhoe og  de  fra  sunde  Kalve  stammende  Colibaciller,  til  Trods  for  at  de  paa 
mange  andre  Omraader  stemmede  ganske  overens.  Spørgsmaalet  om  de  pathogène 
Formers  Forhold  til  de  normalt  forekommende  Bakterier  var  herigennem  rejst,  og 
C.  O.  Jensen  præciserede  det  nærmere,  idet  han  opstillede  to  Muligheder:  enten 
var  Kalvediarrhoebakterierne  trods  de  mange  Lighedspunkter  ikke  identiske  med 
de  almindelige  Tarmbakterier,  eller  de  maatte  anses  for  pathogène  Varieteter  af 
disse,  og  for  saa  vidt  identiske  med  dem,  som  kun  de  pathogène  Egenskaber  var 
blevet  ændrede,  medens  de  andre  Egenskaber  var  forblevet  uforandrede. 

Paa  det  daværende  Tidspunkt  var  imidlertid  en  Række  af  de  meget  vigtige 
Identificerings-  og  Adskillelsesmidler,  som  Bakteriologien  nu  raader  over,  ikke  kendt; 
dette  gælder  saaledes  Undersøgelsen  af  Bakteriernes  Evne  til  at  forgære  forskellige 
Stoffer  (Sukkerarter  og  dermed  beslægtede  StolTer)  samt  hele  den  Række  vigtige 
Reaktioner,  som  Serologien  har  givet  os  i  Hænde  (Agglutination,  Komplementbin- 
ding, Immunisering). 
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Alligevel  bragte  C.  O.  Jensens  første  Forsøg  et  meget  interessant  og  for  det 
omhiHullede  Sporgsmaal  meget  vigligl  Resultat.  C.  O.  Jensen  fandt  nemlig,  at  man 
ved  at  indgive  nyfødte  og  ganske  sunde  Kalve  en  ringe  Mængde  af  et  eller  andet 
irriterende  Stof  som  visse  Desinfektionsmidler  (Kreolin,  Jodtrichlorid,  Pyoktanin, 
Formalin)  eller  blot  kogt  Mælk,  var  i  Stand  til  at  fremkalde  en  til  den  typiske 
Kalvediarrhoe  svarende  Sygdom  og  —  hvad  der  var  særlig  vigligt  —  der  skete 
under  Sygdommen  en  Overgang  af  Colibaciller  fra  Tarmen  i  Blodbanerne,  saa  at 
der  ganske  som  ved  den  spontane  Colibacillose  forelaa  en  Enteritis  med  efter- 
følgende Septikæmi,  foraarsagel  af  Colibaciller.  Da  en  spontan  Infektion  med  viru- 
lente Colibaciller  kunde  udelukkes  i  de  onilalle  Forsøg,  kunde  de  i  Blodet  ind- 
trængte Colibaciller  kun  stamme  fra  de  i  Tarmen  værende,  normalt  forekom- 
mende Colibaciller.  C.  O.  Jensen  forklarede  dette  meget  interessante  Forhold 
ved,  at  den  spæde  Kalvs  Modstandskraft  nedsættes  paa  Grund  af  de  nævnte 
StotTers  irriterende  eller  betændelsesfremkaldende  Virkning  paa  Tarmslimhinden; 
herved  bliver  de  i  Tarmen  værende  —  oprindelig  ikke  pathogène  —  Colibaciller 
i  Stand  lil  at  trænge  ind  i  den  svækkede  Tarmslimhinde  og  videre  over  i 
Organismen,  idet  de  under  de  nye  Forhold  kan  antage  mere  udprægede  palhogene 
Egenskaber.  Senere  af  C.  O.  Jensen  forelagne  Undersøgelser  viste  ogsaa,  at  Coli- 
baciller, der  havde  antaget  pathogène  Egenskaber,  vedblev  at  beholde  disse,  idet 
Kullurer,  der  var  rendyrkede  fra  Organerne  af  Kalve,  der  var  døde  efter  F^odring 
med  de  omtalte  irriterende  Sloffer,  visle  sig  palhogene  ved  Fodring  paa  sunde  Kalve, 
selv  om  disse  ikke  kunstig  svækkedes  ved  Indgivelse  af  særlige  Sloffer. 

Resultalerne  af  disse  Forsøg  synes  jo  i  høj  Grad  at  kunne  give  os  Fingerpeg 
i  Retning  af  de  pathogène  Coliformers  Oprindelse,  idet  de  viser,  at  palhogene  For- 
mer under  visse  Omstændigheder  vil  kunne  opslaa  af  de  normalt  forekommende 
Tarmbaklerier  derved,  al  disse  antager  palhogene  Egenskaber  og  derefter  er  i  Stand 
til  al  bevare  disse;  og  naar  man  eksperimentelt  er  i  Stand  til  al  fremkalde  Virulens- 
ændringer, er  del  ogsaa  højst  sandsynligl,  al  saadanne  vil  kunne  forekomme  under 
naturlige  Forhold.  Som  Momenter,  der  under  naturlige  Forhold  er  i  Sland  lil  at 
fremkalde  eller  begunstige  Opstaaclsen  af  de  palhogene  Egenskaber,  antager  C.  O. 
Jensen  visse  Ting,  der  kan  virke  svækkende  paa  de  nyfødte  Kalve  (Forkølelse,  uhel- 
dig Ernæring  o.  s.  v.). 

Disse  Anskuelser  angaaende  de  palhogene  Colibacillers  Genese  er  blevet  imøde-. 
gaaet  af  Poels,  der  har  genlagel  de  af  C.  O.  Jensen  udførte  Forsøg  med  Indgivelse 
af  irriterende  Sloffer.  Poels  anvendte  Kreolin,  Jodtrichlorid  og  Krotonolie,  men 
kunde  ikke  hermed  i  noget  Tilfælde  fremkalde  en  lil  den  typiske  Colibacillose  sva- 
rende Sygdom.  Kalvene  døde  vel  af  Tarmbetændelse  som  Følge  af  Forgiftning,  men 
Organerne  hos  de  døde  Dyr  var  stedse  sterile  —  det  kom  ikke  lil  nogen  Indvandring 
af  Colibaciller  i  Organismen.  Paa  Grundlag  af  disse  Forsøg,  der  iovrigt  er  ret  faa- 
tallige,  benægter  Poels,  al  de  palhogene  Colibaciller  kan  opfattes  som  simple  Varie- 
teter af  de  normalt  forekommende  Tarmcoli,  medens  han  der/mod  opfatter  dem  som 
en  særlig  virulent  Colibacil,  der  kun  kan  overføres  ved  Smitte  med  inficeret  Materiale. 
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Nogen  indgaaende  Undersøgelse  af  de  pathogène  og  de  normalt  forekommende 
Colibacillers  biologiske  Forhold  og  Sammenligninger  paa  Grundlag  heraf  har  Poels 
ikke  udført.  Dog  angiver  han,  at  man  ved  Hjælp  af  Agglutinationsmetoden  kan 
adskille  de  lo  Former  fra  hinanden,  idet  Serum  af  Kalve,  der  er  immuniserede  med 
pathogène  Colibaciller,  virker  stærkt  agglutinerende  paa  disse,  medens  de  normale 
Tarmbeboere  ikke  paavirkes  deraf. 

Til  et  noget  andet  Resultat  kom  Joest,  der  undersøgte  enkelte  Kalvediarrhoe- 
Colistammer  og  Colistammer  fra  Tarmen  af  sunde  Kalve.  Ved  de  ret  indgaaende 
Undersøgelser  kom  Joest  til  det  Resultat,  at  der  saavel  i  morfologisk,  kulturel  og 
biokemisk  Henseende  som  med  Hensyn  til  pathogène  Egenskaber  (over  for  mindre 
Forsøgsdyr)  var  fuldkommen  Overensstemmelse  mellem  alle  de  af  ham  under- 
søgte Kulturer.  Forsøg,  som  Joest  udførte  med  at  agglntinere  de  forskellige  Stam- 
mer, indgav  ham  den  Overbevisning,  at  Agglutinationsmetoden  ikke  egner  sig  som 
Adskillelsesmiddel  for  de  pathogène  og  de  normalt  forekommende  Colibaciller,  idet 
Colisera,  der  var  fremstillede  med  pathogène  Stammer  og  agglutinerede  de  homologe 
Stammer  ret  stærkt  (1  :500--l  :  1000),  paavirkede  andre  pathogène  Stammer  langt  sva- 
gere (1;  10  — 1:30);  men  iovrigt  agglutinerede  de  de  fra  sunde  Kalve  isolerede  Coli- 
stammer lige  saa  stærkt  (1:20).  Med  Hensyn  til  Sygdommens  Pathogenese  stiller 
Joest  sig  ganske  paa  det  af  C.  O.  Jensen  indtagne  Standpunkt,  idet  han  betragter 
Kalvediarrhoe-Coliformerne  ikke  som  en  særlig  Art,  men  som  en  kun  for  Kalve 
mere  virulent  Varietet  af  Bacterium  coli  commune. 

Senere  af  C.  O.  Jensen  foretagne  meget  omfattende  Undersøgelser,  navnlig 
over  de  pathogène  Coliformers  Evne  til  at  forgære  forskellige  Sukkerarter  og  der- 
med beslægtede  Stoffer,  viste  nu,  at  vi  ved  Colibacillosen  hos  Kalve  ikke  har  at 
gøre  med  een  bestemt  Coliform,  men  at  denne  Sygdom  kan  foraarsages  af  en  Række 
forskellige  Coliformer,  der  afviger  fra  hinanden  derved,  at  de  er  i  Stand  til  at  for- 
gære forskellige  af  de  nævnte  Stoffer.  Endvidere  fandt  C.  O.  Jensen,  at  disse  Coli- 
stammer ogsaa  i  agghitinatorisk  Henseende  forholdt  sig  forskellig,  idet  et  monova- 
lent Serum,  der  agglutinerede  nogle  Stammer  slæikt,  kunde  paavirke  andre  Stam- 
mer i  langt  ringere  Grad  eller  slet  ikke;  paa  samme  Maade  kunde  ogsaa  de  for- 
skellige Stammers  Immunitetsforhold  være  afvigende:  et  Serum,  der  beskyttede 
mod  Infektion  med  nogle  Stammer,  viste  sig  lidet  virksomt  eller  uvirksomt  over- 
for andre.  Det  fremgik  heraf,  at  de  for  Kalve  pathogène  Colibaciller  maa  opfattes 
som  en  hel  Række  forskellige  Varieteter  —  et  Forhold,  som  C.  O.  Jensen  ogsaa 
anfører  imod  den  af  Poels  fremsatte  Anskuelse,  at  Sygdommen  skulde  skyldes  en 
bestemt,  virulent  Art  af  Colibaciller,  der  ikke  har  nogen  Forbindelse  med  de  nor- 
male Tarmbeboere. 

Endelig  skal  nævnes,  at  ogsaa  Titze  og  Weichel  har  udtalt  sig  angaaende 
Spørgsmaalel  om  de  kalvepathogene  Colibacillers  Oprindelse.  Navnlig  ud  fra  epi- 
demiologiske Betragtninger  stiller  de  to  Forfattere  sig  afvisende  til  Tanken  om,  al 
der  skulde  være  nogen  nærmere  Forbindelse  mellem  de  pathogène  og  de  normalt 
forekommende    Colibaciller.     I    Særdeleshed   anfører   de,   at  Colibacillosen   kan    op- 
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træde  i  nogle  Besætninger,  medens  den  kan  være  ganske  nkendt  i  andre,  til  Trods 
for  at  disse  holdes  paa  ganske  samme  Maade  som  de  førstnævnte.  Dette  skal  for- 
mentlig være  Bevis  for,  al  den  Maade,  paa  hvilken  Kalvene  holdes,  ikke  spiller 
nogen  Rolle  for  Opstaaelsen  af  Sygdommen  elier  rettere  for  Opstaaelsen  af  de  viru- 
lente Baciller;  men  Titze  &  Weiciiel  synes  her  ganske  at  overse  det  foran  omtalte 
Forhold,  at  Colibacillerne  vedbliver  al  l)eholde  den  forøgede  Virulens  for  Kalve, 
naar  de  først  har  antaget  denne,  og  at  saadanne  virulente  Baciller,  naar  de  paa  en 
eller  anden  Maade  indføres  i  en  Besætning,  selvfølgelig  vil  kunne  inficere  nyfødte 
Kalve,  ogsaa  uden  at  der  behoves  særlige  Momenter  (Diætfejl  og  lignende),  saaledes 
som  det  sandsynligvis  er  nødvendigt,  for  al  ikke-pathogene  Colibaciller  skal  kunne 
opnaa  Virulensforøgelse.  Naar  en  Besætning  er  angrebet  af  Colibacillose,  behøver 
det  altsaa  ingenlunde  at  sige,  at  Virulensforøgelsen  er  sket  indenfor  denne  Besæt- 
ning; men  de  virulente  Baciller  kan  lige  saa  vel  være  indførte  udefra.  Henvisningen 
til  de  epidemiologiske  Forhold  siger  altsaa  intet  med  Hensyn  til  Spørgsmaalel  om 
de  pathogène  og  de  normalt  forekommende  Colibacillers  Identitet. 

Der  foreligger  saaledes  ikke  i  Literaturen  noget,  der  kan  afkræfte  den  af  C.  O. 
Jensen  opstillede  Formodning  om  de  pathogène  Colibacillers  nøje  Sammenhæng 
med  de  normalt  forekommende  Coliformer;  men  en.  indgaaende  Sammenligning 
mellem  disse  to  Formers  Egenskaber  er  ikke  foretaget.  Som  foran  berørt  er  de 
pathogène  Coliformer  ret  nøje  undersøgt  paa  flere  Omraader;  derimod  er  de  hos 
sunde  Kalve  normalt  forekommende  Colibaciller  kun  meget  lidt  undersøgte.  Naar  vi 
da  i  det  følgende  skal  gaa  nærmere  ind  paa  Sammenligningen  mellem  de  to  For- 
mer, vil  det  derfor  være  nødvendigt  at  underkaste  de  sidstnævnte  en  indgaaende 
Undersøgelse;  men  for  den  direkte  Sammenlignings  Skyld  er  der  ogsaa  undersøgt 
et  betydeligt  Antal  pathogène,  fra  Colibacillose  hos  Kalve  isolerede  Stammer.  Vi 
skal  da  forst  se  paa  disse  og  derefter  gaa  over  til  at  omtale  de  hos  sunde  Kalve 
forekommende  Colibaciller,  samt  de  andre  til  Tyfus-Coligruppen  horende  Bakterier, 
som  kan  træffes  hos  Kalve. 


I.    De  for  Kalve  pathogène  Colibaciller. 


Som  allerede  omtalt  er  det  egentlig  kun  hos  ganske  spæde  (faa  Dage  gamle) 
Kalve,  at  vi  træffer  Colibaciller  som  Sygdomsaarsag.  Disse  Infektioner  kan  iøvrigt 
være  af  forskellig  Natur;  men  i  langt  de  fleste  Tilfælde  drejer  det  sig  om  en  heftig, 
akut  forløbende  Tarmbetændelse,  under  hvilken  de  pathogène  Colibaciller  trænger 
over  i  Blodbanerne  og  giver  en  tydelig  udtalt  Septikæmi.  I  ikke  faa  Tilfælde  har 
vi  dog  kun  at  gøre  med  Tarmbetændelsen  alene,  idet  de  paagældende  Bakterier 
ikke  trænger  over  i  Blodbanerne;  i  Reglen  træffes  de  dog  i  de  til  Tarmen  hørende 
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Lj'mfekirller.  Som  vi  senere  skal  se,  drejer  del  sig  i  nogle  af  disse  Tilfælde  om 
en  særlig  Form  af  Colibaciller,  der  paa  flere  Punkter  afviger  fra  den  sædvanlige  Coli- 
type  og  vel  nærmest  maa  opfattes  som  en  til  den  saakaldle  Acrogenes-Gruppe  hø- 
rende Form.  I  sjældnere  Tilfælde  kan  vi  ogsaa  træffe  Colibacillerne  som  Aarsag  til 
Navlebetændelse  hos  spæde  Kalve.  Nogen  Forskel  i  ætiologisk  Henseende  er  der 
dog  ikke  mellem  Navleinfektionerne  og  Tarminfektionerne,  og  Afvigelser  i  Sygdoms- 
billedet og  det  pathologisk-analomiske  Billede  beror  udelukkende  paa  den  forskel- 
lige Infektionsmaade;  iøvrigt  vil  de  to  Infektioner  ofte  være  kombinerede,  idet  Coli- 
bacillerne, selv  om  de  primært  trænger  ind  i  Organismen  gennem  Navlen,  sekun- 
dært kan  give  Anledning  til  Tarmbetændelse.  Nogen  større  Betydning  har  det  altsaa 
ikke  at  sondre  mellem  Enteriterne  og  Navleinfektioncrne. 

Det  Materiale,  der  danner  Grundlaget  for  de  efterfølgende  Undersøgelser  over 
de  kalvepathogene  Colibaciller,  omfatter  ialt  273  Kulturer,  isolerede  fra  lige  saa 
mange  Kalve,  der  er  døde  af  Colibacillose.  Ved  Udvalget  af  Kulturerne  er  der  i  sær- 
lig Grad  taget  Hensyn  til,  at  del  virkelig  er  pathogène  Bakterier,  der  er  undersøgt. 
Samtlige  Kulturer  stammer  derfor  fra  Tilfælde,  der  har  frembudt  karakteristiske 
pathologisk-analomiske  Forandringer,  navnlig  af  septikæmisk  Natur,  og  Kulturerne 
er  alle  isolerede  fra  Organerne  (i  de  allerfleste  Tilfælde  fra  Milten),  saa  al  man 
med  Sikkerhed  kan  gaa  ud  fra,  at  det  drejer  sig  om  pathogène  Former.  Denne 
Reservation  er  nødvendig,  da  det  jo  ingenlunde  er  givet,  at  enhver  Colibacil,  som 
man  kan  isolere  fra  Organerne  af  en  selvdød  Kalv,  er  en  pathogen  Form;  thi  der 
vil  kunne  ske  postmortel  Indvandring  af  de  normalt  i  Tarmen  forekommende  Coli- 
baciller. Ganske  vist  synes  Faren  for  en  postmortel  Indvandring  af  Colibaciller  fra 
Tarmen  specielt  hos  spæde  Kalve  kun  al  være  ringe;  men  Muligheden  kan  dog 
ikke  udelukkes.  Naar  det  derfor  som  her  gælder  om  at  faa  fat  i  sikkert  pathogène 
Former,  som  ydermere  skal  bruges  til  Sammenligning  med  normalt  forekommende 
Bakterier,  vil  det  være  rigtigst  at  se  bort  fra  de  Tilfælde,  der  ikke  viser  tydelige 
pathologiske  Forandringer.  Af  denne  Grund  er  da  heller  ikke  herunder  medtaget 
de  Former,  som  man  finder  i  de  ovenfor  omtalte  Tilfælde,  hvor  der  ikke  foreligger 
nogen  Bakteriæmi,  men  kun  en  Indvandring  af  Colibaciller  i  Tarmens  Lymfekirtler. 

Isoleringen  af  Kulturerne  er  iøvrigt  sket  paa  den  Maade,  at  der  fra  Organerne 
af  de  døde  Kalve  (som  oftest  fra  Milten),  er  anlagt  Spredninger  paa  Agar.  Et  Antal 
af  de  fremkomne  Kolonier  (i  Reglen  fra  3 — 6)  er  derefter  undersøgt,  navnlig  med 
Hensyn  til  deres  Gæringsevne  over  for  en  Række  Sukkerarter  (se  senere).  Det  har 
herigennem  vist  sig,  at  de  fra  en  enkelt  Kalv  isolerede  Kolonier  næsten  altid  har 
været  fuldtud  identiske;  kun  i  et  ganske  ringe  Antal  Tilfælde  er  der  paavist  for- 
skellige Colityper  hos  samme  Kalv;  men  Kulturer  fra  saadanne  Tilfælde  er  ikke 
medtagne  i  de  følgende,  sammenlignende  Undersøgelser,  da  man  ikke  uden  videre 
kan  afgøre,  om  de  forskellige  Typer  er  pathogène  Former,  eller  om  der  ved  Siden 
af  de  pathogène  Former  har  fundet  en  sekundær  Indvandring  af  Tarmbakterier  Sled. 

De  undersøgte  273  Kulturer  er  altsaa  alle  isolerede  fra  de  indre  Organer  af 
Kalve,  der  er  døde  af  Colibacillose,   og  som  ved  Obduktionen   har  vist   udprægede 
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seplikæmiske  pathologisk-anatoniiske  Forandringer,  og  i  hvert  enkelt  Tilfælde  er 
kun  paavist  Tilstedeværelsen  af  een  Coli-Type.  Man  kan  da  med  Sikkerhed  gaa 
ud  fra,  at  de  paagældende  Kulturer  virkelig  er  kalvepathogene  Former.  Fra  de  273 
Kalve  er  i  Virkeligheden  undersøgt  ca.  1100  Kulturer,  idet  der  som  nævnt  fra  hver 
Kalv  er  undersøgt  et  Antal  Kolonier,  særlig  med  Hensyn  til  Gæringsevnen;  til  de 
videre  Undersøgelser  er  derimod  kun  medtaget  een  Stamme  fra  hver  Kalv. 

Morfologi:  Undersøgelsen  herover  er  forelaget  med  ganske  friske  —  15—20 
Timer  gamle  —  Bouillonkulturer  og  i  hængende  Draabe.  Samtlige  Kulturer  har 
herved  vist  sig  ganske  ens,  hvad  Bakteriernes  Udseende  og  Form  angaar.  Indenfor 
den  enkelte  Kultur  kan  Bakterierne  ofte  variere  noget,  især  i  Størrelse;  men  dette 
Forhold  har  været  ens  for  alle  undersøgte  Kulturers  Vedkommende.  Hvad  derimod 
Bevægeligheden  angaar,  da  kan  de  forskellige  Kullurer  være  højst  forskellige.  Nogle 
af  Kulturerne  har  saaledes  vist  en  meget  udpræget  Bevægelighed,  idet  saa  godt  som 
alle  de  iagttagne  Bakterier  i  disse  Kulturer  har  været  stærkt  bevægelige.  Andre 
Kullurer  har  derimod  vist  sig  at  være  saa  godt  som  ubevægelige,  idet  del  ikke  er 
lykkedes  at  finde  Kim  med  udpræget  Egenbevægelse;  den  Bevægelighed,  som  er 
iagttaget  i  disse  Kulturer,  har  saaledes  ikke  kunnet  skelnes  fra  Molekularbevægelse. 
Det  maa  her  bemærkes,  at  der  ikke  er  udfort  specielle  Under.søgelser  for  at  paa- 
vise  Tilstedeværelsen  af  Svingtraade,  der  jo  for  saadanne  ubevægelige  eller  svagt 
bevægelige  Former  er  del  eneste  sikre  Middel  til  at  afgøre  Spørgsmaalet  om  Be- 
vægelighed eller  Ubevægelighed.  For  enkelte  Kullurers  Vedkommende  har  de  aller- 
fleste af  de  iagttagne  Kim  ikke  vist  nogen  Bevægelighed,  medens  ganske  enkelte 
har  vist  sig  meget  stærkt  bevægelige;  her  finder  vi  altsaa  indenfor  samme  Kultur 
tilsyneladende  stor  Forskel  paa  de  enkelte  Baklerieis  Bevægelighed. 

De  ubevægelige  eller  svagt  bevægelige  Former  synes  at  forekomme  hyppigst. 
Af  de  273  undersøgte  Kulturer  har  de  157  saaledes  været  af  denne  Type;  97  Kul- 
turer har  været  udpræget  bevægelige,  medens  der  i  19  Kulturer  kun  er  iagttaget 
ganske  enkelte  Kim  med  lydelig  Egenbevægelse,  hvorimod  Flertallet  ikke  bar  vist 
nogen  saadan. 

Undersøgelser  over  Bevægeligheden  af  Colibaciller,  navnlig  stammende  fra 
Mennesket,  er  tidligere  foretaget,  og  det  fremgaar  heraf,  at  der  ogsaa  hos  disse  viser 
sig  en  lignende  Variation  med  Hensyn  til  dette  Forhold.  Af  300  Colistammer,  som 
Stöcklin  isolerede  fra  Fæces  af  raske,  voksne  Personer,  fandt  han  saaledes  110 
bevægelige,  medens  184  var  ubevægelige,  altsaa  noget  lignende,  som  vi  har  fundet 
for  de  kalvepathogene  Colibacillers  Vedkommende.  Som  Arts-  eller  Varietelsskelne- 
niærke  kan  den  forskellige  Bevægelighed  næppe  anvendes,  idet  en  Inddeling  baseret 
paa  dette  Forhold,  saaledes  som  vi  senere  skal  se,  ikke  vil  kunne  opretholdes  over 
for  andre  Inddelingsmaader. 

Kulturelle  Forhold.  Hvad  Voksemaaden  paa  de  forskellige  almindelige  Sub- 
strater angaar,  da  frembyder  de  undersøgte  Kullurer  ingen  Forskelligheder,  idel  de 
alle  vokser,  saaledes  som  Colibaciller  i  Almindelighed  plejer.  Nogen  særlig  ind- 
gaaende  Undersøgelse  er  dog  ikke  forelaget  herover;  dog  er  Voksemaaden  paa  Gela- 

D.  K.  1).  Vidensk.  Selsk.  Skr.,  natuivUlensk.  og  mathem.  Afd.,  8.  Række,  1.  3.  Ig 
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tine  nærmere  undersøgt.  Grunden  hertil  er  den,  at  flere  ret  nærstaaende,  navnlig 
til  Paratyfusgruppen  hørende  Bakterier,  vokser  særdeles  karakteristisk  paa  dette 
Substrat,  ligesom  ogsaa  de  Colibacillerne  meget  nærstaaende  saakaldte  Aërogenes- 
baciller  vokser  paa  en  særdeles  karakteristisk  og  fra  de  almindelig  forekommende 
Coliformer  stærkt  afvigende  Maade  paa  Gelatine;  del  var  da  ikke  usandsynligt,  at 
man  ved  Undersøgelse  af  et  større  Antal  Colikulturer  vilde  kunne  tinde  Forskel- 
ligheder i  denne  Henseende.  Samtlige  Kulturer  er  derfor  udstreget  paa  Over- 
fladen af  en  20  "/o  Gelatine  af  den  almindelige  Sammensætning  (2''/o  Cibils  Kød- 
ekstrakt;  l"/o  Wittes  Pepton),  hvorefter  de  henstod  et  Par  Maaneder  ved  alminde- 
lig Stuetemperatur.  De  allerfleste  af  Stammerne  viste  sig  derefter  at  vokse  i 
Hovedsagen  ens,  idet  de  dannede  en  ret  sart,  nogenlunde  tør  og  tydelig  iriserende 
Belægning  paa  Gelatinen;  nogle  af  Kulturerne  bredte  sig  stærkt  ud  fra  Udstregningen, 
saa  al  Belægningen  dækkede  næsten  hele  Overfladen;  andre  holdt  sig  næslen  kun  til  Ud- 
stregningen og  viste  en  mere  kompakt,  paa  Overfladen  svagt  nubret  Vækst  ;  herimellem 
fandtes  alle  Overgange;  men  i  Hovedsagen  var  de  dog  ens,  særlig  med  Hensyn  til 
den  tørre  Beskaffenhed  af  Kulturen.  Kun  9  af  de  undersøgte  Kullurer  var  væsens- 
forskellige fra  de  andre  med  Hensyn  til  Gelalinekulturernes  BeskalTenhed,  idel  de 
dannede  en  yppig,  fedtet-fugtig,  porcellænshvid  Kulturniasse,  der  meget  lignede  den, 
vi  huder  hos  Aërogenesbacillerne.  I  andre  Henseender  forholdt  disse  Kulturer  sig 
dog  ikke  ens.  En  af  dem  var  saaledes  stærkt  bevægelig,  medens  de  øvrige  var 
svagt  bevægelige  eller  ubevægelige;  de  sidste  stemmer  allsaa  for  saa  vidt  overens 
med  Aërogenesbacillerne,  der  jo  sædvanlig  angives  at  være  ubevægelige.  Det  er  el 
Spørgsmaal,  om  disse  Kullurer  paa  Basis  af  deres  afvigende  Voksemaade  paa  Gela- 
tine bør  boldes  ude  fra  de  øvrige  Stammer;  thi  paa  andre  Omraader  slemmer  de, 
saaledes  som  vi  senere  skal  se,  ret  nøje  overens  med  nogle  af  de  typiske  Coli-Kul- 
turer.  Imidlertid  er  deres  Voksemaade  paa  Gelatine  saa  karakteristisk  og  saa  for- 
skellig fra  den  almindelige  Coli-Type,  al  det  vel  nok  vil  være  naturligst  at  stille 
dem  noget  for  sig  selv  og  eventuelt  i  Nærheden  af  Aërogenesbacillerne;  men  iøvrigt 
er  Grænserne  mellem  Coli-  og  Aërogenesbacillerne  meget  vage. 

Gceringseune.  Ved  deres  Evne  til  al  forgære  forskellige  Stofler,  i  Særdeleshed 
Sukkerarier  og  polyvalente  Alkoholer,  falder  som  bekendt  de  til  Tyfus-Coligru])pen 
hørende  Bakterier  i  forskellige  Undergrupper,  og  dette  Forhold  er  da  ogsaa  i  ud- 
strakt Grad  benyttet  ved  Inddelingen  af  denne  Bakteriegruppe.  Den  første,  som 
har  anvendt  denne  Inddelingsmaade,  er  Th.  Smith,  der  for  Colibacillernes  Vedkom- 
mende kunde  paavise,  at  samtlige  Former  var  i  Stand  til  al  forgære  Dextrose  og 
Laktose  under  Lufludvikling  og  Syredannelse,  hvorimod  de  kunde  forholde  sig  for- 
skellig over  for  Saccharose,  idel  nogle  Coliformer  formaaede  ogsaa  at  forgære  denne 
Sukkerarl,  medens  andre  ikke  var  i  Stand  dertil.  Th.  Smith  anvendte  kun  de 
nævnle  tre  Sukkerarier  til  sine  Undersøgelser;  senere  er  Spørgsmaalel  om  de  til 
Tyfus-Coligruppen  hørende  Bakteriers  Gæringsevne  og  om  Identificering  og  Ad- 
skillelse af  de  forskellige  Former  paa  Basis  heraf  laget  op  i  meget  stor  Maale- 
slok   af  C.  O.  Jensen,  der  undersøgte  en  Mængde  forskellige  pathogène  og  normalt 
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forekommende  Former,  stammende  fra  Mennesket  og  forskellige  Dyrearter,  overfor 
et  stort  Antal  forskellige  Stoffer,  væsentlig  Sukkerarter  og  polyvalente  Alkoholer. 

Ogsaa  et  Antal  af  de  for  Kalve  pathogène  Colistammer  er  undersøgt  af  C.  O. 
Jensen.  Det  viste  sig  herved,  al  forskellige  Stammer  kunde  forholde  sig  ret  varie- 
rende overfor  visse  af  de  undersøgte  Stoffer.  Nogle  Stammer  viste  sig  helt  igen- 
nem ens  med  Hensyn  til  de  Stolfer,  som  de  kunde  forgære  eller  ikke  forgære,  me- 
dens andre  Stammer  forgærede  et  større  eller  mindre  Antal  af  disse  Stoffer.  Det 
var  herigennem  muligt  at  opstille  en  Række  forskellige  Forgæringstyper  af  disse 
kalvepathogene  Stammer.  Et  ret  stort  Antal  Sukkerarter  blev  forgæret  af  alle  Coli- 
stammer; det  gjaldt  saaledes  Hexoserne:  Dextrose,  Galactose,  Mannose  og  Fructose, 
Pentoserne:  Xylose,  Arabinose  og  Rhamnose,  samt  Disacchariderne;  Laktose  og  Mal- 
tose. Kun  over  for  et  ringe  Antal  Stoffer  forholdt  de  forskellige  Colistammer  sig 
afvigende,  nemlig  over  for  Disaccharidet  Saccharose  —  saaledes  som  allerede  vist 
af  Th.  Smith  —  endvidere  over  for  Hexosen  Sorbose,  samt  de  to  polyvalente  Alko- 
holer :  Dulcit  og  Adonit;  desuden  forholdt  de  sig  over  for  Raffinose  ganske  som  overfor 
Saccharose,  saaledes  at  de  Former,  som  ikke  spaltede  Saccharose,  heller  ikke  spaltede 
Raffinose,  medens  de  saccharoseforgærende  Former  ogsaa  forgærede  Raffinose.  Følgende 
Tabel  viser  de  af  C.  O.  Jensen  som  hyppigst  forekommende  betegnede  Forgæringstyper 
af  Coli,  stammende  fra  Kalvediarrhoe.  I  Tabellen  betegner  x'):  Forgæring  under  Luft- 
og  Syreudvikling,  o:   at  der  ikke  er  sket  nogen  Spaltning  af  det   paagældende  Stof. 
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Efter  deres  Forhold  overfor  Saccharose  deler  C.  O.  Jensen,  som  det  fremgaar 
af  Skemaet,  Colibacillerne  i  to  Hovedgrupper:  de  saccharosespaltende,  som  benæv- 
nes „Coli  A",  og  de  ikke-saccharosespaltende,  som  benævnes  „Coli  B"  ;  efter  deres 
Forhold  overfor  Sorbose,  Dulcit  og  Adonit  falder,  som  man  ser,  de  to  Hoved- 
grupper atter  i   flere  Typer. 

De  foran  omtalte  273  Kulturer  er  nu  alle  prøvede  overfor  de  nævnte  Stoller. 
Fremgangsniaaden  har  været  den  af  C.  O.  Jensen  angivne;  der  er  benyttet  fra  '/i  til 
1  "/ü  Oplosning  af  de  forskellige  Stoffer  i  en  Bouillon  fremstillet  af  Cibils  Kød- 
ekstrakt (2  "/o  Kødekstrakt  og  l"u  Wittes  Pepton).  Bouillon'en  har  altid  haft  en 
bestemt  Titer;   ganske   svagt   sur   overfor   Phenolphtalein.     Forsøgene  er   foretaget  i 

')  Det  ellers  aim.  anvendte  f  er  i  de  efterfølgende  Tabeller  overalt  erstattet  af  x  af  typografiske 
Hensyn  (Red.  Anm.). 
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almindelige  Reagensglas,  og  for  at  kunne  konstatere  Luftudvikling  ved  den  even- 
tuelle Forgæring,  er  der  indeni  Reagensglasset  anbragt  et  mindre  Glas  i  omvendt 
Stilling,  saaledes  at  den  lukkede  Bund  vender  opad.  Hvert  Reagensglas  har  indeholdt 
c.  4  ccm  Bouillon,  og  naar  Glassene  efter  Paafyldningen  koges  en  kortere  Tid  (15 
Minutter),  fyldes  det  lille,  omvendte  Glas  af  sig  selv  ganske  med  Bouillon.  Naar 
der  da  under  Bakteriernes  Vækst  sker  en  Luftudvikling  som  Følge  af  Gæring,  vil 
en  stor  Del  af  Luften  samle  sig  i  det  oventil  lukkede,  lille  Glas  og  kan  da  meget 
let  iagttages.  Sker  Spaltningen  af  det  paagældende  Stof  ikke  under  Lufludvikling, 
men  kun  under  Syredannelse  (se  senere),  kan  man  meget  let  afgøre  delte  ved  at 
titrere  Kulturen  rned  '/m  normal  Natron.  I  Reglen  indtræffer  Forgæringen,  naar  de 
paagældcnde  Bakterier  da  i  det  hele  taget  formaar  at  forgære  vedkommende  Sukker- 
art, i  Løbet  af  12 — 24  Timer;  men  det  kan  dog  ogsaa  undertiden  vare  længere, 
inden  den  indfinder  sig.  Kulturerne  har  derfor  ved  disse  Forgæringsforsøg  altid 
staaet  i  Thermostat  en  6 — 7  Dage.  Da  Colibacillerne  under  deres  Vækst  danner  en 
Del  Alkali,  bliver  Substratet  —  naar  dette  ikke  indeholder  et  Stof,  som  kan  forgæres 
og  derved  give  Syredannelse  —  hurtig  mere  alkalisk.  Da  Bouillon'en  i  vore  For- 
gæringsforsøg som  foran  nævnt  har  en  Titer,  der  ligger  nær  ved  Phenolphtaleinets 
Neutralpunkt,  bliver  den  i  de  Glas,  hvor  der  ikke  sker  Syredannelse  som  Følge  af 
Forgæring  tydelig  alkalisk  for  Phenolphtalein,  naar  Kulturen  er  udvokset,  og  man 
behøver  da  kun  at  tilsætte  lidt  Phenolphtalein  for  at  kunne  overbevise  sig  om,  at 
der  ikke  har  fundet  Syredannelse  Sted.  Fremgangsmaaden  ved  Bedømmelsen  af 
Forgæringskulturerne  har  da  været  følgende:  Er  der  fundet  Luftudvikling  i  det  luk- 
kede Glas  og  stærk  Vækst  i  Kulturerne,  saa  er  dette  betragtet  som  Udtryk  for  en 
Gæring  af  det  tilsatte  Stof.  I  de  Glas,  hvor  der  ikke  har  fundet  Luftudvikling  Sled, 
er  tilsat  lidt  Phenolphtalein;  er  Reaktionen  da  tydelig  alkalisk,  har  der  ikke  fundet 
nogen  Gæring  Sted,  og  hvis  der  ikke  ved  Tilsætning  af  Phenolphtalein  kommer  al- 
kalisk Reaktion,  er  Aciditeten  nærmere  bestemt  paa  sædvanlig  Maade. 

Resultatet  af  disse  Undersøgelser  var  nu,  at  samt  I  i  ge  Stam  mer  var  i  Stand 
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til  at  forgæie  følgende  Stoffer;  Dextrose,  Laktose,  Maltose,  Arabinose,  Xylose, 
Sorbit  og  Mannit.  Kun  over  for  følgende  5  Stoffer:  Saccharose,  Sorbose,  Rham- 
nose,  Dnlcit  og  Adonit  forholdt  de  undersøgte  Stammer  sig  forskel  lig,  sa  a 
at  det  p  a  a  Grundlag  heraf  var  muligt  at  opstille  et  Antal  —  i  a  1 1  12  — 
forskellige  Forgæringsty  per,  saaledes  som  det  fremgaar  af  foranstaaende  Tabel. 

Som  man  ser,  er  Opstillingen  af  Typerne  her  i  første  Linie  sket  efter  deres 
Forhold  overfor  Saccharose  (A-  og  B-Typerne),  derefter  er  Forholdet  over  for  Sor- 
bose og  Dulcit  lagt  til  Grund  for  den  videre  Opstilling.  Det  ses  endvidere,  at  ingen 
af  Typerne  formaar  at  forgære  alle  de  5  Stoffer  —  ligesom  heller  ingen  af  dem 
lader  alle  Stofferne  uberørte;  men  iøvrigt  er  der  jo  en  vis  Overensstemmelse  mel- 
lem Typerne:  Til  Type  Ai  svarer  Type  Bi,  til  Type  An  svarer  Type  Bii  o.  s.  v. 
—  kun  er  Forholdet  over  for  Saccharose  forskelligt.  Paa  samme  Maade  stemmer 
Al  overens  med  Aiv,  Bi  med  Biv,  An  med  Av,  Bn  med  Bv  o.  s.  v.  —  kun  Evnen 
til  at  forgære  Sorbose  er  her  forskellig.  Den  eneste  Type,  der  falder  uden  for  denne 
Regelmæssighed,  er  Bin,  der  udmærker  sig  ved  ikke  at  forgære  Rhamnose;  ogsaa 
paa  flere  andre  Omraader  afviger  denne  Type  fra  de  andre,  og  den  er  egentlig  kun 
for  Oversigtens  Skyld  taget  med  paa  delte  Sted;  det  er  derfor  beretliget  al  holde 
den  noget  for  sig  selv;  foreløbig  vil  vi  da  se  bort  fra  den  og  opsætte  den  nærmere 
Omtale  af  den  til  senere  (aërogeneslignende  Bakterier;  se  Kap.  III). 

Den  Hyppighed,  hvormed  de  forskellige  Colityper  forekommer,  er  højst  for- 
skellig, saaledes  .som  det  fremgaar  af  Skemaet.  Langt  den  hyppigst  forekommende 
Type  er  Ai,  der  er  fundet  hos  ikke  mindre  end  131  af  273  undersøgte  Kalve.  Til 
Gengæld  er  Typerne  Am,  Av,  Avi,  Bi  og  Bn  kun  fundet  en  enkelt  eller  et  Par 
Gange.  Da  de  undersøgte  Kalve  stammer  fra  et  betydeligt  Antal  Besætninger,  spredt 
over  hele  Landet,  kan  man  vistnok  gaa  ud  fra,  at  det  angivne  Tal  nogenlunde  svarer 
til- det  virkelige  Forhold  —  med  andre  Ord,  at  der  er  en  meget  stor  Forskellighed 
med  Hensyn  til  de  forskellige  Typers  Forekomst. 

Et  særdeles  interessant  Spørgsmaal  vilde  det  nu  være  at  undersøge,  hvorvidt 
de  forskellige  Typer  ogsaa  i  andre  Henseender  end  ved  deres  Gæringsforhold  lod 
sig  adskille  fra  hinanden,  om  altsaa  de  Forskelligheder  i  biologisk  Henseende,  som 
maa  ligge  til  Grund  for  de  paagældende  Bakteriers  forskellige  Forhold  overfor  de 
nævnte  kemiske  StotTer,  ogsaa  paa  andre  Omraader  gav  sig  saadanne  Udslag,  at  de 
kunde  paavises.  Del  vil  allerede  af  det  foregaaende  fremgaa,  at  der  i  morfologisk 
og  kulturel  Kenseende  ikke  har  kunnet  paavises  Forskelligheder  mellem  de  forskel- 
lige Typer.  Delte  gælder  saaledes  Bevægeligheden;  indenfor  samme  Forgærings- 
type  kan  man  finde  baade  stærkt  bevægelige  og  tilsyneladende  ubevægelige  Stam- 
mer; som  Eksempel  herpaa  skal  blot  nævnes  Forholdet  for  Type  Ai's  Vedkom- 
mende. Af  de  131  Kulturer,  der  hører  fil  denne  Type,  viste  de  29  sig  stærkt  be- 
vægelige, 99  var  svagt  bevægelige  eller  ubevægelige,  og  i  3  Kulturer  fandtes  enkelte 
stærkt  bevægelige  Kim,  medens  Hovedmængden  syntes  ganske  ubevægelige.  Be- 
vægeligheden og  Evnen  til  at  forgære  bestemte  Stoffer  staar  allsaa  slet  ikke  i  For- 
hold  til    hinanden.     Det   samme  gælder  om  Voksemaaden   paa    Gelatine.     De   mest 
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skellig  foigærende  Stammer  kan  vokse  paa  ganske  samme  Maade,  saaledes  at  det 
ikke  er  muligt  at  skelne  dem  fra  hverandre.  Som  nævnt  viste  9  af  Stammerne  en 
afvigende  og  ret  karakteristisk  (aërogenes-lignende)  Voksemaade  paa  Gelatine.  Det 
kunde  da  ventes,  at  disse  Stammer  vilde  vise  en  fra  de  øvrige  forskellig  Gærings- 
evne;  men  dette  var  ikke  Tilfældet.  De  paagældende  Stammer  forgærede  iøvrigt 
heller  ikke  ens,  idet  3  af  dem  hørte  til  Type  An,  1  til  Av,  4  til  Bii  og  1  til  Bv. 
Da  der  kun  fandtes  ialt  6  Stammer  af  Typen  Bii,  vil  det  ses,  at  Flertallet  af  disse 
Kulturer  voksede  paa  den  omtalte,  afvigende  Maade;  men  et  bestemt  Kendemærke 
kan  dette  dog  ikke  siges  at  være  for  denne  Type,  idet  de  to  andre  Stammer  voksede 
paa  Gelatine  ganske  som  typiske  Colibacilier. 

Det  kan  altsaa  betragtes  som  afgjort,  at  de  forskellige  Forgæringstyper 
af  de  kalvepathogene  Colibacilier  ikke  kan  adskilles  fra  hinanden 
ved   deres  øvrige   kulturelle  eller  deres   morfologiske   Egenskaber. 

Til  et  lignende  Resultat  kommer  vi,  naar  vi  betragter  de  palhologisk-anatomi- 
ske  Forandringer,  som  vi  finder  hos  Kalvene,  der  er  døde  af  Colibacillose.  Disse 
Forandringer  kan,  selv  om  de  i  Hovedsagen  er  af  samme  Natur,  dog  alligevel  va- 
riere en  Del:  snart  kan  Tarmbetændelsen,  snart  de  septikæmiske  Forandringer  være 
mere  eller  mindre  fremtrædende,  snart  kan  man  se  meget  udbredte  subserøse  Blød- 
ninger, snart  kan  saadanne  næsten  mangle  o.  s.  v.  Sammenligner  vi  da  de  forskel- 
lige Sektionsfund  med  de  Coliformer,  som  vi  finder  i  de  forskellige  Tilfælde,  viser 
det  sig,  at  Former,  der  forgærer  vidt  forskellig,  kan  fremkalde  ganske  overensstem- 
mende pathologiske  Forandringer,  medens  Former,  der  viser  sig  identiske  med  Hen- 
syn til  deres  Gæringsevne,  kan  give  ret  forskellige  Forandringer.  Der  findes  med 
andre  Ord  ingen  Sammenhæng  mellem  Bakteriernes  Gæringsevne  og  de  P^orandrin- 
ger,  som  de  fremkalder  i  Organismen. 

Vi  kommer  senere  til  at  undersøge,  hvorvidt  Gæringsevnen  staar  i  noget  For- 
hold til  andre  biologiske  Reaktioner,  navnlig  de  serologiske  Forhold  ;  men  et  Spørgs- 
maal  af  fundamental  Betydning  for  Berettigelsen  til  at  anvende  Gæringsprøverne, 
saaledes  som  vi  har  gjort  det,  som  Grundlag  for  en  Type-Inddeling,  er  dette,  hvor- 
vidt Evnen  til  at  spalte  de  bestemte  Sukkerarter  kan  siges  at  være  en  konstant 
Ejendommelighed  hos  den  enkelte  Stamme,  eller  om  det  er  saaledes,  at  Gærings- 
evnen  kan  være  variabel,  saaledes  at  en  Stamme  spontant  eller  gennem  sæilige  Paa- 
virkninger  kan  ændres,  og  dens  Evne  til  at  spalte  de  paagældende  Stoffer  forandres. 
Dette  Spørgsmaal  er  imidlertid  selvfølgelig  vanskeligt  at  besvare;  men  de  af  C.  O. 
Jensen  udførte,  talrige  og  gennem  lang  Tid  fortsatte  Forsøg  paa  ved  forskellige  ydre 
Paavirkninger  at  fremkalde  Ændringer  i  Gæringsevnen,  der  helt  igennem  førte  til 
negative  Resultater,  taler  dog  i  høj  Grad  for,  at  det  drejer  sig  om  konstante  Ejen- 
dommeligheder. For  de  her  undersøgte  Colistammers  Vedkommende  har  noget  lig- 
nende kunnet  konstateres;  mange  af  disse  Stammer  er  nemlig  i  aarevis  (op  til  16 — 
17  Aar)  dyrket  paa  kunstige  Substrater;  til  Trods  herfor  har  ikke  en  eneste  Stamme 
ændret  sin  oprindelige  Gæringsevne.  Ligeledes  er  det  foran  omtalt,  at  vi  ved  den 
spontane  Colibacillose   hos  Kalve  saa  godt  som   altid   kun    finder  een    bestemt  Coli- 
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type  hos  samme  Kalv.  Dette  tyder  ogsaa  paa  en  vis  Konstans  med  Hensyn  til  de 
paagældende  Bakteriers  Gæringsevne. 

I  de  senere  Aar  er  det  jo   imidlertid  for  en   Række    Bakteriers  Vedkommende 

—  og  ikke  mindst  indenfor  Tyfus- Coligruppen  —  paavist,  at  der  tilsyneladende 
pludseligt  og  ret  umotiveret  kan  ske  Ændring  af  en  eller  anden  Egenskab;  ofte  er 
(let  netop  i  den  paagældende  Bakteries  Evne  til  at  forgære  en  eller  anden  Sukker- 
art,  at  den  omtalte  Ændring,  der  af  mange  betragtes  som  Mutation,  giver  sig  til 
Kende.  Selv  om  det  altsaa  er  en  Kendsgerning,  at  vi  hos  visse  Bakterier  kan  se 
Ændringer  i  Gæringsevnen  optræde,  forringer  dette  Forhold  dog  ingenlunde  Gærings- 
prøvernes  Værdi  som  et  vigtigt  Klassificeringsmiddel;  thi  Mutationerne  optræder  i 
Reglen  kun  over  for  et  ganske  enkelt  Stof  —  forskelligt  for  de  forskellige  Bakterier 

—  og  i  adskillige  Tilfælde  kan  man  netop  anvende  Mutationsfænomenet  som  et 
Nderligcre  Karakteristikum.  Saaledes  træffes  Fænomenet  konstant  hos  Tyfusbacil- 
lerne overfor  Rhamnose,  hos  Paratyfus-B-Bacillerne  over  for  Raffinose,  hos  Paracoli- 
bacillerne  over  for  Arabinose  o.  s.  v. 

Ser  vi  nu  paa  de  foran  omtalte  12  Colityper,  maa  vi  altsaa  i  Hovedsagen  be- 
tragte de  enkelte  Typer  som  væ-rende  konstante,  hvad  Gæringsevnen  angaar,  saa- 
ledes at  den  ene  Type  ikke  uden  videre  kan  gaa  over  i  den  anden,  og  vi  maa  trods 
deres  iøvrigt  saa  overordentlig  store  indbyrdes  Lighed  dog  opfatte  dem  som  for- 
skellige Former.  Hvorledes  de  er  opslaaede,  om  de  er  afspaltede  —  sandsynligvis 
ved  Mutation  —  fra  en  enkelt  Grundform  eller  fra  hinanden  indbyrdes,  derom  kan 
vi  ikke  have  nogen  begrundet  Formodning. 

Som  omtalt  spalter  Colibaciilerne  de  forskellige  SlolTer,  som  de  forgærer,  under 
Lufludvikling  og  Syredannelse,  og  i  Reglen  sker  Spallningen  meget  hurtig  —  alle- 
rede efter  12—20  Timers  Forløb  ser  man  begyndende  Gæring.  Herfra  kan  der  dog 
være  Afvigelser.  Det  er  saaledes  ikke  saa  sjældent  at  træffe  Stammer,  der  vel  for- 
gærer de  fleste  Sukkerarter,  som  de  i  det  hele  er  i  Stand  til  al  udnytte,  paa  typisk 
Maade  (inden  for  24  Timer),  men  som  saa  overfor  en  enkelt  Sukkerart  (i  Reg- 
len Saccharose  eller  Sorbose,  sjældnere  Dulcil)  viser  sig  langsomt  forgæ-rende;  oftest 
ser  man  i  disse  Tilfælde  i  de  forste  2  3  Dage  efter  Udsæden  ikke  Tegn  til  For- 
gæring af  den  paagældende  Sukkerart,  og  forst  efter  den  Tid  sker  der  saa  en  Spalt- 
ning. I  mange  Tilfælde  foregaar  denne  dog  ikke  under  Luftudvikling,  kun  under 
Syredannelse,  medens  de  StoiTer,  der  af  den  samme  Stamme  spaltes  indenfor  24 
Timer,  stedse  forgæres  under  livlig  Luftudvikling.  I  andre  Tilfælde  af  saadan  sent 
indtrædende  Forgæring  ser  man  vel  Luftudvikling,  men  kun  i  langt  ringere  Grad 
end  ved  den  typiske  Forgæring.  Del  nævnte  Forhold  viser  sig  at  være  konstant 
for  den  enkelte  Stamme  —  d.  v.  s.  al  en  Stamme,  der  forst  spalter  Saccharose  eller 
Sorbose  2—3  Dage  efter  at  være  udsaaet  i  Bouillon  tilsat  den  paagældende  Sukker- 
art, stedse  vedbliver  at  udvise  dette  Forhold,  selv  om  man  nok  saa  ofte  gør  Prøven 
om.  De  saaledes  paa  et  enkelt  Punkt  lidt  afvigende  Stammer  er  imidlertid  regnet 
sammen  med  de  typisk  forgærende  Former. 
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Enkelte  af  de  undersøgte  Colistanimer  ialt  10  —  har  været  mere  afvigende. 
Ligesom  de  typiske  Colibaciller  formaaede  de  vel  at  spalte  og  udnytte  en  Række  af  de 
nævnle  Stoffer;  men  denne  Spaltning  foregik  for  alle  Stoffernes  Vedkommende  kun 
under  Syredannelse,  aldrig  under  Luft  ud  vikl  ing,  sandsynligvis  fordi  de  paa- 
gældende Stammer  mangler  de  til  en  fuldstændig  Spaltning  nødvendige  Enzymer.  For- 
holdet var  konstant  for  disse  Stammer,  og  del  lykkedes  ikke  al  bringe  dem  til  at  pro- 
ducere Luft  ved  Sukkerspallningen.  Lignende  ikke  lul'lprodueerende  Varieteter,  saavel 
af  Coli  som  af  andre  til  Tyfus-Coligruppen  hørende  Former  (Paratyfus-B,  Svine- 
pest, Paracoli)  er  iøvrigt  oftere  beskrevne. 

De  nævnte  10  Stammer  afveg  kun  ved  den  manglende  L u  f  t  p r o d  u  k  - 
lion  fra  de  typiske  Stammer;  paa  alle  andre  Omraader  viste  de  sig 
ganske  identiske  med  disse.  Efter  de  Sukkerartcr  og  polyvalente  Alkoholer, 
som  de  var  i  Sland  til  at  spalte  og  udnytte,  slutter  de  sig  til  forskellige  af  de  foran 
opslillede  Forgæringstyper;  dog  var  de  alle  i  Stand  lil  at  spalte  Saccharose  (A- 
Typer).  Sammenlignet  med  de  luftproducerende  Slammer  forholdt  6  af  de  ikke- 
luftproducerende  Stammer  sig  som  Type  Ai,  1  Stamme  sluttede  sig  til  Type  An 
og  3  Stammer  til  Type  Aiv. 

Vender  vi  os  nii  lil  Coliformernes  se  rologiske  For  ho  Id  saa  linder  vi  ogsaa 
her  en  meget  fremtrædende  Variation  mellem  tie  forskellige  Stammer,  saaledes  al  vi 
paa  Grundlag  heraf  er  i  Stand  til  al  opstille  en  Række  Varieteter.  I  det  følgende 
skal  de  kalvepatliogene  Colibacillers  Agglutinations-  og  Komplementbindingsforhold 
nærmere  undersøges,  medens  Immunitetsforholdene  først  senere  omtales. 


Agglutination. 

Indgaaende  Undersøgelser  over  de  kalvepatliogene  Colibacillers  Agglutinations- 
forhold  har  ikke  tidligere  foreligget  i  Litteraluren. 

I  Indledningen  er  berørt  de  af  Poels  og  Joest  foretagne  Agglutinationsforsøg. 
Saadanne  er  endvidere  foretaget  af  Titze  &  Weichel,  der  prøvede  en  Række  Kalve- 
diarrhoekullurer  og  nogle  Kulturer,  der  var  isoleret  fra  Fæces  af  forskellige  sunde 
Dyr,  overfor  6  monovalente  Colisera.  De  konstaterede  herved,  at  de  undersøgte 
Stammer  forholdt  sig  meget  varierende,  og  det  lykkedes  dem  ikke  at  foretage  nogen 
hiddeling  paa  Basis  heraf. 

Ogsaa  Neumann  har  foretaget  nogle  Agglutinationsforsøg  med  Colistanimer  fra 
Kalvediarrhoe,  hvorved  han  navnlig  har  undersøgt,  om  AggUitinationsl'orholdet  æn- 
dres ved  Passager  gennem  Dyr  (Mus  og  Marsvin),  og  han  kommer  til  det  Resultat, 
at  man  ved  at  lade  Stammerne  passere  gennem  de  nævnte  Dyr  (intraperitoneal  In- 
jektion; Rendyrkning  fra  Hjærteblodet)  kan  ændre  eller  udviske  Stammernes  op- 
rindelige Agglutinalionsforhold.  Her  niaa  imidlertid  bemærkes,  al  Neumann,  saa 
vidt  det  kan  ses,  ikke  har  overbevisl  sig  om,  at  Kulturerne  ikke  er  blevet  forurenede 
ved  de  fortsatte  Dyrepassager. 
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Om  de  foran  nævnte  Undersøgelser  gælder  det,  at  de  er  foretagne  med  et  tem- 
melig faatalligt  Materiale  haade  af  Sera  og  Kulturer. 

I  Litleraluren  findes  endvidere  en  Mængde  Agglutinationsforsøg  med  Colibacil- 
ler  af  anden  Oprindelse  —  i  Særdeleshed  fra  Mennesket  stammende,  pathogène  og 
normalt  i  Tarmen  forekommende  Former.  De  allerfleste  af  disse  Undersøgelser 
stemmer  overens,  idet  de  viser,  at  de  forskellige  Colistammer  i  agglutinatorisk  Hen- 
seende ofte  er  vidt  forskellige,  saa  at  el  med  en  bestemt  Colistamme  fremstillet 
Serum  kun  paavirker  et  ringe  Antal  heterologe  Stammer,  ja  efter  flere  Forfattere 
gaar  det  endog  saa  vidt,  at  det  i  I\eglen  kun  er  den  homologe  Stamme,  der  bliver 
paavirket,  medens  heterologe  Stammer  kun  paavirkes  langt  svagere  eller  oftest  slet 
ikke;  Coliagglutininerne  skulde  altsaa  være  i  den  Grad  specifike,  at  de  egentlig 
kun  viser  sig  virksomme  over  for  den  Stamme,  der  er  benyttet  til  Fremstillingen. 
Hvis  dette  virkelig  er  Tilfældet,  er  det  indlysende,  at  Agglulinationsreaktionen  ikke 
kan  anvendes  som  Identificerings-  eller  Inddelingsgrundlag  indenfor  Coiigruppen; 
thi  det  vilde  jo  blot  føre  til,  at  næsten  hver  Colistamme  maatte  danne  en  Under- 
gruppe for  sig.  I  Almindelighed  er  da  ogsaa  Agglutinationen  frakendt  enhver  Værdi 
som  Identificeringsniiddel,  naar  det  gælder  Coiigruppen. 

Da  der  .som  nævnt  ikke  foreligger  indgaaende  eller  blot  nogenlunde  udførlige 
Undersøgelser  over  de  kalvepathogene  Coliformers  indbyrdes  Agglutinationsforhold, 
var  det  nødvendigt  at  undersøge  dette  Sporgsmaal.  Og  da  vi  i  det  foregaaende  paa 
Basis  af  disse  Bakteriers  Forgæringsforhold  har  kunnet  inddele  dem  i  bestemte 
Typer,  var  det  naturligt  at  foretage  en  Undersøgelse  af  Agglutinationsspørgsmaalet 
paa  Basis  af  denne  Inddeling. 

Med  Repræsentanter  af  de  forskellige  Forgæringslyper  er  derfor  fremstillet 
agglutinerende  Sera.  P'or  de  allerflestes  Vedkommende  er  Fremstillingen  sket  paa 
Kaniner;  kun  enkelte  Sera  er  fremstillet  paa  Geder.  Til  Immuniseringen  er  an- 
vendt 20-24  Timer  gamle  Bouillonkulturer.  Injektionerne  er  foretagne  intravenøst 
med  Intervaller  paa  7—10  Dage  og  med  jævnt  stigende  Dosis  Kultur.  I  Reglen  er 
Immuniseringen  begyndt  med  Indsprøjtning  af  dræbte  Kulturer  (Opvarmning  lil 
60°  i  15  Minutler);  efter  nogle  Injektioner  med  stigende  Doser  heraf  er  der  anvendt 
levende  Kulturer.  Paa  denne  Maade  lykkes  det  i  Reglen  at  tilendebringe  Immuni- 
seringen uden  videre  Uheld.  Men  mange  af  Stammerne  indvirker  dog  ved  de  fort- 
satte Injektioner  mere  eller  mindre  stærkt  paa  Kaninerne.  I  saa  Henseende  er  der 
iovrigt  en  meget  stor  Forskel  paa  de  forskellige  Stammer.  Medens  nogle  af  dem 
taales  selv  i  ret  store  Mængder  (flere  ccm)  uden  nogen  som  helst  Ulempe,  giver 
mange  Stammer  allerede  i  smaa  Doser  Anledning  til  kronisk  Afmagring  eller  til 
Parese  af  Bagkroppen,  og  atter  andre  Stammer  kan  ved  intravenøs  Indsprøjtning  af 
smaa  Mængder  ('/id  ccm)  bevirke  en  akut,  dødelig  forløbende  Infektion;  ved  Sek- 
tionen kan  da  findes  heftig  hæmorrhagisk  Nefritis  og  Enteritis. 

Den  Tid,  som  Behandlingen  strakte  sig  over,  og  den  Mængde  Antigen,  som 
blev  injiceret,  var  højst  forskellig  for  de  forskellige  Stammers  Vedkommende;  thi 
Stammerne  viste  sig  megel  varierende  med  Hensyn  lil  deres  Evne  lil   al  fremkalde 
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Agglutinindannelse.  Medens  nogle  Slammer  allerede  efter  faa  Injektioner  havde 
givet  Anledning  til  en  saa  kraftig  Agglutininproduktion,  at  det  paagældende  Serum 
viste  en  Titer  af  1:10000  eller  derover,  gav  andre  en  langt  svagere  Agglutinindan- 
nelse, og  for  enkelte  Stammers  Vedkommende  lykkedes  det  overhovedet  ikke  trods 
en  langvarig  Immunisering  at  faa  dannet  nævneværdig  Mængde  Agglutinin  (Serumets 
Titer  1:10—1:25). 

Hvad  Tekniken  ved  Udførelsen  af  selve  Agglutinationerne  angaar,  da  benytte- 
des som  Antigen  i  Reglen  friske,  18—20  Timer  gamle  Bouillonkulturer.  Af  Serum- 
fortyndinger  anvendtes  i  Reglen  følgende  Række:  1:100,  1:500,  1:1000,  1:5000  og 
1:10000.  Aflæsningen  skete  efter  4  Timers  Thermostatophold  ved  37",  og  der  fore- 
toges kun  makroskopisk  Aflæsning.  I  det  følgende  betegner  xxx:  total  Bundfæld- 
ning (Vædsken  klar  eller  næsten  klar),  xx:  Agglutination  i  store,  tydelige  Fnug  med 
kun  ringe  Bundfald,  x:  makroskopisk  synlig  Agglutination,  men  kun  mindre  Fnug, 
og  Vædsken  i  det  hele  uklar,  ingen  Bundfældning,    o  belyder:  ingen  Agglutination. 

Af  særlig  Interesse  var  nu  det  Spørgsmaal,  om  den  Gruppering,  som  vi  fandt 
ved  Gæringsprøverne,  ogsaa  lod  sig  opretholde,  naar  Agglutinationsreaktionen  blev 
lagt  til  Grund  for  Inddelingen,  om  altsaa  med  andre  Ord  de  Stammer,  der  for- 
gærede bestemte  af  de  foran  omtalte  Stoffer,  ogsaa  var  identiske  med  Hensyn  til 
deres  Agglutinationsforhold  —  d.  v.  s.  blev  paavirkede  paa  samme  Maade  og  af  de 
samme  Sera.  Hvis  dette  var  Tilfældet,  vilde  det  i  høj  Grad  tale  for,  at  de  til  samme 
Forgæringstype  hørende  Stammer  virkelig  ogsaa  var  fuldtud  identiske. 

De  til  samme  Forgæringstype  hørende  Stammer  er  derfor  først  agglutinerede 
med  et  Serum  fremstillet  ved  Hjælp  af  en  af  disse  Stammer.  Imidlertid  viste  det  sig 
meget  snart,  at  Stammer,  der  for  gær  ede  ganske  ens,  ofte  viste  sig  forskel- 
lige i  agglutinatorisk  Henseende;  et  Serum,  fremstillet  ved  Hjælp  af  en  Stamme 
hørende  til  en  bestemt  Gæringstype,  kunde  saaledes  paavirke  nogle  af  de  til  samme 
Type  hørende  Stammer  lige  saa  stærkt  som  den  homologe  Stamme;  men  andre  Kul- 
turer med  samme  Gæringsevne  paavirkedes  langt  svagere,  og  et  stort  Antal  paavirkedes 
ofte  slet  ikke.  For  nærmere  at  illustrere  dette  Forhold  skal  her  anføres  de  Under- 
søgelser, som  er  foretagne  indenfor  den  største  og  hyppigst  forekommende  For- 
gæringstype :  Type  Ai,  og  som  er  opstillede  paa  Tabel  I.  Som  tidligere  nævnt 
omfatter  Materialet  for  denne  Types  Vedkommende  131  Kulturer.  Med  en  af  disse: 
Nr.  733  fremstilledes  Serum  paa  en  Kanin,  og  med  dette  Serum,  hvis  Titer  var  c. 
1 :  10000,  agglutineredes  alle  de  131  Stammer.  Der  viste  sig  da  herved  straks  en 
betydelig  Forskel  mellem  de  undersøgte  Stammer.  Medens  53  af  disse  agglutinere- 
des til  Titergrænsen  af  Serum  733,  blev  30  Stammer  vel  paavirkede,  men  kun  i 
ringere  Grad  og  iøvrigt  ret  forskellig;  de  øvrige  48  Stammer  blev  derimod  slet 
ikke  agglutinerede  af  det  nævnte  Serum,  i  hvert  Fald  ikke  af  Fortyndingen  1 :  100. 
For  nærmere  at  undersøge  Forholdet  fremstilledes  derfor  agglutinerende  Sera  med 
3  af  de  sidst  nævnte  Stammer  (Nr.  1286,  1216  og  991),  der  altsaa  ikke  blev  paavir- 
kede af  Serum  733.  Med  de  to  førstnævnte  lykkedes  del  at  fremstille  ret  højt  aggluti- 
nerende Sera  paa  Kaniner  (Tiler  henholdsvis  1 :  10000  og  1 :  20000);  derimod  fremkaldte 
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Stamme  991  kun'  meget  ringe  Agglutinindannelse;  trods  langvarig  Behandling  af 
Kaninen  med  levende  Bakterier,  naaede  Titeren  ikke  op  over  1:40.  Samtlige  131 
Stammer  blev  derefter  prøvede  over  for  de  tre  Sera.     Det  viste  sig  da,   at   de  to  af 
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disse  :  Serum  1286  og  1216  i  Hovedsagen  forholdt  sig  ens,  idet  de  agglutinerede  de 
samme  Stammer  paa  samme  Maade.  De  to  Stammer  1286  og  1216  forholdt  sig  og- 
saa  ganske  ens  over  for  alle  de  prøvede  agghitinerende  Sera. 

Sammenlignes  nu  Resultaterne  af  Agglutinalionerne  med  Serum  733  og  Serum 
1286  og  1216,  saaledes  som  de  er  sammenstillede  i  Tabel  I,  vil  man  se,  at  en 
Række  Stammer,  der  agglutinercs  af  førstnævnte  Serum,  ikke  paavirkes  af  de  to 
andre,  og  at  en  Del  Slammer,  der  ikke  agglutineres  af  Serum  733  agglutineres  til 
Titergrænsen  af  Serum  1286  og  1216  Dette  var  kun,  hvad  man  kunde  vente,  idet 
jo  de  to  sidstnævnte  Sera  netop  fremstilledes  ved  Hjælp  af  Stammer,  som  ikke  paa- 
virkedes af  Serum  733,  altsaa  var  i  agglutinatorisk  Henseende  forskellige  fra  Stamme 
733,  saaledes  al  man  deraf  var  berettiget  til  at  vente,  at  ogsaa  de  tilsvarende  Ag- 
glulininer  vilde  vise  sig  forskellige.  Imidlertid  viste  Forholdene  sig  at  være  betyde- 
lig mere  komplicerede.  Ligesom  vi  fandt  en  Del  Stammer,  der  kun  i  ringe  Grad 
agglutineredes  af  Serum  733,  saaledes  fandtes  ogsaa  en  Del  Stammer,  der  kun  paa- 
virkedes svagt  af  Serum  1286  og  1216;  endvidere  var  der  ikke  faa  af  Stammerne, 
der  agglutineredes  lige  stærkt  (til  Titergrænsen)  af  alle  de  tre  Sera,  og  endelig  blev 
nogle  Kulturer  slel  ikke  paavirkede  af  noget  af  disse  Sera. 

Blandt  disse  Kulturer  var  den  oven  for  omtalte  Stamme  991,  hvormed  der  var 
fremstillet  et  —  om  end  kun  meget  svagt  —  agglutinerende  Serum  ;  med  dette  prø- 
vedes nu  alle  Stammerne.  Det  viste  sig  da,  at  kun  et  ringe  Antal  —  ialt  kun  13 
af  de  131  —  blev  agglutinerede  og  kun  i  Fortyndinger  1 :  25 — 1 :  100.  Af  de  13 
Stammer  blev  nogle  —  ligesom  Stamme  991  —  ikke  agglutinerede  af  Serum  733, 
1286  eller  1216;  men  andre  paavirkedes  ret  stærkt  af  det  ene  eller  det  andet  af  disse 
Sera.  Endelig  fandtes  nogle  Stammer,  som  hverken  agglutineredes  af  Serum  991 
eller  af  noget  af  de  andre  Sera. 

Resultatet  af  de  foretagne  Agglutin  a  tionsprø  ver  var  altsaa,  at  vi 
ved  Hjælp  af  de  omtalte  4  Sera  (hvoraf  de  to  endda  viste  sig  paa  det 
nærmeste  identiske),  var  i  Stand  til  at  adskille  de  med  Hensyn  til 
Gæringsevnen  fuldtud  identiske  131  Colistammer  i  en  hel  Række  ag- 
glutinatorisk forskellige  Grupper.  Og  Sandsynligheden  taler  for,  at  vi 
ved  Anvendelse  af  flere  Sera  vilde  kunne  forøge  Antallet  i  betydelig  Grad. 

Paa  lignende  Maade  som  denne  Colitype  forholder  flere  af  de  andre  Typer 
sig;  ogsaa  indenfor  hver  enkelt  af  dem  kan  man  adskille  en  Række  i  agglutina- 
torisk Henseende  forskellige  Former. 

Et  lige  saa  vigtigt  Spørgsmaal  var  nu  dette,  hvorledes  de  forskellige  For- 
gæringstyper  forholdt  sig  indbyrdes  i  agglutinatorisk  Henseende;  thi  hvis  der 
fandtes  nogen  som  helst  Overensstemmelse  mellem  Gæringsevnen  og  Agglutinations- 
forholdet,  maatte  forskellig  forgærende  Former  ikke  vise  sig  identiske  med  Hensyn 
til  Agglutinationen. 

Med  det  foran  omtalte  Serum  733  (Type  Ai)  er  derefter  foretaget  Agglutina- 
tionsprøve  overfor  samtlige  de  til  andre  Forgæringstyper  hørende  Stammer;  Re- 
sultaterne er  opførte  i  Tabel  II.     Det   fremgaar  heraf,  at   Former,  der  hører  til 
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Tabel  II. 
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Stamme 

Nr. 

Serum  733  (Type  Al) 

1 

i: 

o 
o 
o 

i 

c 
o 
o 
o 

o 

o 

i 

i 

o 

1 

i   i 

o 
o 

g 

1 

^ 

^   1 

T-> 

r-i      ' 

^ 

■ 

•^ 

^ 

T-t 

^ 

^ 

■- 

rt       ^ 

tH 

■^ 

Type 

Type 

Type 

An: 

Aiv: 

Bi: 

123.... 

X 

X 

0 

0 

0 

31 ... . 

X 

0 

0 

0 

0 

389.... 

X 

X 

0 

o 

o 

132.... 

0 

56.... 

0 

887 .... 

o 

148.... 

XX 

XX 

XX 

X 

0 

93  ... . 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

1194.... 

XX 

XX 

XX 

X 

0 

190 .... 

XXX 

XX 

XX 

X 

X 

136.... 

XXX 

XXX 

XXX 

X 

0 

. 

201 .... 

X 

X 

X 

X 

0 

144.... 

XX 

XX 

XX 

0 

0 

Type 

302.... 

X 

X 

X 

X 

0 

146.... 

0 

Bii: 

332.... 

X 

X 

X 

X 

0 

158.... 

0 

181.... 

0 

369.... 

XX 

XX 

XX 

X 

X 

160 

XX 

XX 

0 

0 

0 

398.... 

0 

387.... 

X 

X 

X 

0 

0 

170.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

490 

0 

448.... 

X 

X 

X 

0 

o 

174.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

5(:;9 

0 

475.... 

X 

X 

X 

X 

0 

197.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

937 .... 

0 

511.... 

0 

262 

0 

943 .... 

0 

543.... 

0 

270.... 

0 

549.... 

XX 

XX 

XX 

0 

0 

435.... 

-XXX 

X.XX 

XXX 

X 

0 

Type 

555.... 

XX 

XX 

XX 

X 

0 

440.... 

XXX 

XXX 

XXX 

0 

0 

Biv: 

559.... 

o 

516.... 

0 

20.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

m9.... 

X 

X 

X 

X 

0 

533.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

41.... 

XX 

XX 

XX 

XX 

o 

G82.... 

X 

X 

X 

0 

0 

558.... 

0 

92 ... . 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

800.... 

X 

X 

X 

X 

0 

561 .... 

XXX 

0 

0 

0 

0 

119.... 

0 

809.... 

X 

XX 

XX 

X 

0 

574 .... 

0 

121.... 

0 

863.... 

X 

X 

X 

0 

0 

590.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

163 .... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

869.... 

X 

X 

X 

X 

0 

610.... 

0 

284...". 

0 

873.... 

X 

X 

X 

0 

0 

615.... 

0 

454.... 

0 

912.... 

X 

X 

X 

X 

0 

862.... 

XX 

XX 

XX 

X 

0 

456.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

926.... 

x.xx 

.\xx 

XXX 

X 

0 

871.... 

XXX 

XXX 

XXX 

X 

0 

546.... 

0 

979.... 

,xxx 

XXX 

XXX 

X 

0 

956.... 

0 

586.... 

0 

1011.... 

XX 

XX 

XX 

X 

X 

988.... 

0 

801.... 

0 

1023.... 

0 

989.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

XX 

858.... 

X 

X 

X 

0 

0 

1111.... 

X 

X 

X 

X 

0 

1166.... 

0 

922 .... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

1120.... 

X 

X 

X 

X 

0 

1230.... 

0 

942.... 

XXX 

0 

0 

0 

0 

1144.... 

X 

X 

X 

X 

0 

986i .  .  . 

.XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

1168.... 

XX 

XX 

XX 

X 

X 

Tj-pe 

986ii  .. 

XXX 

-XXX 

XXX 

XX 

X 

1203.... 

XX 

XX 

XX 

0 

0 

Av: 

986m.. 

xx.x 

XXX 

XXX 

XX 

X 

1294.... 

XX 

XX 

XX 

X 

X 

.54.... 

0 

992ii  .. 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

1307.... 

0 

802.... 

0 

1150.... 

0 

1339.... 

XX 

XX 

XX 

X 

0 

1156.... 

0 

1215.... 
1231 .... 

0 
XXX 

0 

0 

0 

0 

Type 

Type 

Am: 

Avi: 

Tj-pe 

599.... 

XX 

XX 

XX 

0 

0 

1067 .... 

XXX 

X 

0 

0 

0 

Bv: 

872.... 

XX 

XX 

XX 

1 

0 

i 

0 

1236.... 

0- 

1 

1 

45.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

130 


24 


Serum  738  (Type 

Al) 

stamme 

Nr. 

Serum  733  (Type 

Al) 

Stamme 

Nr. 

Serum  733  (Type  Al) 

Nr. 

1 

o 

g 

o 

1 

g 

o 

o 

1 

c 

g 

rH 

rH 

o 
o 
o 
o 

8 

o 

o 

1 

o 
o 

g 

i 

120.... 

0 

Type 

.560.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

210.... 

0 

Bvi: 

602.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

21G.... 

x.xx 

XXX 

XXX 

XX 

0 

32.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

621.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

.X 

324.... 

0 

48.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

826.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

379 .... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

96.... 

XX 

XX 

XX 

XX 

0 

866.... 

XXX 

x,xx 

x.xx 

XX 

0 

393.... 

0 

165.... 

XXX 

XXX 

XXX 

X 

o 

OliOi.  .  . 

XXX 

XXX 

.XXX 

XX 

X 

682.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

206.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

OIIOlI  .. 

XXX 

XXX 

X.XX 

XX 

0 

647.... 

XXX 

XXX 

XXX 

X 

0 

269.... 

0 

1045.... 

o 

715.... 

XX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

330.... 

XXX 

XXX 

x.xx 

XXX 

XX 

1087.... 

X 

X 

X 

X 

o 

734.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

331.... 

XXX 

.XXX 

XXX 

XX 

X 

1090.... 

X 

X 

X 

X 

0 

782.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

333.... 

XX 

XX 

XX 

X 

o 

1193.... 

XX 

XX 

XX 

X 

X 

1108.... 

0 

461 ... . 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

1296.... 

0 

1310.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

455.... 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

X 

1313.. .. 

0 

helt  forskellige  Forgæri  ngst  yper,  alligevel  kan  være  identiske  med 
Hensyn  til  deres  A  ggl  u  ti  na  tionsforiiold.  Vi  ser  saaledes  Ai-Seruni'et  agglu- 
linere  et  stort  Antal  af  de  prøvede  Aii-Stammer,  ganske  vist  noget  svagere  end 
den  homologe  Stamme;  men  baade  inden  for  Typerne  Aiv,  Biv,  Bv  og  Bvi 
findes  et  stort  Antal  Stammer,  der  paavirkes  af  det  nævnte  Serum  til  dettes  Tiler- 
grænse.  Navnlig  gælder  dette  for  el  paafaldende  stort  Antal  Bvi-Stammer  (14  af 
24);  delte  er  saa  meget  mærkeligere,  som  netop  Bvi-Stammerne  med  Hensyn  lil 
Gæringsevnen  er  de  fra  Type  Ai  mest  afvigende;  de  to  Typer  forholder  sig 
nemlig  forskellig  overfor  alle  de  4  Stoffer  (Saccharose,  Sorbose,  Dulcit  og  Ado- 
nil),  paa  hvilke  vi  jo  som  foran  omtalt  har  baseret  Inddelingen  i  Forgæringstyper. 
Kun  et  Par  af  Forgæringstyperne  (Av,  Avi  og  Bii),  der  kun  er  repræsenterede 
ved  ganske  faa  Slammer,  gav  negativ  Agglutination  med  Serum  733.  I  det  slore 
og  hele  maa  man  sige,  at  Resultaterne  af  Agglutinalionsforsøgene  med  delle 
Serum  i  alt  væsentligt  er  de  samme  for  den  tilsvarende  Type  (Ai)  som  for  alle  de 
øvrige  Forgæringstyper.  Heraf  fremgaar  det  klart,  at  der  ikke  kan  til- 
vejebringes nogen  Overensstemmelse  mellem  de  under  søg  le  Coli- 
bacillers  Gærings-  og  Agglutinaliosforhold.  Delte  er  for  saa  vidt  be- 
klageligt, som  det  derved  ikke  er  muligt,  hverken  paa  Grundlag  af  Gæringsevnen 
eller  Agglutinationen,  at  naa  til  en  sikker  Inddeling  af  Coliformerne.  Inddelingen 
i  Forgæringstyperne  paa  Grundlag  af  Colibacillernes  Evne  til  at  spalte  forskellige 
Stoffer  giver  os  jo,  som  vi  har  set,  ganske  andre  Rammer  end  dem,  som  vi  vilde 
faa  frem,  hvis  vi  foretog  Inddelingen  efter  Agglutinationsforholdet.  Naar  vi,  saa- 
ledes som  man  jo  maa  gøre,  forlanger  af  en  Inddeling,  at  den  skal  kunne  adskille 
Former,  der  er  forskellige,  og  kun  samle  helt  igennem  identiske  Former  indenfor 
sine  Rammer,  kan  vi  allsaa  ikke  bruge  Gæringsevnen  alene  eller  Agglulinationslor- 
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holdet  alene  som  Gruiifilag  for  Inddelingen;  men  vi  maa  basere  denne  paa  begge 
disse.  Delle  fører  imidierlid  til,  al  vi  maa  opstille  et  meget  stort  Antal  Gruppei-, 
eftersom  hver  Forgæringsgruppe  falder  i  et  Antal  Undergrupper  efter  Agglutina- 
tionerne,  og  forskellig  forgærende  Former  viser  sig  identiske  i  deres  Agglutinations- 
forhold  ;  i  Virkeligheden  vil  en  saadan  Inddeling  blive  saa  kompliceret,  at  den  ikke 
vil  være  praktisk  anvendelig. 

Selv  om  Colibacillerne  vel  ikke  er  saa  varierende  i  agglutinatorisk  Henseende, 
at  hver  enkelt  Stamme  er  noget  for  sig  selv,  er  de  dog  saa  mangfoldige,  at  en  virke- 
lig Identificering  næppe  lader  sig  sikkert  udføre  paa  Basis  af  Agglutinationsreak- 
tionen. Det  samme  maa  i  endnu  højere  Grad  siges  om  den  anden  Serumreaktion, 
nemlig 

Komplementbindingsreaktionen. 

Denne  Reaktion,  der  jo  for  mange  andre  Bakteriers  Vedkommende  plejer  at 
følge  Agglutinationsreaktionen  og  ofte  yder  fortrinlig  Nylte  ved  Identificeringen, 
viser  sig  i  denne  Henseende  ganske  uanvendelig  overfor  Coligruppen. 

Undersøgelser  over  Komplementbindingsreaklionen  overfor  Coli  er  foretaget 
af  Altmann,  Altmann  &  Rauth  og  Amiradzibl  Disse  Forfattere  er  naael  til  del 
ganske  overensstemmende  Resultat,  at  et  med  en  Colistamme  fremstillet  Imniun- 
serum  kun  giver  tydelig  Komplementbinding  med  den  homologe  Stamme,  derimod 
svagere  eller  slet  ingen  Binding  med  heterologe  Stammer.  Endvidere  paaviste  de, 
at  de  agglutinerende  og  de  komplementbindende  Antistoffer  var  forskellige  og  uaf- 
hængige af  hinanden,  idet  et  Coliserum,  som  virkede  stærkt  agglutinerende,  kunde 
give  ganske  svag  Binding  med  den  samme  Stamme,  og  omvendt,  at  et  Serum  kunde 
give  stærk  Komplementbinding  uden  at  give  Agglutination. 

De  Forsøg,  jeg  har  foretaget  med  de  kalvepathogene  Colibaciller,  har  ganske 
bekræftet  de  tidligere  Undersøgelser.  En  tydelig  Komplementbinding  fik 
man  kun  frem  m  e  d  d  e  n  h  o  m  o  1  o  g  e  S  t  a  m  m  e  ;  de  h  e  t  e  r  o  1  o  g  e  S  t  a  m  m  e  r  g  a  v 
—  ganske  uanset  Agglutina tionsforlioldene  --  i  Reglen  kun  ufuld- 
s  t  æ  n  d  i  g  e  e  1 1  e  r  n  e  g  a  t  i  V  e  B  i  n  d  i  n  g  e  r. 

Til  Forsøgene  er  anvendt  en  Del  af  de  samme  Sera,  som  anvendtes  til  Agglu- 
tinationsforsøgene  —  de  fleste  har  været  Kaninsera  —  et  Par  har  været  Gedesera. 
Som  Antigen  er  benyttet  friske,  c.  18  Timer  gamle  Bouillonkulturer  (Cibils  Bouillon), 
der  er  dræbt  ved  Opvarmning  til  ßO°  i  \j  Time.  Dosis  har  været  0,1  eller  0,2  ccm. 
Saadant  Antigen  har  i  intet  Tilfælde  i  Doser  op  til  1  ccm  virket  spontant  hæm- 
mende paa  Hæmolysen;  derimod  virker  24  Timer  gamle  eller  endnu  ældre  Bouillon- 
kulturer, saavel  som  opstemmede  Agarkulturer  for  mange  Colistammers  Vedkom- 
mende stærkt  spontant  hæmmende  paa  Hæmolysen.  Intet  af  Antigenerne  har  virket 
spontant  hæmolyserende. 

I  det  hæmolytiske  System  er  anvendt  Gedeblodlegemer  og  Gedehæmolysin 
(fremstillet  paa  Kanin),  samt  Marsvinekomplement.  løvrigt  har  den  anvendte  Tek- 
nik været  den  almindelig    benyttede,    kun  er  der  arbejdet  med  stærkere  Fortyndin- 

D.  K.  D.  Vidciisk.  Sclsk.  Skr.,  nalurvidcnbli.  og  miithcm.  Al'd..  S.  Række.  I.  3,  18 
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ger  og  mindre  Vædskemængder,  end  der  sædvanlig  anvendes  (1  "  n  Blodlegemeop- 
slemning  i  Stedet  for  som  almindelig  anvendt  5  "/»  og  tilsvarende  mindre  Mængde 
Hæmolysin  og  Komplement;  den  totale  Vædskemængde  i  hvert  Glas:  2,5  i  Stedet 
for  5  ccm  o.  s.  v.)- 

I  Tabel  III  er  opstillet  9  af  de  undersøgte  Sera  og  disses  Komplemenlbin- 
dings-  og  Agglutinationsforhold  overfor  de  tilsvarende  9  Stammer.  Nogle  Sera  som 
733,  991,  1377  og  1230  giver  kun  tydelig  Binding  med  den  homologe  Stamme,  me- 
dens de  med  de  heterologe  Stammer  ikke  giver  nogen  Binding  eller  kun  partiel 
Binding  i  de  laveste  Serumfortyndinger.  Serum  1230  giver  dog  med  et  Par  hetero- 
loge Stammer  (943,  602  og  (521)  total  Binding  i  Fortyndingen  0,1  og  partiel  Binding 
med  de  andre  Stammer  i  Fortyndingerne  0,1  og  0,u.5.  Serum  621  giver  tydelig  spe- 
cifik Binding  foruden  med  den  homologe  Stamme  tillige  med  Stamme  602,  og  det 
giver  partiel  Binding  med  alle  de  andre  Stammer  i  Fortyndingerne  0,1,  0,0-')  og  0,oi. 
Serum  602  giver  kun  meget  ringe  Binding  med  den  homologe  Stamme  (og  med 
Stamme  621),  og  de  to  Sera  599  og  1236  giver  slet  ingen  Binding,  heller  ikke  med 
de  homologe  Stammer.  For  de  3  sidstnævnte  Seras  Vedkommende  er  at  bemærke, 
at  de  to  er  fremstillede  paa  Ged  (599  og  602),  den  tredje  1236  paa  Faar,  hvilkel  sik- 
kert forklarer  disse  Seras  ringe  Indhold  af  Amboceptorer  ogsaa  overfor  den  homo- 
loge Stamme.  Det  er  nemlig  vist  af  Hindersson,  at  i  hvert  Fald  hos  Faaret  sker 
Dannelsen  af  komplementbindende  Antistoffer  overfor  kalvepathogene  Colistammer 
meget  langsomt,  og  det  er  vel  rimeligt  at  antage,  at  noget  lignende  er  Tilfældet 
hos  Geden. 

Hvad  endelig  Serum  943  angaar,  da  giver  det  total  Binding  med  alle  de  un- 
dersøgte heterologe  Stammer  i  Fortyndingerne  0,1  og  0,05,  med  den  homologe  Stamme 
i  Fortyndinger  op  til  0,oui.  Bindingerne  i  de  lave  Fortyndinger  er  imidlertid  næppe 
specifike,  men  beror  sikkert  paa  Tilstedeværelsen  af  Normal-Amboceptorer.  Saa- 
danne  forekommer  nemlig  i  nogle  Kaninsera;  Hindersson  paaviste  saaledes,  at  nogle 
Normal-Kauinsera  gav  Komplementbinding  med  Coli  i  Doser  til  0,0.5,  og  et  Normal- 
Kaninserum,  som  prøvedes  overfor  de  ovenfor  nævnte  9  Stammer,  gav  total  Bin- 
ding med  alle  disse  i  Fortynding  0,1. 

Af  Tabel  III  fremgaar  det  endvidere  tydelig,  at  de  her  udførte  Undersøgelser 
ganske  bekræfter  Altmann's  og  Amiradziri's  Angivelser  af,  at  Dannelsen  af  de  kom- 
plementbindende og  de  agglutinerende  Antistoffer  foregaar  ganske  uafhængig  af  hin- 
anden. Eksempelvis  ser  vi  saaledes,  at  Serum  733,  der  agglutinerer  Stamme  1377 
kraftig  i  Fortyndingen  1:10000,  ikke  giver  den  fjerneste  Binding  i  Fortyndingen 
1:10  med  denne  Stamme;  paa  lignende  Maade  forholder  Serum  1377  sig  over  for 
Stammerne  602  og  621.  Og  omvendt  finder  vi,  at  Serum  991,  der  kun  formaar  at 
agglutinere  den  homologe  Stamme  i  Fortyndingen  1:25,  ikke  desto  mindre  inde- 
holder ret  betydelige  Mængder  komplementbindende  Antistoffer,  idet  det  med  Stamme 
991  giver  total  Binding  i  Fortyndinger  op  til  0,00.5. 

Komplementbindingen  yder  os  altsaa  ingen  som  helst  Nytte  til  Identificering  af 
de   forskellige   Coliformer.    Vi   maa   i   det    hele    taget    altsaasige,    at  det    ikke   er 
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lykkedes  paa  Grundlag  af  kullurelle  og  biologiske  P'orskelligheder 
at  opstille  en  tilfredsstillende  og  praktisk  anvendelig  Gruppering 
af  de  kalvepalhogene  Go  li  bac  i  Iler,  idet  disse  særlig  i  serologisk  Henseende 
udviser  en  meget  stor  Variation.  Det  er  indlysende,  al  disse  Forhold  i  ikke  ringe 
Grad  vil  vanskeliggøre  de  sammenlignende  Undersøgelser  mellem  de  pathogène  og 
normalt  hos  Kalve  forekommende  Colibaciller  og  Besvarelsen  af  Spørgsmaalet  om 
disse  Formers  Identitet. 


II.    De  i  Tarmen  hos  sunde  Kalve  forekommende  Colibaciller. 

Colibacillen  er  ligesom  hos  andre  Pattedyr  ogsaa  hos  Kalven  en  konstant 
forekommende  Tarmmikrob.  Dens  Tilstedeværelse  i  Tarmindholdet  hos  sunde 
Kalve  er  vistnok  først  paavist  af  C.  O.  Jensen,  der  som  tidligere  omtalt  rendyrkede 
Bakterien  herfra.  C.  O.  Jensen  undersøgte  Indvoldene  af  7  raske  Kalve,  af  hvilke 
en  var  8—12  Dage  gammel,  medens  de  andre  kun  var  el  Par  Dage  gamle.  Ved 
Dyrkningsforsøg  visle  det  sig,  al  der  fra  seks  af  Kalvene  saa  godt  som  udelukkende 
voksede  Kolonier  af  Coli,  og  disse  fremkom  tilmed  i  stor  Mængde.  I  mikroskopiske 
Præparater  af  Tarmindholdet  fandtes  dog  ogsaa  andre  Bakterieformer;  men  disse 
kom  ikke  til  Udvikling  ved  Dyrkningsforsøgene.  Senere  Undersøgere  (Ankeusmit, 
KÜTHE  og  Fischer),  der  har  beskæftiget  sig  med  Tarmfloraen  hos  Kalve,  har  alle 
paavist  den  konstante  Forekomst  af  Colibaciller;  men  nogen  nærmere  Undersøgelse 
af  disse  foreligger  ikke,  udover  de  i  Indledningen  nævnte  Forsøg,  som  er  foretagne 
af  C.  O.  Jensen,  og  som  væsentlig  log  Sigte  paa  de  morfologiske  og  kulturelle  For- 
hold samt  Pathogenitet,  sammenlignet  med  de  fra  Tilfælde  af  Kalvediarrhoe  isole- 
lerede  Colislammer.  Undersøgelser  over  de  hos  sunde  Kalve  forekommende  Coli- 
bacillers  Gæringsforhold  og  serologiske  Forhold  foreligger  saaledes  ikke,  eller  Un- 
dersøgelserne er  kuu  meget  lidt  indgaaende.  Naar  vi  da  i  det  følgende  skal  be- 
skæftige os  med  disse  Coliformer,  er  det  i  Særdeleshed  disse  Forhold,  der  vil  blive 
Genstand  for  Undersøgelse;  men  iøvrigt  er  Undersøgelserne  i  del  væsentlige  fore- 
tagne efter  ganske  samme  Plan  og  i  samme  Omfang  som  de  foran  beskrevne,  der 
omfatter  de  pathogène  Coliformer.  Inden  vi  gaar  over  til  de  egentlige  Undersøgelser, 
skal  blot  forudskikkes  nogle  oplysende  Bemærkninger  angaaende  det  benj'ttede 
Materiale. 

Fremskaffelsen  af  et  Materiale,  der  i  enhver  Henseende  er  uangribeligt,  frem- 
byder ikke  ringe  Vanskeligheder.  Først  og  fremmest  maa  man  stille  den  Fordring, 
at  de  Kalve,  hvorfra  Materialet  tages,  ikke  alene  er  sunde  i  almindelig  Forstand; 
men  det  er  ogsaa  nødvendigt  at  sikre  sig,  at  de  i  allersnævreste  Forstand  er  sunde 
—  d.  V.  s.  at  de  ikke  i  Tarmen  huser  pathogène  Colibaciller.  Selv  om  Kalvene 
tilsyneladende    er    ganske    friske    og    sunde,   er  del   jo   ikke  udelukket,   at  der    kan 
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være  pathogène  Former  tilstede  i  Tarmen.  I  mangfoldige  Tilfælde  vil  der 
meget  vel  kunne  være  pathogène  Colibaciller  tilstede  i  Tarmen,  uden  al  dette 
kommer  til  at  inlluere  paa  Kalvens  Sundhedstilstand  —  det  være  sig  fordi  Infek- 
tionen med  de  pathogène  Former  sker  paa  et  Tidspunkt,  hvor  Kalven  er  uimod- 
tagelig, hvilket  den  allerede  vil  være  faa  Dage  efter  Fødslen,  eller  det  er  fordi  Kal- 
ven helt  fra  Fødslen  er  særlig  modstandsdygtig,  eller  hifektionen  er  for  svag  til  at 
fremkalde  en  almindelig  Infektion  —  kort  sagt,  der  er  her  Muligheder  nok,  lige- 
som der  jo  er  ved  enhver  Infektionssygdom,  til  at  Sygdommen  ikke  kommer  til 
Udbrud  trods  Optagelse  af  de  pathogène  Bakterier.  Disse  vil  imidlertid  stadig 
kunne  holde  sig  i  Tarmen,  ja  niaaske  endog  formere  sig  i  betydelig  Grad,  uden  at 
Dyret  viser  noget  Sygdomstegn  ;  men  dets  Tarmflora  kan  derfor  ikke  betegnes  som 
normal  —  den  kan  sikkert  ofte  være  meget  unormal.  I  enhver  Besætning,  hvor 
Colibacillosen  optræder  —  epidemisk  eller  sporadisk  —  vil  man  da  ikke  kunne 
udelukke  Muligheden  af,  at  selv  de  tilsyneladende  helt  raske  Kalve  kan  huse  pa- 
thogène Colibaciller  i  Tarmen;  thi  saaledes  som  Forholdene  er  i  de  allerfleste 
Kalvebesælninger,  vil  de  pathogène  Bakterier  kunne  findes  overalt  (i  Staldbnnden 
og  paa  de  i  Stalden  værende  Dyr  og  Genstande),  og  de  vil  meget  let  herfra  kunne 
komme  i  Tarmen  paa  de  spæde  Dyr  —  ved  at  disse  dier  Moderen,  drikker  af  urene 
Spande  eller  slikker  paa  de  i  Stalden  værende  Genstande  o.  s.  v.  Nu  er  imidlertid 
Colibacillosen  en  meget  udbredt  Sygdom,  der  findes  saa  at  sige  stationær  i  en  Mængde 
Besætninger,  og  det  er  derfor  af  største  Vigtighed,  at  man  er  forsigtig  med  Valget 
af  Materiale,  naar  det  som  her  drejer  sig  om  at  faa  fat  i  de  normalt  forekommende 
Bakterier.  Det  er  derfor  ganske  utilstrækkeligt  al  tage  Materialet  fra  et  eller  andet 
Slagtehus,  saaledes  som  de  fleste  Undersøgere,  der  har  beskæftiget  sig  med  den 
normale  Tarmflora  hos  Kalve,  har  gjort  —  uden  at  man  har  Rede  paa,  hvorfra  de 
paagældende  Kalve  stammer;  thi  man  har  ikke  nogen  Garanti  for,  al  de  Bakterier 
—  specielt  naar  Talen  er  om  Coliformerne  —  som  man  træfl'er  hos  saadanne  Dyr, 
ikke  i  Virkeligheden  er  pathogène  Former,  som  er  optagne  i  den  eventuelt  inficerede 
Besætning,  hvorfra  Kalven  stammer,  eller  som  er  optagne  under  Transporten  eller 
i  selve  Slagtehuset.     Infektionskilderne  kan  være  mangfoldige. 

Den  eneste  Maade,  paa  hvilken  man  kan  sikre  sig  brugbart  Ma- 
teriale til  Undersøgelse  af  normalt  forekommende  Colibaciller  hos 
Kalve,  er  at  tage  Materialet  fra  Besætninger,  hvor  der  ikke  forekom- 
mer og  i  et  langt  Tidsrum  ikke  er  forekommet  Tilfælde  af  Coli- 
bacillose (Kai vediarrhoe).  Besætninger  af  denne  Art  er  imidlertid  ikke 
hyppige;  saaledes  findes  vistnok  næppe  i  Københavns  umiddelbare  Nærhed  nogen 
Besætning,  der  ikke  er  inficeret  med  nævnte  Sygdom.  Imidlertid  er  det  dog  lykke- 
des at  finde  enkelte  Besætninger,  der  har  opfyldt  de  nævnte  Betingelser,  og  fra  G 
af  disse  Gaarde  er  Materialet  taget.  De  6  Besætninger  er  følgende:  GI.  Holtegaard 
(Holte),  „Friheden"  (Hørsholm),  Ørsholtgaard  (Kvistgaard),  Sofiendal  (Haslev),  Wes- 
selsminde  (Lyngby)  og  Sauntegaard  (Saunte).  I  alt  er  der  fra  disse  Besætninger 
undersøgt  25  Kalve  i  Alderen  fra   c.  2Ü  Timer   til  9   Dage.     Undersøgelsen    har   be- 
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staaet  i,  at  der  efter  Kalvens  Slagtning  er  foretaget  en  nøjagtig  makro-  og  mikro- 
skopisk Undersøgelse  af  Indholdet  i  de  forskellige  Tarmafsnit,  samt  Dyrkningsforsøg 
fra  disse.  Da  det  var  ønskeligt,  at  Undersøgelsen  kunde  ske  saa  snart  som  muligt 
efter  Kalvens  Slagtning;  for  at  det  oprindelige  Billede  af  Tarmfloraen  ikke  skulde 
kunne  forandres  ved  postmortel  Vegetation  af  de  tilstedeværende  Bakterier,  er  Kal- 
vene saa  vidt  muligt  indsendte  i  levende  Live  fra  Besætningerne  direkte  til  Labora- 
toriet, hvor  Slagtningen  har  fundet  Sted,  og  hvor  da  Undersøgelsen  har  kunnet 
iværksættes  umiddelbart  efter  Slagtningen.  Paa  denne  Maade  er  ialt  undersøgt  15 
Kalve  i  Alderen  fra  2 — 9  Dage,  alle  stammende  fra  de  tre  førstnævnte  Besætninger. 
Forsendelsen  fra  Besætningen  til  Laboratoriet  har  fundet  Sted  i  en  særlig  konstrueret, 
ganske  tæt  Kasse,  saaledes  at  Muligheden  for  Infektion  under  Transporten  har  kunnet 
udelukkes;  efter  hver  Benyttelse  er  Transportkassen  grundig  renset  og  desinficeret, 
inden  den  atter  er  taget  i  Brug. 

Medens  selv  en  længere  Transport  af  Kalve  i  den  angivne  Alder  stedse  taales 
uden  nogen  Ulempe  for  Dyrene,  vil  yngre  Kalve,  specielt  ganske  nyfødte  Dyr,  van- 
skelig kunne  taale  en  længere  Transport.  For  de  Kalves  Vedkommende,  der  har 
været  omkring  24  Timer  gamle  ved  Slagtningen  (ialt  10  Stykker),  er  denne  da  fore- 
taget paa  Stedet,  hvorefter  Fordøjelsesorganerne  saa  hurtig  som  muligt  er  sendt  til 
Laboratoriet.  Det  fra  den  ene  af  Besætningerne  stammende  Materiale  kunde  da 
allerede  undersøges  et  Par  Timer  efter  Slagtningen;  fra  de  to  andre  Besætninger 
varede  Forsendelsen  noget  længere,  og  i  nogle  Tilfælde  har  det  været  nødvendigt  at 
opbevare  Materialet  Natten  over  i  Kølerum  (ved  5— 6°);  men  saa  vidt  det  kan  skøn- 
nes, har  denne  Udsættelse  ikke  influeret  paa  Forholdene. 

Hvad  iøvrigt  de  undersøgte  Kalve  angaar,  da  har  de  inden  Slagtningen  været 
behandlede  paa  ganske  samme  Maade,  som  Kalvene  sædvanlig  behandles  i  de  paa- 
gældende Besætninger.  Ernæringen  har  som  Regel  bestaaet  af  Modermælken,  og  en 
enkelt  af  Kalvene  har  hele  Tiden  gaaet  hos  Moderen  og  diet  denne.  De  Kalve,  der 
er  indsendt  levende,  har  alt  efter  Transportens  Varighed  maattet  faste  i  kortere  eller 
længere  Tid,  inden  Slagtningen  har  fundet  Sted.  Om  dem  alle  gælder,  at  de  har 
været  i  enhver  Henseende  sunde  og  raske;  navnlig  har  der  ikke  været  nogen  som 
helst  klinisk  Diarrhoe  at  paavise. 

Foruden  de  25  spæde  Kalve  er  endvidere  undersøgt  8  noget  ældre  (flere  Maa- 
neder  gamle)  Kalve.  Disse  er  nærmest  taget  med,  for  al  man  kunde  sammenligne 
Colifloraen  hos  Kalve,  der  ernæres  væsentligst  af  Planteføde,  med  den  hos  Spæd- 
kalvene forekommende,  typiske  Mælkeflora.  Om  de  paagældende  Kalve  foreligger 
ingen  nærmere  Oplysninger;  det  er  tilfældigt  Slagtehusmateriale,  der  er  benyttet. 

Som  omtalt  har  10  af  de  undersøgte  Spædkalve  været  omkring  24  Timer 
gamle;  3  Kalve  har  været  2  Dage,  4  2'/--  Dag,  4  3  Dage,  2  3'/::  Dag,  en  6  og  en  9 
Dage  gamle.  Nogen  større  Forskel  har  der  ikke  været  hverken  paa  Tarmindholdets 
Beskaffenhed  eller  paa  de  bakteriologiske  Forhold  i  Tarmkanalen;  de  ganske  spæde 
Kalve    har   i   saa    Henseende    i    det   væsentlige    stemt   overens    med   de   ældre  (flere 
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Dage  gamle).     Ernæringen   har  jo  ogsaa  for  alle  disse  Kalves  Vedkommende  været 
den  samme:  udelukkende  Mælk. 

Undersøgelsen  er  skel  paa  den  Maade,  at  der  fra  forskellige  Afsnit  af  For- 
døjelseskanalen er  udtaget  Prøver  af  Indholdet  under  sterile  Kauteler  —  d.  v.  s. 
omhyggelig  Afbrænding  af  Overfladen  paa  det  paagældende  Parti  og  Udtagning  af 
Indholdet  med  sterile  Instrumenter.  I  Reglen  er  undersøgt  Løbe,  Tyndtarm  (forreste 
og  bageste  Del,)  Blindtarm  og  Stortarm  (Colon). 

I  Løben  er  der  i  de  allerfleste  Tilfældet  fundet  mere  eller  mindre  rigelig 
Mængde  Mælk,  der  er  ,.løbet  sammen",  saa  al  der  findes  større  eller  mindre  Kasein- 
klumper og  en  vallelignendc,  rel  stærk  slimet  Vædske.  I  nogle  Tilfælde,  hvor  Kal- 
ven har  fastet  i  længere  Tid,  har  der  kun  været  en  ringe  Mængde  stærkt  slimet 
Indhold  i  Løben.  Naar  der  var  nogenlunde  rigeligt  Indhold,  har  dette  stedse  rea- 
geret surt.  I  to  Tilfælde,  hvor  der  kun  fandtes  en  ringe  Mængde  Slim,  var  Reak- 
tionen dog  tydelig  alkalisk  (Kalv  X  og  XVI). 

Indholdet  i  Tyndlarmen  har  ligeledes  været  mere  eller  mindre  rigeligt,  alt 
efter  som  Kalven  har  fastet  i  kortere  eller  længere  Tid.  Beskaffenheden  kunde  og- 
saa være  ret  forskellig.  Naar  der  var  nogenlunde  rigeligt  Indhold,  har  det  gerne 
været  ganske  tyndtflydende  og  mindre  stærkt  slimet,  medens  et  mindre  rigeligt  Ind- 
hold gerne  var  mere  tyktflydende  og  slimet.  1  nogle  Tilfælde  var  Indholdet  ganske 
homogent;  men  i  Reglen  var  det  dog  noget  fnugget,  og  ved  Henstand  afsattes  der 
da  el  ofle  meget  voluminøst,  fnugget  Bundfald.  Reaktionen  af  Tyndlarmsindholdet, 
særlig  i  det  bageste  Afsnit,  var  i  de  fleste  Tilfælde  tydelig  alkalisk;  men  hos  to 
Kalve  (II  og  XVIII)  var  Reaktionen  svagt  sur  ;  i  begge  disse  Tilfælde  iagttoges  nogen 
Gæring  (Luftudvikling)  i  Indholdet. 

I  Blindtarm  og  S  tor  I  ar  m  var  Indholdet  i  Reglen  af  væsentlig  samme  Be- 
skaffenhed, som  oftest  dog  noget  fastere  af  Konsistens  i  sidst  nævnte  Afsnit.  Det 
var  stedse  mere  tyktflydende  end  Tyndlarmsindholdet,  men  kunde  iovrigl  være  af 
ret  forskellig  Konsistens  (flydende-salveagtigt).  Hos  flere  af  de  ganske  spæde  Kalve 
bestod  navnhg  Slorlarmsindholdet  for  en  stor  Del  af  Mekonium.  Rel  ofle  fandtes 
her  tydelig  Gæring.  I  Modsætning  til  Tyndlarmsindholdet,  der  var  ganske  lugtløst, 
lugtede  Indholdet  i  de  bageste  Tarmafsnit  stedse  udpræget  ekskremenlagligt.  Reak- 
tionen var  i  nogle  Tilfælde  den  samme  som  for  Tyndtarmsindholdels  Vedkom- 
mende; men  ofte  syntes  dog  Blind-  og  Slorlarmsindholdet  al  reagere  noget  mere 
surt  (eller  mindre  alkalisk). 

Af  Indholdet  i  de  ovenfor  omlalle  Afsnit  er  der  i  alle  Tilfælde  foretaget  mi- 
kroskopisk Undersøgelse.  Der  er  hertil  benyttet  Farvning  efter  Gram  og 
Eflerfarvning  med  Neutralrødl  eller  fortyndet  Fuchsin.  Ved  denne  Farvemetode 
faar  man  et  ganske  overordentlig  godt  Overblik  over  den  lilsledevæ>rende  Flora.  I 
Løben  træffer  man  som  oftest  en  ret  ensartet  Flora,  der,  saavidl  del  kan  afgøres 
ved  Mikroskopi,  ikke  indeholder  mange  Bakterieformer.  I  Reglen  er  store,  gram- 
positive Stave  (Mælkesyrestave),  saml  store  ovale  Diplo-  eller  Streptokokker  (Mælke- 
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syrekokker)  de  fremherskende  i  det  mikroskopiske  Billede.  Colilignende  Bakterier 
kan  forekomme  i  ret  storl  Antal,  eller  de  kan  kun  være  faatallige  tilstede. 

I  Tyndtarmen  træffer  man  væsentligst  de  samme  Former;  men  som  oftest 
er  de  colilignende  Bakterier  forholdsvis  talrigere  i  dette  Tarmafsnit.  løvrigt  kan 
Antallet  af  Bakterier,  og  da  i  Særdeleshed  af  de  colilignende  Former, 
variere  i  ganske  overordentlig  høj  Grad  i  Tynd  tar  msi  ndholdet  hos 
forskellige  Kalve.  I  nogle  Tilfælde,  og  særlig  da  hos  de  Kalve,  hvor  der  har 
fundet  rigelig  Næringsoptagelse  Sted,  og  hvor  der  som  Følge  heraf  er  rigeligt  Ind- 
hold i  Tyndfarmen,  er  Antallet  af  Bakterier,  der  iagttages  i  dette  Afsnit,  undertiden 
meget  ringe,  saa  at  man  maa  gennemsøge  Præparatet  for  at  finde  dem;  men  som 
oftest  findes  der  dog  en  Del  —  omend  ikke  mange  Bakterier;  andre  Gange  kan  der 
derimod  findes  betydelige  Mængder  Bakterier,  særlig  Colibaciller,  hvorimod  andre 
Former  kun  er  tilstede  i  ringe  Antal  (Kalv  II,  V,  VI,  XVIII  og  XXII).  Colibacil- 
1erne  forekommer  enten  spredt,  jævnt  fordelle  over  Synsfeltet,  eller  i  storre  eller 
mindre  Hobe;  ofte  ligger  disse  øjensynlig  indlejrede  i  Slimklatter.  I  de  fleste  Præ- 
parater stammende  fra  Tyndtarmen  er  som  Regel  iagttaget  et  storl  Antal  afstødte 
Epithelceller. 

Medens  alt.saa  Antallet  af  Bakterie  fo  rme  r  —  i  hvert  Fald  de,  der  er  nogen- 
lunde talrigt  tilstede  —  er  forholdsvis  ringe  baade  i  Løbe  og  Tyndtarm,  er  For- 
holdet et  andet,  naar  vi  kommer  til  de  bageste  Tarmafsnit;  Blind-  og  Storlarm. 
Her  findes  i  Reglen  et  stort  Antal  Baktcriearler,  hvoraf  flere  ofte  er  rigelig  re- 
præsenterede. Hos  samtlige  de  undersøgte  25  spæde  Kalve  er  colilignende  Bakte- 
rier iagttagne  i  betydeligt  Antal.  For  saa  vidi  har  Bakteriefloraen  altsaa  været  ens- 
artet i  disse  Afsnit;  men  af  de  andre  forekommende  Bakterieformer  kan  for- 
skellige være  dominerende  hos  de  forskellige  Kalve.  Det  mikroskopiske  Billede 
af  Blindtarms-  og  Stortarmsindholdet  saa  vel  som  af  Fæces  er  iøvrigt  i  Hoved- 
sagen ens. 

Hos  de  undersøgte  ældre  Kalve,  hvis  Næring  udelukkende  har  bestaaet  af 
Plantefoder  (Hø),  var  Tarmindholdet  selvfølgelig  ogsaa  præget  heraf,  idet  del  over- 
alt foren  meget  stor  Del  bestod  af  Plantedele;  dette  gælder  særlig  de  bageste  Tarm- 
afsnit  (Blind-  og  Stortarm),  hvor  Indholdet  var  af  en  grødet  Konsistens.  I  Tynd- 
tarmen fandtes  derimod  stedse  tyndtflydende,  noget  slimet  Indhold  med  relativt  faa 
faste  Partikler. 

Hvad  Bakterieindholdet  i  Tarmkanalen  hos  disse  Kalve  angaar,  saaledes  som 
den  præsenterer  sig  ved  Mikroskopi  af  Tarmindholdet,  fandtes  i  de  fleste  Tilfælde 
kun  faa  Bakterier  i  Tyndlarmen  -  hos  nogle  Kalve  endog  meget  faa.  Særlig  den 
forreste  Del  af  Tj'ndtarmen  var  bakteriefattig,  medens  Antallet  synles  al  lillage  noget 
i  de  bageste  Tyndtarmsafsnit.  Billedet  kunde  iøvrigt  være  ret  vekslende;  men  i 
Sammenligning  med  det  hos  de  spæde  Kalve  iagttagne,  fandtes  der  forholdsvis  langt 
færre  colilignende  Bakterier,  medens  forskellige  andre  Former  —  i  Særdeleshed 
Kokker  —  var  forholdsvis  mere  fremtrædende.  Det  samme  kan  egentlig  siges  om 
Floraen  i  Blind-  og  Stortarmen,   selv   om    den    absolute   Bakteriemængde   var   langt 
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større  her  end  i  Tyndtarmen.  Colilignende  Bakterier  forekom  kun  i  ringe  Antal; 
der  var  Iierigennem  en  meget  betydelig  Forskel  paa  det  mikroskopiske  Billede,  som 
vi  fandt  hos  de  spæde  Kalve.  Ligesom  Colibacillerne,  saaledes  forholdt  ogsaa  de 
grampositive  Mælkesyrestave  sig,  idet  de  ligeledes  fremkom  i  langt  ringere  Antal  hos 
de  ældre  Kalve.  Medens  Antallet  af  forskellige  Bakterieformer  synles  storre  hos 
disse,  var  den  samlede  Bakterieniængde  i  de  bageste  Tarmafsnil  øjensynlig  mindre 
end  hos  de  spæde  Kalve. 

Dyrkningsforsøg.  Saa  snart  som  muligt  efter  Udtagelsen  af  Prøverne  fra  de 
forskellige  Tarmafsnit  anlagdes  forskellige  Spredninger  fra  disse.  Da  det  først  og 
fremmest  gjaldt  om  at  undersøge  Colibacillernes  —  eller  de  til  Tyfus-Coligruppen 
horende  Bakteriers  —  Forhold,  blev  der  altid  foretaget  Pladespredninger  i  Laknius- 
Laktose-Agar.  Substratet,  der  benyttedes  hertil,  bestod  af  en  2  "/o'  Agar,  tilsat  2  "/o 
Cibils  Kødekstrakt  og  I"«  Wittes  Pepton  samt  f/o  Laktose  og  en  passende  Mængde 
Lakmusopløsning.  Beaktionen  af  Substratet  var  svagt  sur  over  for  Phenolphtalein. 
I  hver  Spredningsrække  anlagdes  3  Fortyndinger  (paa  sædvanlig  Maade  i  smeltet 
Substrat).  Til  hver  Fortynding  toges  15  ccm  af  Substratet.  De  anvendte  Spred- 
ningsskaale  havde  en  Diameter  af  c.  15  ctm.  Nogen  eksakt  kvantitativ  Bestemmelse 
af  de  forekommende  Bakterier  er  ikke  foretaget.  Ved  Mikroskopi  er  der  først  taget 
et  Skøn  over  Bakteriemængden,  og  derefter  er  der  udsaaet  en  større  eller  mindre 
Mængde  af  Tarmindholdet.  Fandtes  der,  saaledes  som  i  Blindtarmsindholdet  hos 
spæde  Kalve,  en  meget  rigelig  Flora,  toges  en  lille  Platinøse  Tarmindhold,  som  op- 
slemmedes  og  fordeltes  i  25  ccm  steril  A^aCZ-Opløsning.  Af  denne  Opslemning  toges 
1  Draabe  til  15  ccm  Substrat  (første  Fortynding),  herfra  atter  en  Draabe  til  15  ccm 
Substrat  (anden  Fortynding)  o.  s.  v.  Viste  den  mikroskopiske  Undersøgelse  kun  et 
ringe  Bakterieindhold,  udsaaedes  1  à  2  store  Øser  Tarmindhold  direkte  i  Substratet 
(første  Fortynding).  Paa  denne  Maade  lykkedes  det  stedse  i  hver  Spredningsrække 
at  faa  et  Par  Plader,  hvor  der  fandtes  vel  isolerede  Kolonier. 

De  tilsaaede  Plader  henstod  ved  37  '  i  c.  20  Timer,  efter  hvilken  Tid  de  under- 
søgtes. I  de  allerfleste  Tilfælde  var  Resultatet  ret  overraskende;  thi  selv  om  der 
ved  den  mikroskopiske  Undersøgelse  var  iagttaget  en  meget  broget  og  blandet  Flora, 
viste  de  tilsvarende  Pladespredninger  næsten  altid  saa  godt  som  Renkultur  af  Coli- 
kolonier.  Der  kom  saaledes  øjensynlig  et  langt  færre  Antal  Kolonier  frem,  end 
man  efter  Antallet  af  Bakterier  i  de  mikroskopiske  Præparater  skulde  vente.  Mulig- 
vis ligger  dette  i,  at  en  Del  af  de  iagttagne  Bakterier  har  været  døde,  og  endelig  er 
det  ogsaa  meget  sandsynligt,  at  Substratets  Sammensætning  og  Reaktion  ikke  har 
passet  for  en  Del  af  de  andre  Bakterieformer.  Som  man  jo  ogsaa  kunde  vente  af 
det  mikroskopiske  Billede  hos  de  forskellige  Kalve  og  i  de  forskellige  Tarmafsnit, 
var  den  Mængde  Colikolonier,  der  fremkom  paa  Pladerne,  højst  forskellig;  men 
den  stemmede  iøvrigt  godt  overens  med  Antallet  af  Colibaciller,  der  iagttoges  ved 
Mikroskopi.  Hos  de  spæde  Kalve  voksede  saaledes  stedse  et  stort  Antal  Colikolo- 
nier fra  de  bageste  Tarmafsnit  og  for  nogles  Vedkommende  ogsaa  fra  Tyndtarmen  ; 
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i  andre  Tilfælde  var  Mængden  af  Colikolonierne,  navnlig  naar  der  toges  Hensyn  til 
det  betydelige  Udsædsniateriale  (1  a  2  store  Øser),  kun  ringe.  Fra  de  ældre  Kalve 
fremkom  —  overensstemmende  med  det  mikroskopiske  Fund  —  et  forholdsvis  langt 
ringere  Antal  Colikolonier  end  fra  de  spæde  Kalve.  Hos  en  enkelt  (Kalv  XXX) 
syntes  Colihaciller  endog  at  mangle  i  Tyndtarmen,  og  fra  de  bageste  Tarmafsnit 
kom  kun  enkelte  Colikolonier  trods  meget  rigelig  Udsæd.  Ogsaa  fra  Kalv  XXXIII 
og  XXXIV  voksede  kun  meget  faa  Colikolonier  fra  alle  Tarmafsnit. 

Foruden  paa  Lakmus-Laktose-Agar  er  der  ogsaa  samtidig  anlagt  Spredninger 
paa  andre  Substrater  —  saaledes  først  og  fremmest  paa  Gelatine  for  om  muligt  at 
træffe  afvigende  Coliformer  (B.  aërogenes)  eller  andre  til  samme  Bakteriegruppe  hø- 
rende Former.  Sædvanligvis  voksede  kun  ganske  typiske  Colihaciller;  de  aerogenes- 
lignende  Former  skal  senere  omtales  for  sig.  Ret  ofte  fandtes  paa  Gelatinepladerne 
enkelte  smeltende  Former  (B.  mesentericus,  B.  proteus,  Aktinomycesarter  samt 
Kokker);  men  de  var  i  Reglen  kun  faatallige.  De  dominerende  Kolonier  var  her 
—  ligesom  paa  Laktosepladerne  —  Colikolonier. 

Ogsaa  andre  Substrater  som  Cotfeïn-Dextrose-Agar  (2  "/o  Citras  natrico-coffeicus; 
1  "'o  Dextrose)  og  Dextrose-  eller  Serum-Agar  er  lejlighedsvis  anvendte.  Coffein 
virker  jo  i  høj  Grad  hæmmende  paa  Colibacillernes  Vækst;  det  nævnte  Substrat  er 
nærmest  benyttet  her  for  at  paavise  Tilstedeværelsen  af  eventuelle  „coffeinfaste" 
Colistammer.  Saadanne  paavistes  dog  ikke,  idet  der  ikke  fremkom  en  eneste  Coli- 
koloni  paa  dette  Substrat  selv  efter  Udsæd  af  en  stor  Mængde  Materiale,  der  inde- 
holdt Vrimmel  af  Colihaciller;  derimod  voksede  forskellige  Kokker  udmærket  ipaa 
Coffeïnsubstratet. 

Resultatet  af  Undersøgelsen  angaaende  Colifloraen  i  Fordøjelseskanalen  hos 
sunde  Kalve  er  da  dette,  at  Colihaciller  er  fundet  hos  alle  de  undersøgte  34  Kalve; 
men  at  Mængden  af  disse  Bakterier  er  betydelig  større  hos  ganske  spæde  Dyr,  der 
udelukkende  lever  af  Mælk,  end  hos  ældre  Kalve,  hvis  væsentligste  Næring  er  Plante- 
foder. Endvidere,  at  Colibaci lierne  hos  de  spæde  Kalve  altid  er  fundet  i  Løben  og 
alle  Tarmafsnit;  i  størst  Mængde  findes  de  i  de  bageste  Afsnit  (Blind- og  Stortarm), 
medens  de  i  Tyndtarmsindholdet  kan  være  til  Stede  i  overordentlig  forskelligt  An- 
lal,  hos  nogle  Kalve  ganske  faatalligt,  hos  andre  i  store  Mængder. 

I  Litteraturen  foreligger  kun  meget  lidt  angaaende  Colibacillernes  Forhold  i 
Tarmen  hos  sunde,  spæde  Kalve.  Ankersmit,  der  har  undersøgt  Tarmfloraen  hos 
4  Spædkalve,  anfører  Forekomsten  af  Colihaciller  hos  de  3,  i  Særdeleshed  talrig 
forekommende  i  Stortarmen  (Blindtarmen  var  ikke  undersøgt);  hos  den  fjerde  Kalv 
blev  Colihaciller  derimod  slet  ikke  paavist,  end  ikke  i  Stortarmen;  nærmere  Oplys- 
ninger om  denne  Kalv  foreligger  imidlertid  ikke.  Küthe,  der  har  undersøgt  en 
Række  Spædkalve,  angiver,  at  Colihaciller  voksede  paa  „næsten  alle"  de  fra  Tar- 
men anlagte  Spredninger;  noget  nærmere  oplyses  dog  heller  ikke  af  denne  Forfatter. 
Endelig  har  Fischer  fundet  Colihaciller  konstant  forekommende  i  Tarmkanalen 
saavel  hos  spæde  Kalve  som  ældre  Kalve  og  voksent  Kvæg.  Han  angiver  som  ob- 
ligate Tarmbeboere  hos   Kalven    foruden   B.   coli   commune   tillige  „kokkoide    Coli- 


35  141 

Former"  og  „B.  coli  anacrogenes".     Nogen  egentlig  Undersøgelse  af  de  fundne  Coli- 
former  synes  Fischer  dog  ikke  at  have  foretaget. 

Fra  de  forskellige  Tarmafsnit  isoleredes  en  Række  af  de  paa  Pladerne  frem- 
komne Colikolonier,  idet  der  anlagdes  Stikkulturer  i  Agar.  I  Reglen  foregik  Om- 
stikningen fra  Laktosepladerne  og  fra  Overfladekolonierne;  saa  vidt  muligt  medtoges 
saadanne  Colikolonier,  der  paa  en  eller  anden  Maade  (ved  Koloniens  Form  eller 
øvrige  Beskaffenhed)  syntes  at  afvige  fra  den  sædvanlige  Type.  Det  Antal  Kolonier, 
der  isoleredes  fra  hver  Kalv,  var  noget  forskelligt  og  varierede  fra  50  til  100  Stk., 
fordelt  paa  de  forskellige  Tarmafsnit.  Gennem  Undersøgelsen  af  et  saa  stort  Antal 
Kolonier  havde  man  en  vis  Garanti  for  at  faa  nogenlunde  paalidelige  Oplysninger 
om  den  tilstedeværende  Coliflora.  lait  er  der  fra  de  25  Spædkalve  undersøgt  1861 
Colikulturer  og  fra  7  ældre  Kalve  396  Colikulturer  fra  de  forskellige  Tarmafsnit. 

Ligesom  ved  Undersøgelsen  af  de  pathogène  Coliformer,  saaledes  har  vi  ogsaa 
ved  den  nærmere  Undersøgelse  af  de  fra  sunde  Kalve  stammende  Coliformer  lagt 
Gæringsevnen  overfor  de  forskellige  Sukkerarter  og  polyvalente  Alkoholer  til  Grund 
for  den  første  Inddeling  og  paa  Basis  heraf  foretaget  de  videre  Undersøgelser.  I  det 
følgende  skal  vi  nu  nærmere  fremsætte  Resultaterne  af  de  forskellige  Undersøgelser. 

I  morfologisk  Henseende  stemmer  de  fra  sunde  Kalve  stammende  Coli- 
baciller  ganske  overens  med  de  pathogène  Former.  Dette  gælder  ogsaa  med  Hen- 
syn til  Bevægeligheden  i  hængende  Draabe.  Der  fandtes  ogsaa  her  en  betydelig 
Variation  mellem  de  enkelte  Stammer.  Undersøgtes  saaledes  en  Række  Colikulturer 
fra  samme  Kalv  og  isoleret  fra  samme  Tarmafsnit,  fandtes  der  baade  stærkt  be- 
vægelige og  ubevægelige  Former.  Kulturer  fra  samme  Kalv,  der  i  alle  Henseender 
forholdt  sig  ganske  ens,  kunde  ikke  desmindre  være  vidt  forskellige  med  Hensyn 
til  Egenbevægelse. 

Hvad  Voksemaaden  paa  de  almindelige  Substrater  angaar,  da  viste  de  nor- 
malt forekommende  Stammer  sig  ikke  afvigende  fråde  pathogène.  En  Del  af  Stam- 
merne, nemlig  alle  de  fra  Kalv  XVI — XXV  isolerede  (ialt  584)  er  streget  ud  paa 
Overfladen  af  Gelatine.  Med  Undtagelse  af  nogle  aërogeneslignende  Stammer  fra 
Kalv  XVI,  XVII  og  XVIII,  som  senere  skal  omtales,  voksede  alle  de  øvrige  som 
typiske  Coli. 

Der  kunde  saaledes  hverken  i  morfologisk  eller  kulturel  Hen- 
seende paavises  nogen  som  helst  Forskel  paa  de  pathogène  og  de  nor- 
malt forekommende  Coliformer. 

Gæringsevne. 
Samtlige  2257  Kulturers  Gæringsevne   er    prøvet  overfor  alle  de  foran  omtalte 
10  Sukkerarter  og  polyvalente  Alkoholer  paa  samme  Maade  som  nævnt  under  Om- 
talen af  de  pathogène  Colibaciller. 

Det  viste  sig  herved,  at  paa  enkelte  Undtagelser  nær  kunde  alle  Stam- 
merne efter  deres  Gæringsevne  indordnes  under  de  samme  Grupper, 
som    vi   kunde   opstille   for   de    pathogène   Coliformers  Vedkommende. 
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Der  kunde  med  andre  Ord  i  det  slore  og  hele  ikke  paavises  nogen  Forskel  i  Gæ- 
ringsevnen  hos  de  pathogène  og  de  normalt  forekommende  Colibaciller. 

Ikke-lul'tproducerende  Colibaciller  er  ikke  paavist  en  eneste  Gang  hos  de  under- 
søgte Kalve.  Dette  staar  i  direkte  Modstrid  med  Fischers  Angivelse,  i  Følge  h\\\- 
ken.  „Bakterium  coli  anaerogenes"  skulde  høre  til  de  obligate  Tarmbakterier  hos  Kalve. 

Ved  Undersøgelsen  af  de  isolerede  Colistammers  Gæringsevne  viste  der  sig  iøv- 
rigt  flere,  ret  interessante  Forhold,  som  skal  omtales  nærmere  i  det  følgende. 

I  Tabel  IV  er  de  fra  samtlige  32  Kalve  isolerede  2257  Kulturer  opstillede  efter 
deres  Forgæringsforhold  og  efter  de  Tarmafsnit,  hvorfra  de  er  isolerede.  Det  ses 
straks  —  som  alt  nævnt  —  at  næsten  alle  Kulturerne  falder  ind  under  en  af  de 
under  de  pathogène  Former  omtalte  12  Forgæringstyper;  kun  19  af  de  2257  Kul- 
turer har  været  afvigende  med  Hensyn  til  Gæringsevnen,  og  de  allerfleste  af  disse 
har  tilhørt  en  bestemt  Forgæringstype,  der  udmærker  sig  ved,  at  den  forgærer  samt- 
lige de  foran  omtalte  Stoller,  som  vi  benytter  ved  Undersøgelsen;  denne  Type,  der 
altsaa  adskiller  sig  fra  Type  Ai  ved,  at  den  forgærer  Adonit,  er  hidtil  ikke  truffet 
som  pathogen  Form  hos  Kalve. 

Af  Tabel  IV  fremgaar  endvidere,  at  vi  hos  nogle  Kalve  og  til  Trods  for  del 
betydelige  Antal  Kulturer,  der  er  undersøgt  fra  hver  Kalv,  har  fundet  en  mærkelig 

Tabel  IV. 


Tarmafsnit 

Antal 

isolerede 

Kulturer. 

lait 

Antal  Kulturer  tilhorende  Forgæringstype: 

Kalv  Nr. 

Al     An 

Am 

Aiv 

Av 

Avi 

Bi 

Bil 

Bill 

Biv 

Bv  1  Bvi  ;  >'S 

Kalv  I. 

Kalv  II. 

Kalv  III. 
Kalv  IV. 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Stortarm 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Stortarm 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Stortarm 

Fæces 

50 
25 
25 

50 
25 
25 

60 
25 
25 

26 

50 
25 
25 

50 
25 
25 

3 
11 

3 

1 

50 
25 
25 

11 
21 
20 

5 

2 
1 

45 
10 
13 

1 

87 

4 
4 

\ 

4 

4 
14 

11 

50 
22 
14 

42 
24 
25 

26 

1 

1 

Kalv  V.       1 
Kalv  VI.      1 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Stortarm 

T5'ndtarm 

Blindtarm _. 

Stortarm 
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Tarmafsnit 

Antal 
isolerede 
Kulturer. 

lait 

Antal  Kulturer  tilhørende  Forgær 

ngstype  : 

Kalv  Nr. 

Al 

Ah 

Am 

Aiv      Av 

Avi 

Bi 

Bn 

Blll 

Biv 

Bv 

Bvl 

11 

i 
Kalv  VII.    { 

Kalv  VIII.  1 
Kalv  X.       1 

Kalv  XI. 

Kalv  XII. 

Kalv  XIII. 

Kalv  XIV. 

Kalv  XV. 

Kalv  XVI.    1 
( 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Stortarm 

Tyndtarm 

Stortarm 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Stortarm 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Stortarm 

Tyndtarm 

Blindtarm ...'.... 
Stortarm 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Stortarm 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Stortarm 

Tyndtarm .  : 

Blindtarm 

Stortarm 

Løbe 

50 
26 
25 

25 
25 

40 
25 
35 

50 
25 
25 

60 
25 
25 

50 
25 
25 

50 
25 
25 

60 
25 
26 

17 

20 
20 

20 
20 
20 

20 
20 
20 

20 
20 
20 

1 
1 
1 

10 

19 

15 
16 

49 
23 
23 

5 

5 

10 

3 
17 
22 

46 
22 
22 

1 
.. 

2 

2 

I 

14 
20 
11 

48 
24 
22 

6 

3 
2 

1 

14 

1 

1 
1 

1 

1 

18 
12 

24 

2 

1 
1 

1 

41 

3 

11 

3 
3 

2 

1 

11 

3 

18 

1 

1 

1 

3 

6 

1 

1 

1 
1 

3 

31 

4 
3 

4 
1 

1 

1 
2 

15 

12 
19 
13 

16 

18 

3 

8 

13 
6 

6 
5 

47 
6 

1 
1 

1 

1 

8 

1 

1 

25 
32 

1 
2 

2 

2 

2 
5 

1 

1 

2 
3 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Løbe 

1 
1 

Kalv  XVII.  1 
Kalv  XVIII. 
Kalv  XIX.   1 

Tyndtarm 

BImdtarm 

Løbe 

1 

2 

Tyndtarm 

Blindtarm 

Løbe 

1 

Tyndtarm 

Blindtarm 
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Antal 
isnlprede 

Antal  Kulturer  tilhørende  Forgæringstype  : 

Kalv  Nr. 

Tarmafsnit   . 

Kulturer. 

ùo 

Talt 

Al 

An 

Am 

Aiv     Av 

Avi 

Bi 

iJii 

Blll 

iJiv 

Bv 

Bvi 

Kalv  XX.    1 

Løbe 

20 

19 

Tyndtarm 

19 

3 

7 

,  , 

7 

1 

1 

Blindtarm 

20 

•• 

•• 

•• 

9 

•• 

■• 

•• 

•• 

5 

3 

3 

Kalv  XXI. 

Løbe 

20 

16 

3 

Tvndtarm 

20 

2 

12 

5 

1 

Blindtarm 

20 

20 

Kalv  XXII. 

Lobe 

20 
20 

•• 

•■ 

12 
15 

•• 

■• 

8 
5 

Tyndtarm 

Blindtarm 

20 

2 

•• 

10 

2 

6 

Kalv        ( 

Tvndtarm 

30 

2 

5 

1 

1 

12 

9 

XXIII.      \ 

Blindtarm 

29 

•• 

17 

2 

■• 

•• 

•• 

4 

6 

Kalv       / 

TyiuUarm 

25 

1 

4 

4 

15 

1 

XXIV.      ( 

Blindtarm 

25 

5 

1 

1 

•• 

17 

1 

Kalv  XXV. 

Løbe 

20 
■  19 

18 
1 

•• 

1 
1 

1 
17 

Tjmdtarra 

Blindtarm 

20 

9 

•• 

•• 

1 

1 

9 

Kalv  XXVI. 

Tyndtarm 

10 

1 

2 

1 

4 

1 

1 

Blindtarm 

10 

2 

4 

3 

1 

Stortarm 

10 

2 

1 

3 

1 

3 

Kalv 
XXVII.    1 

Tyndtarm 

9 

.. 

.. 

1 

7 

1 

Blindtarm 

10 

1 

5 

4 

Stortarm 

10 

•• 

•• 

5 

•• 

5 

Kalv       1 
XXVIII.    1 

T>'ndtarm 

Blindtarm 

48 
25 

"" 

•■ 

2 

1 

1 

•• 

1 
1 

43 

24 

Stortarm 

25 

•• 

1 

•• 

■• 

24 

i 

TjTidtarm 

23 

17 

2 

3 

1 

Kalv  X  XIX.  j 

Blindtarm 

Stortarm 

26 
25 

1 

24 
22 

1 

2 

Kalv        / 

Blindtarm 

3 

3 

XXX.       ( 

Stortarm 

5 

1 

4 

KalvXXXI. 

Tyndtarm 

58 

•• 

58 

Kalv       1 
XXXII.    . 

Tyndtarm 

50 

.. 

49 

1 

Blindtarm 

25 

1 

22 

1 

1 

Stortarm 

25 

1 

24 
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Overensstemmelse  mellem  saa  godt  som  alle  de  fra  den  enkelte  Kalv  undersøgte 
Kulturers  Forgæringsevne.  Ja,  hos  et  Par  Kalve  som  Kalv  V  og  Kalv  XXXI  har  vi, 
skønt  der  fra  førstnænte  er  undersøgt  100  og  fra  sidstnævnte  58  Kulturer,  kun  fun- 
det een  bestemt  Type  hos  hver  Kalv  (henholdsvis  Type  An  og  Aiv),  og  hos  en 
Række  Kalve  (Kalv  III,  IV,  VII,  XII,  XV,  XXIX,  XXXII)  har  langt  det  overvejende  Antal 
Kulturer  (80 — 95  "o)  af  de  fra  samtlige  Tarmafsnit  isolerede  været  af  een  Forgærings- 
type.  Man  har  hos  alle  disse  9  Kalve  kunnet  tale  om  en  absolut  dominerende  Type, 
som  vi  saa  at  sige  finder  i  „Renkultur"  i  Tarmen,  og  dette  gælder  ikke  alene  for 
de  spæde  Kalve,  men  3  af  de  ovennævnte  Kalve,  hos  hvilke  dette  Forhold  er  paa- 
vist  (Kalv  XXXI,  XXIX  og  XXXII)  er  ældre,  c.  Va  Aar  gamle  Dyr.  Som  det  frem- 
gaar  af  Tabellen,  kan  det  hos  de  forskellige  Kalve  være  snart  een  snart  en  anden 
af  Typerne,  som  vi  finder  dominerende.  Hos  de  ovenfor  nævnte  9  Kalve  er  saa- 
ledes  Type  Aiv  fundet  som  dominerende  Type  hos  3  af  disse.  Type  Ai  hos  2, 
Tj'pe  An  hos  2  og  Type  Biv  og  Bv  hos  hver  een  Kalv. 

Hos  enkelte  Kalve  er  der  paavisl  en  Række  forskellige  Typer,  der  har  været 
nogenlunde  ligelig  repræsenterede,  saaledes  at  man  ikke  her  har  kunnet  tale  om 
nogen  dominerende  Type.  Dette  er  saaledes  Tilfældet  med  Kalv  XXVI,  hos  hvilken 
der  blandt  30  undersøgte  Kulturer  fandtes  7  Forgæringstyper;  mindre  udpræget 
findes  det  samme  Forhold  hos  Kalv  XX,  hvor  vi  dog  i  Løben  blandt  20  undersøgte 
Kulturer  træffer  de  19  af  samme  Type,  men  hvor  vi  blandt  39  Kulturer  fra  Tynd- 
og  Blindtarm  til  Gengæld  træffer  6  forskellige  Typer  repræsenterede.  Hos  Flertallet 
af  Kalvene  er  det  dog  saaledes,  at  een  Type  findes  i  afgjort  Flertal  ;  men  at  der  saa 
ved  Siden  af  den  forekommer  et  ringe  Antal  Baciller,  der  tilhører  en  eller  flere  af 
de  andre  Typper. 

Hyppigst  træflfer  vi  hos  den  enkelte  Kalv  samme  Type  dominerende  i  alle 
Tarmafsnit,  saaledes  at  vi  altsaa  maa  sige,  at  der  med  Hensyn  til  Arten  af  Colifor- 
merne  —  for  saa  vidt  vi  holder  os  til  Gæringsevnen  —  oftest  ikke  er  nogen  For- 
skel paa  de  forskellige  Tarmafsnit;  (med  Hensyn  til  Kvantiteten  af  Colibacillerne, 
da  kan  der,  som  vi  allerede  har  omtalt,  være  stor  Forskel  paa  de  forskellige  Tarm- 
afsnit). Det  gælder  dog  imidlertid  ingenlunde  i  alle  Tilfælde;  det  er  tværtimod  hos 
flere  I^alve  paavist,  at  de  forskellige  Tarmafsnit  kan  indeholde  en  helt  forskellig 
forgærende  Coliflora,  saaledes  at  vi  altsaa  hos  samme  Kalv  kan  finde  forskellige 
dominerende  Typer,  idet  een  Type  kan  dominere  i  eet  Tarmafsnit,  en  anden  Type 
i  et  andet  Afsnit.  Dette  er  saaledes  Tilfældet  med  Kalv  X,  hvor  vi  i  Tyndtarmen 
finder  Typerne  Ai,  Aiv  og  Biv,  men  i  Blindtarmen  Renkultur  af  Biv  og  i  Stor- 
larmen saa  godt  som  Renkultur  af  samme  Type  (32  af  35  undersøgte  Kulturer);  kun 
2  af  Kulturerne  fra  Stortarmen  tilhørte  en  af  de  i  Tyndtarmen  forrkommende  Typer 
(Aiv).  Noget  lignende  finder  vi  hos  Kalv  XXI;  her  findes  i  Løbe  og  Tyndtarm 
Type  Aiv  dominerende  og  kun  henholdsvis  1  og  2  Kulturer  af  Type  Ai,  medens 
vi  i  Blindtarmen  udelukkende  finder  sidstnævnte  Type  (20  undersøgte  Kulturer). 
Lignende  Forhold,  men  ikke  slet  saa  udpræget,  finder  vi  hos  Kalv  VI,  XIV  og  XXV. 

I  denne  Forbindelse  skal  blot  nævnes,  at  Fischeb  angiver,  at  de  fra  den  øverste 
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Del  af  Fordøjelseskanalen  stammende  Coliformer  besidder  en  meget  stærk  Gærings- 
evne,  medens  de  fra  Rectum  isolerede  kun  er  meget  lidt  forgærende.  Det  fremgaar 
ikke  af  Afhandlingen,  hvad  der  menes  med  „meget  stærk"  eller  „meget  ringe" 
Gæringsevne  —  om  dette  udtrykker  en  mere  eller  mindre  vidtgaaende  Sønderdeling 
af  den  enkelte  Sukkerart  (f.  Eks.  stor  eller  ringe  Luftudvikling),  eller  om  det  drejer 
sig  om  Evnen  til  at  spalte  et  stort  eller  ringe  Antal  forskellige  StofTer.  Saavidt  det 
kan  ses,  mener  Fischer,  at  der  under  Colibacillernes  Passage  gennem  Fordøjelses- 
kanalen sker  en  Forandring  af  deres  Gæringsevne,  saa  at  de  fra  meget  stærkt  for- 
gærende  i  de  forreste  Afsnit  omdannes  til  svagt  forgærende  i  de  bageste  Afsnit.  En 
Forskel  paa  Colifloraen  i  de  forreste  og  bageste  Tarmafsnit,  som  den  af  Fischer 
angivne  har  jeg,  som  det  fremgaar  af  foranstaaende,  ikke  kunnet  iagttage. 

Betragter  vi  Colifloraen  hos  Kalve  stammende  fra  samme  Besætning,  kan  vi 
ogsaa  i  flere  Tilfælde  paavise  en  vis  Overensstemmelse.  Saaledes  findes  hos  Kal- 
vene I,  II  og  III,  der  alle  stammer  fra  samme  Besætning,  samme  Colitype  (Biv)  i 
alle  Tarmafsnit,  og  hos  to  af  Kalvene  findes  denne  Type  absolut  dominerende.  Hos 
en  fjerde  Kalv  fra  samme  Besætning  fandtes  derimod  andre  Colityper.  Hos  Kal- 
vene V,  VI  og  VII,  der  alle  stammer  fra  en  anden  Besætning,  finder  vi  paa  samme 
Maade  Type  An  forekommende  i  alle  Tarmafsnit  og  absolut  dominerende;  denne 
Type  er  derimod  hos  alle  de  fra  andre  Besætninger  undersøgte  Kalve  kun  fundet 
ganske  enkelte  Gange.  Ogsaa  hos  de  fra  en  tredje  Besætning  stammende  6  Kalve 
(X — XV)  har  vi  kunnet  paavise  en  bestemt  Type:  Ai,  der  hos  de  fem  Kalve  er  paa- 
vist  i  samtlige  Tarmafsnit,  medens  den  hos  den  sjette  Kalv  (Kalv  X)  kun  paavistes 
i  Tyndtarmen,  ikke  i  Blind-  og  Stortarm.  Endelig  kan  det  i  denne  Forbindelse 
anføres,  at  vi  hos  tre  Kalve  (XVI,  XVII  og  XVIII)  fra  en  fjerde  Besætning  har  fun- 
det den  med  Biii  betegnede,  aërogeneslignende  Type,  som  ikke  er  paavist  hos 
nogle  af  de  fra  andre  Besætninger  stammende  Kalve. 

Uden  at  drage  bestemte  Slutninger  af  disse  Fund  kan  man  vel  sige,  at  disse 
lyder  paa,  at  der  indenfor  en  Besætning  —  i  hvert  Fald  i  et  vist  Tidsrum  -  kan 
findes  en  ret  ensartet  Coliflora  hos  de  forskellige  Kalve,  saaledes  at  en  Colitype  kan 
optræde  med  en  vis  Konstans  indenfor  den  enkelte  Besætning. 

Hvad  enten  vi  gaar  ud  fra,  at  de  hos  samme  Kalv  forekommende  og  paa  samme 
Maade  forgærende  Colistammer  er  fuldtud  identiske  Former,  eller  vi  lader  Spørgs- 
maalet  om  den  fuldstændige  Identitet  ude  af  Betragtning,  saa  er  det  i  hvert  Fald 
et  ret  overraskende  Faktum,  at  vi  ret  jævnlig  hos  baade  spæde  og  ældre  Kalve  kan 
træffe  saa  at  sige  Renkultur  af  een  Colitype,  enten  gennem  hele  Tarmen  eller  i  en- 
kelte Afsnit  af  denne.  Mest  overraskende  er  det  unægtelig,  at  dette  Forhold  kan 
træffes  hos  ældre  (c.  '/a  Aar  gamle)  Dyr,  saaledes  som  vi  har  paavist  det  i  fire 
Tilfælde  (Kalvene  XXVIII,  XXIX,  XXXI  og  XXXII);  thi  her  kunde  man  netop  vente 
at  trætTe  en  særlig  blandet  Flora.  Det  er  jo  nemlig  utvivlsomt,  at  saadanne  Dyr 
har  haft  Lejlighed  til  at  optage  mange  forskellige  Coliformer  med  Føden  og  i  det 
hele  gennem  Opholdet  i  Stalden,  hvorved  de  uundgaaelig  maa  komme  til  at  optage 
Fæcespartikler  fra  et  slørre  eller  mindre  Antal  af  de  i  Stalden  værende  Dyr.     Selv 
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om  vi  nu,  som  ovenfor  nævnt,  i  nogle  Besætninger  har  fundet  en  enkelt  Coliforni 
Særlig  hyppig  forekommende  hos  alle  eller  næsten  alle  de  undersøgte  Kalve,  saa 
vil  det  dog  næppe  nogensinde  være  Tilfældet,  at  en  enkelt  Coliforni  udelukkende  fore- 
kommer hos  alle  eller  blot  de  fleste  Dyr  indenfor  en  Besætning;  der  vil  sikkert 
stedse  i  enhver  Besætning  være  rig  Lejlighed  til  Optagelse  af  flere  forskellige  Coli- 
typer.  Dette  kan  endda  med  ret  stor  Bestemthed  siges  om  de  ovennævnte  fire  Kalve; 
thi  disse  Dyr  har  netop  umiddelbart  inden  Slagtningen  adskillige  Gange  skiftet  Op- 
holdssted og  været  i  forskellige  Stalde  og  i  Beroring  med  mange  forskellige  Dyr  fra 
andre  Steder.  For  de  ganske  spæde  Kalves  Vedkommende  kunde  Forholdet  noget 
bedre  forklares,  idet  de  har  faaet  Mælk  af  een  bestemt  Ko  (Modermælken),  hvad 
enten  de  selv  har  diet  denne  eller  faaet  den  udmalkede  Mælk;  der  var  da  nogen 
Sandsynlighed  for,  at  de  i  første  Linje  vilde  komme  til  at  optage  Colibaciller,  der 
stammede  fra  Moderen.  Alligevel  vilde  der,  saaledes  som  Forholdene  er  i  Staldene, 
dog  ogsaa  for  dem  være  rig  Anledning  til  ogsaa  at  optage  Colibaciller  fra  de  andre 
i  Stalden  værende  Dyr. 

Hvorledes  kan  det  da  være,  at  vi  saa  ofte  kan  finde  en  enkelt  Type  forekom- 
mende i  dominerende  Antal  i  Tarmen?  Nogen  bestemt  Forklaring  herpaa  kan  i 
Øjeblikket  ikke  gives,  men  sandsynligvis  drejer  det  sig  om  særlige  Forhold  i  Tarmen, 
der  paa  en  eller  anden  Maade  yder  een  Form  bedre  Vækstvilkaar  end  de  andre; 
muligvis  spiller  her  ringe  Forandringer  i  Indholdets  Sammensætning  eller  Alkal- 
escens  en  Rolle,  saaledes  at  f.  Eks.  en  bestemt  Reaktion  yder  een  Form  bedre  Vækst- 
vilkaar end  andre,  hvorved  altsaa  denne  Form  hurtig  vil  kunne  komme  i  over- 
vældende Flertal;  usandsynligt  er  det  heller  ikke,  at  de  optagne  Colistammer  kan 
være  i  Besiddelse  al  højst  forskellig  Livsenergi,  og  at  deres  Gæringsevne  til  en  vis 
Grad  kan  være  Udtryk  herfor;  den  hurtigst  voksende  Form  vil  vi  da  finde  i  domi- 
nerende Antal;  endelig  kan  det  ogsaa  tænkes,  at  enkelte  Former  kan  udøve  en 
vis  hæmmende  Indflydelse  paa  andre  Formers  Vækst,  medens  de  selv  kan  formere 
sig  uhindret  og  saaledes  komme  til  at  præge  Floraen.  Derimod  turde  —  efter  alt 
hvad  vi  kender  til  Colibacillernes  Gæringsforhold  —  den  Mulighed  være  ganske 
usandsynlig,  al  Colibacillerne  under  deres  Vækst  i  Tarmen  skulde  kunne  „om- 
præges" paa  en  bestemt  Maade  med  Hensyn  til  deres  Gæringsevne,  saaledes  at  for- 
skellig forgærende  Former  efterhaanden  skulde  gaa  over  til  een  bestemt  Type. 

Hvilken  af  de  ovennævnte  Muligheder  —  om  nogen  af  dem  —  vi  skylder  det  om- 
talte Forhold,  kan  man  som  sagt  ikke  afgøre  sikkert;  højst  sandsynlig  vil  heller 
ikke  een,  men  flere  Faktorer  kunne  spille  en  Rolle,  idet  vi  sikkert  har  med  kom- 
plicerede Forhold  at  gøre. 

Agglutination. 

Selv  om  Colibacillernes  Agglutinationsforhold  —  saaledes  som  vi  saa  det  for 
de  pathogène  Stammers  Vedkommende  —  er  saa  kompliceret  og  varierende,  al  vi 
ikke  kan  basere  nogen  Inddeling  derpaa,  kan  det  dog  ikke  lades  ude  af  Betragtning, 
naar  det  gælder  at  identificere  nærstaaende  Former;  del  er  i  hvert  Fald  nødvendigt 

D.  K.  U.  Viiicnsk.  Sclsk.  Skr.,  nalurvidcnsk.  u«  ninllicni.  Aid.,  8.  liiuUke.  I.  3.  20 
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Stamme  Nr. 
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iS'iimreiu^  nuid  arabiske  Tal  betegner  kalvepathogeue  Stammer. 

—  -      Koraertal  betegner  Stammer  isolerede  fra  Tarmen  af  sunde  Kalve. 
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ogsaa  at  tage  Hensyn  til  Agglutinationsforholdet,  naar  vi  skal  bestemme  de  patho- 
gène og  de  hos  sunde  Kalve  normalt  forekommende  Colibacillers  Stilling  til  hin- 
anden og  undersøge,  hvorvidt  vi  har  med  en  enkelt  eller  med  to  forskellige  Grupper 
at  gøre;  thi  i  sidste  Fald  var  det  dog  ikke  sandsynligt,  at  der  vilde  kunne  paavises 
nogen  Overensstemmelse  mellem  dem  i  agglutinatorisk  Henseende. 

Der  er  derfor  fremstillet  en  Række  Sera  med  Stammer  isoleret  fra  sunde  Kalve. 
Ved  Udvalget  af  disse  Stammer  har  vi  ligesom  for  de  pathogène  Stammers  Ved- 
kommende taget  Hensyn  til  Gæringsevnen  ;  men  iøvrigt  er  Stammerne  udtaget  vil- 
kaarlig.  Med  disse  Sera  og  med  et  Antal  Sera,  fremstillet  med  pathogène  Former, 
er  derefter  foretaget  Agglutinationsprøver  overfor  en  Række  pathogène  Coli- 
stamnier  (Kalvediarrhoestammer)  samt  Stammer,  der  er  isolerede  fra  Tarmen  af 
sunde  Kalve. 

Ligesom  de  pathogène  Stammer  viste  ogsaa  de  fra  sunde  Kalve 
isolerede  Stammer  sig  i  høj  Grad  varierende  med  Hensyn  til  at  frem- 
kalde Dannelsen  af  agglutinerende  Antistoffer.  Nogle  Stammer  gav  alle- 
rede efter  faa  Injektioner  Anledning  til  stærk  Agglutininproduktion,  medens  andre 
trods  langvarig  Behandling  af  Serumdyrene  ikke  formaaede  at  fremkalde  nævne- 
værdige Agglutininer.  I  Reglen  taalte  Serumdyrene  (Kaniner)  Indsprøjtningerne  godt 
—  som  det  synes  noget  bedre  end  Behandlingen  med  de  pathogène  Stammer  —  navn- 
lig var  Intoksikationstilfælde  (Afmagring,  Kakeksi  eller  Lamheder)  som  Følge  af 
Indsprøjtningerne  sjeldne;  derimod  iagttoges  et  Par  Gange  akut,  dødelig  forløbende 
Infektion  efter  intravenøs  Injektion  med  saadanne  Stammer. 

Af  de  foretagne  Undersøgelser  fremgaar  det  nu,  at  de  normalt  forekom- 
mende Colistammer  ligesom  de  pathogène  Slammer  forholder  sig 
meget  forskellig  indbyrdes  med  Hensyn  til  deres  Agglutinatio ns- 
for  h  old.  Selv  Stammer,  der  forgærer  ganske  ens,  kan  paavirkes  helt  forskellig  af 
agglutinerende  Sera,  og  omvendt  findes  ogsaa  Stammer,  der  forgærer  forskellig,  men 
viser  sig  identiske  i  agglutinatorisk  Henseende,  ligesom  ogsaa  helt  identiske  Stam- 
mer (identiske  baade  med  Hensyn  til  Gæringsevne  og  Agglutinationsforhold)  kan 
isoleres  fra  forskellige  sunde  Kalve.  Dette  var  jo  kun,  hvad  man  kunde  vente. 
Ulige  vigtigere  var  det,  at  der  blandt  de  undersøgte  Stammer  fra  sunde 
Kalve  findes  flere,  der  i  agglutinatorisk  Henseende  viser  fuld  Over- 
enstem m  else  med  Stammer  isolerede  fra  Tilfælde  af  Kalvedia rrhoe. 

I  Tabel  V  og  VI  er  opført  de  fleste  af  disse  sammenlignende  Agglutinationer. 
I  førstnævnte  Tabel  findes  12  pathogène  Stammer  (Numrene  betegnede  med  ara- 
biske Tal)  og  2  Stammer  isolerede  fra  Tarmen  af  sunde  Kalve  (XIX  og  XXIV).  Med 
disse  14  Stammer  er  fremstillet  agglutinerende  Sera,  og  samtlige  Stammer  er  der- 
efter prøvet  over  for  alle  disse  Sera.  Som  det  fremgaar  af  Skemaet,  har  Stamme 
XXIV  kun  givet  et  meget  svagt  agglutinerende  Serum  (Titer  1 :  100),  og  denne  Stamme 
paavirkes  heller  ikke  af  noget  af  de  andre  Sera  (i  Fortynding  1  :25);  derimod  viser 
Stamme  XIX  en  meget  smuk  Overensstemmelse  med  flere  af  de  pathogène  Stam- 
mer, dels  saadanne,  der  forgærer  paa  samme  Maade  (7)^3  og  1377)  dels  andre  (599, 
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989,  602  og  621).  Saaledes  bliver  Stamme  XIX  agglulineret  til  Tilergrænsen  eller 
omtrent  til  Titergrænsen  af  de  til  de  nævnte  Stammer  svarende  Sera,  og  Serum  XIX 
agglutinerer  paa  samme  Maade  de  nævnte  Stammer.  Kun  Stamme  599,  der  iøvrigt 
synes  at  være  noget  vanskelig  agglutinabel,  paavirkes  relativt  svagere  af  Serum  XIX, 
medens  Serum  599  agglutinerer  Stamme  XIX  til  Titergrænsen. 

Tabel  VI  indeholder  paa  samme  Maade  Agglutinationsprøver  overfor  10  patho- 
gène Stammer  (Numre  med  arabiske  Tal)  og  9  Stammer  isolerede  fra  forskellige 
sunde  Kalve  (Numre  med  Romertal).  To  af  de  sidstnævnte  (XII  og  V)  stemmer 
ganske  overens  med  nogle  af  de  pathogène  Stammer.  Stamme  XII  forholder  sig 
saaledes  i  det  væsentlige  ganske  som  Stammerne  608,  733,  582,  602  og  621,  medens 
Stamme  V  stemmer  overens  med  Stammerne  682,  602  og  621. 

De  fundne  Resultater  vil  i  Korthed  kunne  sammenfattes  saaledes:  1)  De  i 
Tarmen  hos  forskellige  sunde  Kalve  forekommende  Colibaciller  kan 
ligesom  de  pathogène  Coliformer  indbyrdes  være  meget  forskellige 
med  Hensyn  til  Aggl  utination.  2)  I  Tarmen  hos  helt  sunde  Kalve  kan 
der  træffes  Coliformer,  der  i  aggl  u  t  in  atorisk  Henseende  er  fuldtud 
identiske  med  kalvepathogene  Colistammer. 

Det  kunde  nu  være  af  en  vis  Interesse  at  undersøge,  hvorledes  de  fra  samme 
Kalv  isolerede  Colistammer  forholdt  sig  til  hinanden  i  agglutinatorisk  Henseende, 
blandt  andet  vilde  man  herigennem  kunne  faa  nogen  større  Klarhed  over,  hvorvidt 
det  i  de  Tilfælde,  hvor  vi  finder  ens  forgærende  Stammer  i  el  Tarmafsnit,  virkelig 
drejer  sig  om  fuldtud  identiske  Former,  eller  om  de  med  Hensyn  til  deres  Agglu- 
tinationsforhold  viser  sig  at  være  forskellige;  i  sidste  Fald  niaa  vi  nødvendigvis 
betragte  dem  som  værende  ikke  fuldtud  identiske  Former. 

Der  er  derfor  fremstillet  en  Række  agglutinerende  Sera  ved  Hjælp  af  Stammer 
fra  forskellige  af  Kalvene,  og  med  disse  Sera  er  derefter  foretaget  Agglutinations- 
forsøg  paa  den  Maade,  at  et  Serum  er  prøvet  overfor  alle  de  Stammer,  som  hidrører 
fra  den  Kalv,  hvorfra  den  til  Fremstillingen  af  det  paagældende  Serum  benyttede  Kultur 
stammer;  saaledes  er  det  Serum,  der  er  fremstillet  med  Kultur  fra  Kalv  II,  Tynd- 
tarm 1  (Serum  II  Ti)  prøvet  over  for  alle  de  fra  Kalv  II  isolerede  Stammer,  Serum 
XXXII  T4  er  prøvet  overfor  alle  de  fra  Kalv  XXXII  isolerede  Stammer  o.  s.  v. 

Resultaterne  af  disse  Forsøg,  der  er  opført  i  Tabel  VII — XI,  viser,  at  Stam- 
mer, der  er  isoleret  fra  samme  Kalv,  og  som  er  identiske  med  Hensyn 
til  Gæringsevnen,  ogsaa  som  Regel  viser  sig  identiske  med  Hensyn  til 
deres  Agglutinationsforhold;  men  der  forekommer  dog  ogsaa  Kul- 
turer, der  til  Trods  for  ganske  overensstemmende  Gærings  forhold 
viser  sig  afvigende  i  agglutinatorisk  Henseende,  lige  saa  vel  som  man 
kan  træffe  Kulturer,  der  for  gærer  forskellig,  men  som  stemmer  over- 
ens m.  H.  t.  Agglutination. 

Saaledes  findes  i  Tabel  VII  93  Kulturer,  alle  af  Type  Aiv  og  alle  isolerede  fra 
Kalv  XXXII  (Tyndtarm,  Blindtarm  og  Stortarm).  Samtlige  disse  er  agglulinerede 
med  Serum  fremstillet  med  een  af  Stammerne  (T4).     Med  Undtagelse  af  4  bliver  de 
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Tabel   VII. 


Cnlistaiumer  isolen^de  fra  Kalv  XXXII 

Serum  Stamme  XXXII 
(Type  Aiv) 

Serum  St 
(Type 

amme 
Aiv) 

516 

g 

! 

i 

o 

g 

o 

g 

rH 

g 

«3 

iH 

1 :  5000 

48  Kulturer  fra  T\Tidtarni "j 

Type  A.v       ^^      "            "     Bi-i-'t-nn 

25      —           -    Stortanu ) 

4      —           -    Blindtarm 

1   Kultur  fra  Tyndtarm \ 

Type  Al     \   3      —        -    Blindtarm ■ 

ti      —        -    Stortarm ; 

Type  Bi         1  Kultur  fra  Blindtarm 

(  1  Kultur  fra  Tyndtarm \ 

Type  Biv  <   1      —        -     Blindtarm > 

1  ]       —        -    Stortarm ) 

XXX 

0 

0 

0 

XXX 

XXX 

0 

0 

0 

XXX 

XXX 

0 

0 

0 

XXX 

XXX 

0 

0 

0 

YYY 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

0 
0 

alle  aggliilinerede  paa  samme  Maade  (tolall  1 : 5000)  af  dette  Serum;  men  de  4  Stam- 
mer, der  alle  er  isolerede  fra  Blindlarmen  (Bl,  2, 4  og  is),  bliver,  til  Trods  for  al 
de  forgærer  ganske  som  de  andre,  slet  ikke  paavirkede  af  Serum  T4.  Af  9  til  andre 
Gæringstyper  hørende  Kulturer,  der  er  isolerede  fra  Kalv  XXXII,  bliver  5  til  Type 
Al  og  1  til  Type  Bi  hørende  slet  ikke  paavirkede  af  Serum  T4,  medens  3  andre  til 
Type  Biv  hørende  Stammer  agglutineres  paa  ganske  samme  Maade  som  de  89  Aiv- 
Stammer  af  det  samme  Serum  (Aiv-Serum).  Der  kan  saaledes  hos  samme  Kalv 
forekomme  Colistammer,  som  er  identiske  med  Hensyn  til  Agglutination,  men  for- 
skellige med  Hensyn  til  Gæringsevne.  Det  samme  Forhold  genfinder  vi  iøvrigt  hos 
flere  af  de  undersøgte  Kalve.  Foruden  med  det  nævnte  Serum  er  Stammerne  fra 
Kalv  XXXII  ogsaa  agglutinerede  med  et  Serum  fremstillet  med  en  pathogen,  til  samme 
Forgæringstype  (Aiv)  hørende  Stamme  (516).  Ingen  af  Stammerne  paavirkes 
imidlertid  af  dette  Serum. 

Fra  Kalv  XIX  (se  Tabel  VIII)  er  isoleret  45  Kulturer  af  Forgæringstype 
Al,  samt  15  Kulturer  tilhørende  7  andre  Forgæringstyper.  Alle  disse  Kulturer  er 
agglutinerede  med  et  Serum  fremstillet  med  en  af  Ai-Stammerne  (Tyndtarm  1)  fra 
denne  Kalv.  Med  dette  Serum  agglutineres  alle  45  Ai-Stammerne  saa  godt  som  fuld- 
stændig ens  (1 :  10000).  De  6  Av-Stammer  agglutineres  ogsaa  fuldstændig  ens  af 
Ai-Serum'et,  men  svagere  end  Ai-Stammerne  (1:5000).  Det  samme  gælder  en  An- 
og  en  Aiv-Stamme,  der  dog  begge  agglutineres  af  Ai-Serum  til  1 :  10000.  Medens 
denne  Aiv-Stamme  (Blindtarm  1)  altsaa  maa  siges  at  paavirkes  stærkt  af  dette 
Serum,  bliver  lo  andre  Aiv-Stammer  slet  ikke  agglutinerede  deraf.  Det  samme  gælder 
de  5  til  Grupperne  Am,  Bii,  Biv  og  Bvi  hørende  Stammer. 
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Tabel  VIII. 


Colistammcr  isnlercde  fra  Kalv  XIX 


Serum  Stamme  XIX  Ti 
(Type  Al) 


[  14  Kulturer  fra  Lobo 1 

Typo  Al       20      —          -     Tyndtarm  . .  .  .\ 
111       -  -      Blindtarm J 

Type  An      1  Kultur  fra  Blindtarm 

Type  Am    1  Kultur  fra  Blindtarm 

(  1  Kultur  fra  Blindtarm 

Type   AivJ^      _        _  _ 

Type  Av  O  Kulturer  fra  Lobe 

Type  Bii  2  Kulturer  fra  Blindtarin 

Type  Biv  1   Kultur  fra  Blindtarm 

Type  Bvi  1  Kultur  fra  Blindtarm 


XXX 

o 


XXX 

o 


XX 

o 


I  Tabel  IX  er  opstillet  Agglutinationsprøve  overfor  en  Række  Stammer, 
isolerede  fra  3  Kalve  (V,  VI  og  VII),  der  alle  stammer  fra  samme  Besætning  („Fri- 
heden"). Der  er  anvendt  2  Sera  —  dels  et,  fremstillet  med  en  Stamme  fra  Kalv  V 
(Stamme  VTl),  og  dels  et  fremstillet  med  en  pathogen  Stamme  (682).  Disse  to 
Stammer  tilhører  begge  samme  Forgæringslype  (An),  og  af  de  aggutinerede  Kul- 
lurer tilhører  de  allerfleste  ogsaa  denne  Type.  Saaledes  er  fra  Kalv  V  prøvet  50 
Kulturer,  fra  Kalv  VI  41  Kulturer  og  fra  Kalv  VII  70  Kulturer,  alle  tilhørende 
Type  An.  Som  det  fremgaar  af  Tabellen,  paavirkes  alle  disse  Kulturer, 
til  Trods  for  at  de  er  isoleret  fra  3  forskellige  Kalve,  paa  samme 
Maade  af  de  to  Sera,  d.  v.  s.  omtrent  til  Titergrænsen.  De  Smaaforskelligheder, 
der  findes,  idet  nogle  Stammer  paavirkes  lidt  svagere  end  andre,  kan  ikke  tillægges 
nogen  Betydning.  I  Hovedsagen  maa  man  sige,  at  alle  de  til  Type  An  hø- 
rende Kulturer  forholder  sig  paa  samme  Maade  overfor  de  to  Sera. 
Del  ene  af  disse  (Serum  682)  er  som  nævnt  fremstillet  med  en  pathogen  Stamme; 
men  som  det  ses,  paavirkes  de  fra  de  tre  sunde  Kalve  stammende"  Kulturer  ret  stærkt 
af  nævnte  Serum  —  dog  bliver  de  gennemgaaende  mindre  stærkt  paavirkede  end 
den  homologe  Stamme  (smig.  Tabel  IX).  Fra  Kalv  VI  er  endvidere  prøvet  nogle 
Kulturer  tilhørende  andre  Forgæringstyper  overfor  de  to  ovennævnte  Aii-Sera. 
Medens  8  Stammer  af  Type  Avi  ikke  paavirkes  af  dem,  bliver  en  Stamme  af 
Type  Am    paavirket   omtrent    lige   saa    stærkt    som   Aii-Stammerne.     For   Kalv  VIIs 


D.  K.  n.  Vidensk.  SelsU.  Skr.,  natuividensk  og  malheiu.  Af.l.,  «.  li:eUkf .  I.  3. 
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Tabel  IX. 


Serum  Stamme  V  Ti 
(Type  An) 

Serum  Stamme  682 
(Type  An) 

r^nllsît.fllT>TinOT>    îcnlorarlû    fro     TvoKr    \/ 

o 
o 

o 

.-t 

1 

§ 

Î 

o 
o 
o 

o 
o 
o 

LA 

Type  Au 

3  Kulturer  fra  Tj-ndtarm ■> 

4  —          -     Stortarm j 

18      —          -     Tyndtarm \ 

18      -           -     Stortarm / 

4      —          -     Tyndtarm \ 

3      —          -     Stortarm / 

XXX 
XXX 
XXX 

xx(x) 
xx(x) 
xx(x) 

XX 
XX 
XX 

XX 

x(x) 
x(x) 

XXX 
XXX 
XXX 

XX  (x) 
XX 
XX 

XX 
XX 
XX 

XX 
X 

0 

Colistam 
Type  Au 

Tppe  Am 
Type  Avi 

mer  isolerede  fra  Kalv  VI 

9  Kulturer  fra  Blindtarm  . .  ..\ 

12      —          -     Stortarm j 

12      —          -     Blindtarm \ 

8      —          -     Stortarm j 

1   Kultur  fra  Stortarm 

2  Kulturer  fra  Blindtarm   \ 

2      —          -     Stortarm / 

2      -                 Blindtarm ) 

2      —          -     Stortarm J 

XXX 
XXX 

XXX 
0 

o 

XX  (x) 
XX  (x) 

XX 

0 
0 

XX 
XX 

XX 

0 
0 

XX 
XX 

X 

0 
0 

XXX 
XXX 

XXX 

XX 
X 

XX 
XX 

XX 

0 
0 

XX 
XX 

XX 

0 
0 

XX 
X 

X 

0 
0 

Golistami 

Type  An 

Type  Al 

Type  Aiv 
Type  Avi 

ncr  isolerede  fra  Kalv  VII 

6  Kulturer  fra  Tyndtarm \ 

8      —          -     Stortarm ] 

14      —          -     Tyndtarm \ 

20      —          -     Blindtarm 1 

13      —          -     Stortarm J 

4      —          -     Tyndtarm \ 

4      —          -     Blindtarm 1 

1      —          -     Stortarm J 

1   Kultur  fra  Tyndtarm 

1        —      -     Stortarm   

1  Kultur  fra  Blindtarm 1 

1      —        -     Stortarm J 

1  Kultur  fra  Stor  tarm 

XXX 
XXX 

XXX 

0 
XXX 

0 
0 

XX 
XX 

XX 

0 
XX 

0 
0 

XX 
XX 

XX 

0 
XX 

0 

0 

XX 

x(x) 
x(x) 

0 
XX 

0 
0 

XXX 
XXX 

XXX 

0 
XXX 

0 
0 

XX 
XX 

XX 

0 
XX 

0 
0 

XX 
XX 

x(x) 

0 
XX 

0 
0 

XX 
X 

0 

0 
X 

0 
0 

Vedkommende  ses  paa  lignende  Maade,  at  3  Stammer  tilhørende  Type  Aiv  og 
Avi  ikke  agglutineres  af  de  to  An-Sera,  medens  af  to  Stammer,  tilhørende  TypeAi, 
den  ene  bliver  agglutineret  lige  saa  stærkt  som  Aii-Stammerne,  hvorimod  den  anden 
Ai-Stamme   slet   ikke   bliver   agglutineret  —  et  nyt  Bevis    for,  at   vi   i  Tarmen  hos 
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Tabel  X. 


Colistammer  isolerede  fra  Kalv  II 


Type  Biv 


Type  Al 


7 
8 
4 
42 
13 
8 
1 
2 

3 
1 
1 

2 

I 
1 
5 


Kultiuer  fra  Tyndtarm. 

—  -  Blindtarm. 

—  -  Stortarm.  . 

—  -  Tyndtarm . 

—  -  Blindtarm. 

—  -  Stortarm .  . 

—  -  Blindtarm. 

—  -  Stortarm. . 


Knlturer  Ira  Stortarm. 


Blindtarm. 
Stortarm.  . 
Blindtarm. 
Stortarm. . 


Serum  Stamme  III  Ti 
(Type  Biv) 


XX.X 
XXX 
XX 
XX 
X 

X(X) 


XX  (.x) 
XX 
X 
X 
X 


XX  (x) 


X(X) 


x(x) 
o 

X 

o 
o 


Colistammer  isolerede  fra  Kalv  III 
18  Kulturer  fra  Tyndtarm 


Type  Biv 


12 
18 
23 
9 
4 
1 
3 
3 


Blindtarm. 
Stortarm.  . 
Tyndtarm . 
Blindtarm . 
Stortarm.  . 
Tyndtarm . 
Blindtarm. 
Stortarm.  . 


::l 


r,,  .       f  2  Kulturer  fra  Tyndtarm. 

1  yne  Ai     '   .  ■' 


11 


Tyjje  An        1  Kultur  fra  Blindtarm. 

(  1   Kultur  fra  Tyndtarm 
Type  Am  \  1     —        -  — • 

I  3     —        -  — 


XXX 
XX 


XXX 
XX 

o 


xx(x) 


xx(x) 


xx(x) 


XX 
X 


XX 
X 

o 


XX 
X 

o 


XX 

o 
o 


samme  Kalv  kan  IræfFe  Coliformer  med  samme  Gæringsevne,  men  med  forskelligt 
Agglulinationsforhold,  selv  om  vi  i  mange  Tilfælde  finder  smuk  Overensstemmelse 
mellem  de  to  Egenskaber. 

Lignende   Forhold   som   for   Kalv  V — VII   finder  vi   hos   Kalv  II  og 
III    (se   Tabel  X).     Begge   disse   slammer  ogsaa    fra   samme  Besætning  (GI.  Holte- 
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gaard),  og  der  er  fra  dem  begge  isoleret  væsentlig  samme  Colitype  (Forgærings- 
type  Biv).  Serum  er  fremstillet  med  en  af  de  fra  Kalv  III  isolerede  Biv-Kullurer 
(Tyndtarm  1),  og  med  dette  Serum  er  samtlige  Colikulturer  fra  Kalv  II  og  III 
agglutinerede. 

De  fra  Kalv  II  stammende  86  Kulturer  af  Tyi)e  Biv  bliver  alle  agglutinerede 
af  det  nævnte  Serum,  hvis  Titer  er  c.  1  :  10000,  nu'n  der  er,  som  del  fremgaar  af 
Tabellen,  nogen  Forskel  paa  Reaktionens  Intensitet  hos  de  forskellige  Kulturer. 
Med  Undtagelse  af  3  er  de  dog  alle  blevet  agglutinerede  i  Fortyndingen  1  :  5000 
(lavere  Fortyndinger  er  ikke  prøvede).  De  andre  fra  Kalv  II  isolerede  Kullurer  — 
ialt  14,  der  alle  hører  til  Forgæringslype  Ai,  bliver  alle  agglutinerede  af  Biv-Sc- 
rum'et  —  de  Heste  dog  kun  i  Fortyndinger  1:100  eller  1:500;  kun  el  Par  af  disse 
Stammer  bliver    lige   saa    kraftig   agglutinerede    som    nogle    af  Biv-Stammernc. 

De  fra  Kalv  III  isolerede  Stammer  viser  lignende  Forhold  overfor  det  omlalle 
Serum.  Af  de  91  Biv-Stammer  bliver  de  84  agglutinerede  i  Fortyndingen  1:5000; 
men  iøvrigt  er  der  nogen  Forskel  paa  de  forskellige  Kulturer  med  Hensyn  til  Agglu- 
tinationens  Intensitet.  3  Kulturer,  der  tilhører  Type  Ai,  og  1  Kultur,  der  tilhorer 
Type  Au,  bliver  alle  noget  paavirkede  af  Biv-Serum'et  —  dog  svagere  end  Biv- 
Stammerne.  Af  de  5  til  Type  Am  hørende  Stammer  bliver  de  3  slet  ikke  agglu- 
tinerede, hvorimod  de  2  andre  bliver  agglutinerede  —  den  ene  lige  saa  kraftig  som 
Biv-Stammerne. 

Et  tilsvarende  Forhold  findes  i  Tabel  XI,  der  viser  Resultaterne  af  Agglu- 
tinationsforsøgene  med  de  fra  Kalv  XXIII  isolerede  Colistammer.  De  fra  Tynd-  og 
Blindtarm  af  denne  Kalv  isolerede  59  Kulturer  henhører  lil  6  Gæringslyper  (Ai,  Aiv, 
Av,  Bi,  Biv,  Bv).  Med  en  Repræsentant  af  4  af  disse  Typer  (Aiv,  Av,  Biv  og  Bv) 
er  fremstillet  agglutinerende  Serum,  og  med  disse  4  Sera  er  samtlige  59  Kulturer 
prøvede.  I  Tabel  XI  er  Kulturerne  opstillede  efter  den  Ga'ringstype,  hvortil  de  hører. 
Af  de  til  Serumfremstillingen  benyttede  Kullurer  stammer  de  3  fra  Tyndtarmen 
(T7,  Til  og  Ti),  den  fjerde  fra  Blindtarmen  (Bc). 

Som  det  fremgaar  af  Tabellen,  bliver  af  de  fra  Tyndtarmen  isolerede  Stam- 
mer de  to  til  Type  Ai  hørende  agglutinerede  lige  saa  stærkt  af  Aiv-Serum  som 
Aiv-Stammcrne.  Medens  Av,  Biv  og  Bi-Stammerne  ikke  agglutineres  af  nævnle  Se- 
rum, bliver  alle  Bv-Stammerne  (ialt  9)  agglutinerede  omend  noget  svagere  end  Aiv- 
Stammerne.  Af  Av-Serum'et  agglutineres  kun  den  tilsvarende  Stamme  og  af  Biv- 
Serum'el  bliver  kun  Biv-Stammerne  samt  den  eneste  isolerede  Bi-Stamme  agglutincret, 
alle  til  Tilergrænsen.  Endelig  agglutinerer  Bv-Serum'et  alle  Bv-Stammerne  til  Tiler- 
grænsen,  medens  et  Par  Aiv-Stammer  paavirkes  svagere. 

For  de  fra  Blindtarmen  stammende  Kullurers  Vedkommende  bliver  de 
17  Aiv-Stammer  alle  agglutinerede  af  Aiv-Serum,  medens  de  ikke  paavirkes  af  de  3 
øvrige  Sera.  De  to  Av-Stammer  agglutineres  ogsaa  kun  af  det  tilsvarende  (Av-) 
Serum.  Derimod  bliver  kun  en  af  de  4  Biv-Slammer  agglulineret  af  Biv-Serum, 
medens  de  3  andre  slet  ikke  paavirkes.  De  to  af  disse  Stammer  agglutineres  der- 
imod   til    Tilergrænsen    af   Aiv-Serum;    den    tredje    af   Stammerne   bliver   slet  ikke 
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Tabel  XI. 


Serum  Stamme  XXIII  T? 

S{'rum  Stamme 

XXIII  B(; 

SerumStammeXXIIITii 

Serum  Stamme  XXIII  Ti 

Cülistammi'r 

(Type  Aiv) 

(T 

ype  Av) 

(Type  Biv) 

(Type  Bv) 

isolerede  fra  Kalv  XXIII 

o 

1-1 

s 

o 

o 

§ 

tH 

S 

o 

s 

o 
o 
o 

I-t 

o 

o 

1 

! 

i 

o 

o 
o 

1 

8 

I-l 

tH 

r-t 

Type  Ai: 

2  Kulturer  ira  Tyndtarm.. 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Type  Aiv: 

1   Kultur  fra  Tyndtarm  .. 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

XX 

XX 

XX 

X 

X 

1       —        -           — 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

X 

XX 

XX 

X 

0 

7       —          -     Bliiidtarui  . . 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

;i       —         -     Tyudtanii    \ 
1Ô      —         -     Blindtarui    ) 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

X 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Type  Av  : 

1  Kultur  fra  Tyndtarni    \ 

2  —        -    Blindtarm    j 

0 

0 

0 

0 

0 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

o 

Type  Bi: 

1  Kultur  fra  Tyndtarm  . . 

■ 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

XXX 

XX 

X 

X 

X 

0 

0 

0 

0 

0 

Tyjie  Biv: 

12  Kulturer  fra  Tyndtarm^ 
1         —          -    Blindtarm] 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

XXX 

XX 

x(x) 

X 

X 

0 

0 

0 

0 

0 

2        —          -    Bliiidtarm 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

XX 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1        —          -           — 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

u 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Type  Bv: 

0  Kulturer  fra  Tyndtarm) 
4        —          -    Biindtarmj 

x(x) 

x(x) 

X 

X 

X 

0 

0. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

XXX 

x(x) 

x(x) 

X 

X 

2        —          -           — 

0 

0 

0 

0 

0 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

XXX 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

agglulinerel  af  noget  af  de  4  umiersøgte  Sera.  Endelig  liliver  af  de  (5  Hv-Slammer 
kun  4  agglulineiede  af  Bv-Serunret  og  —  ligesom  del  var  Tilfældel  med  de  fra 
Tyndlarmen  isolerede  Bv-Stammer  —  ogsaa  ret  kraftig  af  Aiv-Seruni'el;  de  re- 
sterende 2  Bv-Stammer  agglulineres  derimod  til  Tilergrænsen  af  Av-Serum'el,  men 
ikke  af  noget  af  de  andre  Sera.  Dette  Tilfælde  viser  —  ligesom  de  ovenfor  omtalte 
—  at  der  i  Beglen  kan  paavises  Overensstemmelse  mellem  Gæringsevnen  og  Agglu- 
tinationsforholdet  hos  Colibaciller  stammende  fra  samme  Kalv.  Men  vi  trœtîer 
dog  stadig  Stammer,  der  afviger  i  saa  Henseende  —  som  altsaa,  hvad  Gæringsevnen 
angaar,  slutter  sig  til  een  Gruppe,  men  med  Hensyn  til  Agglutinationsforholdet  slutter 
sig  til  helt  andre  Former.  Hvorledes  vi  skal  opfatte  disse  afvigende  Stammer  er 
meget  vanskeligt  al  afgøre.  I  nogle  Tilfælde  er  Forskellen  jo  ikke  meget  vidtgaaende. 
Som  Eksempel  kan  tages  de  to  Biv-Slammer  fra  Blindtarmen  af  Kalv  XXIII,  der 
agglulineres   til  Tilergrænsen  af  el  Aiv-Serum,  men  ilvke  af  el  Biv-Serum,  og  de  to 
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Bv-Slammer  Ira  samme  Kalv,  der  agghilineres  af  Av-  men  ikke  af  Bv-Serum.  For- 
skellen mellem  baade  Aiv-  og  Biv-Stammerne  og  mellem  Av-  og  Bv-Slammenie  be- 
staar  jo  kun  i,  at  A-Formerne  forgærer,  B-Formerne  ikke  forgærer  Saccharose,  og 
det  ligger  da  nær  at  betragte  de  af  A-Serum  agglutinerede  B-Stammer,  som  op- 
rindelige A-Stammer,  der  kun  har  mistet  Evnen  til  at  forgære  Saccharose,  medens 
Agglutinationsforholdet  er  forblevet  uforandret.  Paa  samme  Maade  kunde  man  da 
opfatte  de  Stammer,  der  viser  samme  Gæringsevne,  men  forskelligt  Agglutinations- 
forhold,  som  oprindelig  identiske  Stammer,  der  kun  ved  Ændringer  i  deres  Agglu- 
tinabilitet  er  blevet  forskellige.  Al  træffe  en  sikker  Afgørelse  af  disse  Spørgsmaal 
er  foreløbig  ikke  muligt.  Men  vi  maa  regne  med,  at  Colistammerne  ikke  er  absolut 
uforanderlige,  hverken  med  Hensyn  til  Gæringsevne,  Agglutination  eller  andre 
Egenskaber.  Højst  sandsynlig  opstaar  de  mange  Varieteter  eller  „Typer"  af  hin- 
anden under  .særlige,  ukendte  Forhold  —  muligvis  ved  langsom  Omformning,  eller 
vel  snarere  ved  Mutation.  Mutationsagtige  Fænomener  træffes  jo  som  ogsaa  tidligere 
omtalt  ikke  sjeldcn  hos  Colibacillerne.  Vi  kender  en  Række  Tilfælde  af  saadanne 
Ændringer  baade  af  morfologiske,  kulturelle  og  biologi.ske  Egenskaber,  hvor  imidler- 
tid de  serologiske  Forhold  (Agglutination)  synes  uforandrede,  og  omvendt  kan  vi 
ogsaa  træffe  Ændringer,  der  kun  angaar  de  serologiske  Forhold,  medens  de  andre 
Egenskaber  forbliver  ganske  uforandrede.  Saaledes  kunde  Altmann  &  Rauth  ved 
at  dyrke  Colistammer  i  længere  Tid  i  Bouillon  eller  paa  Agar,  hvortil  der  var  sat  Karbol 
eller  Arsen,  fremkalde  vidtgaaende  Ændringer  af  de  paagældende  Bakteriers  Agglutina- 
tionsforhold,  medens  de  i  morfologisk  og  kulturel  Henseende  ikke  forandredes. 

Imidlertid  har  vi  jo  hos  flere  Kalve  kunnet  paavise,  at  den  samme  Ensartet- 
hed, som  gør  sig  gældende,  naar  vi  undersøger  de  fra  samme  Kalv  isolerede  Coli- 
stammers  Gæringsevne,  ogsaa  fremtræder,  naar  vi  betragter  Stammernes  Agglutina- 
tionsforbold; de  allerfleste  af  de  fra  samme  Kalv  isolerede  Stammer  viser  sig  jo 
ofte  at  være  identiske  i  agglutinatorisk  Henseende.  Et  ganske  lignende  Forhold 
synes  at  gøre  sig  gældende  hos  Mennesket,  idet  man,  saaledes  som  det  i  Sær- 
deleshed er  vist  af  Escherich  og  hans  Elever,  hos  Brystbørn  sædvanlig  finder  en 
agglutinatorisk  ganske  ensartet  Coliflora  i  Fæces.  Saaledes  fandt  Henry  Lee  Smith, 
der  med  6  Dages  Mellemrum  undersøgte  4  Fæcesprøver  fra  et  spædt  Barn  (4  Uger 
gammelt),  at  de  tilstedeværende  Colibaciller,  af  hvilke  der  hver  Gang  undersøgtes 
8 — 19  Kulturer,  forholdt  sig  identiske  i  agglutinatorisk  Henseende  over  for  et 
Serum,  der  var  fremstillet  med  en  af  Kulturerne;  kun  i  den  sidst  undersøgte  Fæces- 
prøve, der  blev  taget,  efter  at  Barnet  var  begyndt  med  kunstig  Ernæring,  fandtes  2 
Colistammer,  der  ikke  paavirkedes  af  det  nævnte  Serum,  medens  11  andre  Stammer 
agglutineredes  ganske  som  de  i  tidligere  Fæcesprøver  fundne.  Med  samme  Serum 
blev  endvidere  foretaget  Agglutinationsforsøg  overfor  en  Række  Colistammer,  isolerede 
fra  flere  andre  spæde  Børn,  dog  stedse  med  negativt  Resultat:  ingen  af  disse 
Stammer  blev  agglutinerede  af  det  paagældende  Serum. 

Paa  Grundlag  af  dette  og  lignende  Forsøg  hævder  Escherich  med  stor  Be- 
stemthed   den  Anskuelse,    at  Colibacillerne  i  hvert  Fald   med  Hensyn    til  deres  Ag- 
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glutinationsforhold  præges  af  det  Individ,  hos  hvilket  de  opholder  sig;  dette  ud- 
trykker han  paa  følgende  Maade: 

„Die  im  Darm  vorhandenen  Colibazillen  sind  doch  zweifellos  Abkömmlinge 
von  Bazillen,  welche,  als  sie  in  den  Darmtrakt  eingeführt  wurden,  diese  Eigenschaft^) 
nicht  besassen.  Sie  haben  also  während  und  durch  den  Aufenthalt  im  Darmkanal 
dieses  Individuums  die  Fähigkeit  erworben,  durch  das  in  obiger  Weise  hergestellte 
Imniunserum  elektiv  agglutiniert  zu  werden.  Diese  Eigenschaft  teilen  sie  nur  mit 
denjenigen  typischen  Colibazillen,  welche  aus  dem  Darmkanal  desselben  Individuums 
stammen,  während  die  aus  anderen  Stühlen  gezüchteten  Colibazillen  diese  Reaktion 
nicht  oder  doch  nur  in  sehr  viel  schwächerem  Grade  zeigen.  Es  liegt  also  hier  eine 
an  die  Entwicklung  im  Darmkanale  einer  bestimmten  Person  gebundene  Eigenschaft 
vor,  die  ich  deshalb  als  Individualreaktion  bezeichne.  Dieselbe  bleibt  auch  bei  der 
Weiterzüchtung  auf  künstlichen  Nährböden  durch  längere  Zeit  nachweisbar." 

Den  EscHERiCH'ske  Teori  om,  at  de  Colibaciller,  som  kommer  ind  i  Tarm- 
kanalen, ompræges  paa  een  bestemt  Maade,  afhængig  af  det  Individ,  i  hvis  Tarm- 
kanal de  opholder  sig,  finder  ingen  Bekræftelse  gennem  de  Agglutinationsforsog, 
som  vi  har  udført  med  de  hos  spæde  Kalve  forekommende  Colibaciller,  og  som  vi 
har  omtalt  i  det  foregaaende.  Del  af  Escherich  saa  stærkt  pointerede  individuelle 
eller  „personlige"  Særpræg,  som  skulde  vise  sig  ved,  at  alle  —  eller  i  hvert  Fald 
det  langt  overvejende  Antal  —  Colibaciller  hos  et  bestemt  Individ  stemmede  over- 
ens i  agglutinatorisk  Henseende,  men  afveg  fra  alle  Colibaciller  af  anden  Herkomst, 
passer  i  hvert  Fald  ikke  for  Kalvenes  Vedkommende.  Vi  skal  blot  henvise  til 
Tabel  IX  og  X,  hvor  vi  finder  henholdsvis  3  og  2  Kalve,  hvis  Coliflora  stemmer 
ganske  overens  i  agglutinatorisk  Henseende.  Ganske  vist  stammer  Kalv  V,  VI  og 
VII  (Tabel  IX)  og  Kalv  II  og  III  (Tabel  X)  fra  de  samme  to  Besætninger;  men  dette 
Forhold  skulde  dog  næppe  kunne  faa  nogen  som  helst  Indflydelse,  da  det  jo  er 
Individet,  som  ifølge  Escherich  skulde  give  Bakterierne  deres  Særpræg;  men  end- 
videre finder  vi  ogsaa,  at  Colibaciller  fra  Kalve,  stammende  fra  helt  forskellige  Besætnin- 
ger, kan  være  identiske  med  Hensyn  til  Agglutinationen;  vi  har  saaledes  set  en  Række 
Eksempler  paa,  at  pathogène  Colibaciller  og  normalt  forekommende  Tarmcoli  kan 
stemme  overens  i  nævnte  Henseende,  og  f.  Eks.  i  Tabel  VI  finder  vi,  at  Stamme  XV 
og  Stamme  VI,  der  er  isolerede  fra  sunde  Kalve  fra  to  forskellige  Besætninger,  for- 
holder sig  identisk  i  agglutinatorisk  Henseende.  Og  endelig  kan  vi,  saaledes  som 
det  f.  Eks.  fremgaar  af  Tabel  XI,  hos  samme  Kalv  finde  flere  agglutinatorisk  for- 
skellige Colityper,  hvoraf  i  hvert  Fald  nogle  er  omtrent  ligelig  repræsenterede  i 
numerisk  Henseende;  her  vil  vi  altsaa  ikke  kunne  tale  om  nogen  „personlig" 
Colirace. 

Aarsagen  til,  at  vi  hos  nogle  Kalve  kan  finde  en  i  agglutinatorisk  Henseende 
ganske  ensartet  Coliflora  i  Tarmen,  kan  da  næppe  simpelthen  søges  i  en  bestemt 
Omformning  af  de  biologiske  Egenskaber  hos  oprindelig  forskelligartede  Colibakterier; 
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snarere  maa  man  antage,  at  forskellige  Forhold  af  fysikalisk  eller  kemisk  Natur 
i  Tarmen  og  Tarmindholdet  kan  betinge,  at  een  Form  faar  bedre  Livsbetingelser 
end  andre,  og  saaledes  føre  til,  at  denne  ene  Form  faar  Overvægten  og  kommer  til 
at  præge  Colifloraen.  Hermed  være  imidlertid  ikke  sagt,  at  vi  betragter  Colibacillernes 
Aggliitinationsforhold  —  eller  de  biologiske  Egenskaber  i  det  hele  taget  —  som  noget 
absolut  konstant;  tværtimod  vil,  som  vi  allerede  ovenfor  har  bemærket,  disse  Egen- 
skaber ogsaa  under  naturlige  Forhold  sikkert  kunne  være  Forandringer  underkastede 
(f.  Eks.  ved  Mutation)  ;  vi  har  kun,  ud  fra  de  Resultater,  som  vi  har  fundet  ved 
Undersøgelsen  af  Colifloraen  i  Tarmen  hos  spæde  Kalve,  villet  pege  paa,  al  For- 
holdene næppe  kan  forklares  saa  simpelt,  som  det  er  gjort  af  Escherich  og  hans 
Skole.  løvrigt  maa  hele  det  omtalte  Spørgsmaal  siges  at  trænge  til  en  langt  mere 
indgaaende  eksperimentel  Undersøgelse,  end  der  hidtil  er  blevet  det  til  Del. 

Hvad  Komple  meutbindingsreaktione  n  angaar,  da  forholdt  de  fra 
sunde  Kalve  stammende  Coliformer  sig  paa  ganske  tilsvarende  Maade  som  Kalve- 
diarrhoestammerne  —  kun  overfor  det  homologe  Serum  var  det  muligt  at  paavise 
nogen  specifik  Reaktion,  og  Metoden  har  derfor  ingen  hiteresse  ved  de  sammen- 
lignende Undersøgelser,  der  er  Tale  om  her. 

Immunitetsforsøg. 

I  det  foregaaende  har  vi  altsaa  set,  at  de  kalvepatliogene  og  de  normalt  fore- 
kommende Colibaciller  til  Trods  for  deres  store  Variation  i  det  store  og  hele  dog 
maa  siges  at  stemme  ganske  overens  med  Hensyn  til  deres  kulturelle  og  biologiske 
Egenskaber.  Det  staar  nu  tilbage  at  undersøge,  om  ogsaa  denne  Overensstemmelse 
strækker  sig  til  disse  Rakteriers  Immunitetsforhold.  De  Undersøgelser,  som  vi  har 
foretaget  herover,  omfatter  kun  Forholdene  ved  den  passive  Immunitet;  vi  har 
med  andre  Ord  undersøgt,  hvorvidt  Serum  fremstillet  med  pathogène  Former  virker 
beskyttende  overfor  Infektion  med  Former  fra  sunde  Kalve,  og  omvendt,  om  Serum 
fremstillet  ved  Hjælp  af  sidstnævnte  Former  virker  beskyttende  overfor  kalvepathogene 
Stammer.  Først  skal  imidlertid  kort  berøres,  hvad  der  foreligger  i  Litteraturen  om 
Colibacillernes  Immunitetsforhold. 

De  Forsøg,  der  tidligere  er  foretaget  desangaaende,  har  kun  beskæftiget  sig  med 
de  pathogène  Former.  De  første  og  grundlæggende  Forsøg  herover  skyldes  C.  O. 
Jensen,  der  paavisle,  at  man  ved  at  indsprøjte  en  Colistamme  paa  et  Dyr  (Hest) 
ret  let  kunde  fremstille  et  Serum,  der  beskyttede  Marsvin  mod  Infektion  med  den 
paagældende  Stamme,  samt  med  flere  andre  Stammer,  men  som  til  Gengæld  viste 
sig  ganske  uvirksomt  overfor  andre  Stammer.  Paa  Grundlag  heraf  udarbejdede 
C.  O.  Jensen  sin  Serumbehandling  af  Kalvediarrhoeii  (polyvalent  Coliserum). 

JOEST  angiver,  at  det  temmelig  let  lykkedes  ham  ved  Indsprøjtning  af  Coli- 
baciller paa  Kaniner  at  fremstille  et  beskyttende  Serum;  men  han  hævder  —  ganske 
vist  paa  Grundlag  af  et  øjensynlig  ringe  Materiale  —  at  et  Coliserum  knn  beskytter 
mod  den  homologe  Stamme,  medens  det  overfor  andre  Stammer  er  virkningsløst. 
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Neumann  prøvede  4  Colisera  overfor  de  lilsvarende  Slammer;  ogsaa  han  kom 
til  det  Resultal,  al  et  Coliserum  kun  formaar  at  beskytte  mod  Infektion  med  den 
homologe  Stamme,  medens  det  ikke  har  nogen  beskyttende  Evne  overfor  andre 
Stammer. 

Til  det  stik  modsatte  Resultat  kom  Grosso,  der  fandt,  at  et  Coliserum  foruden 
al  beskytte  mod  den  homologe  Stamme  tillige  beskyttede  mod  andre  Stammer,  der 
f.  Eks.  med  Hensyn  til  deres  Gæringsforhold  var  afvigende,  og  han  synes  al  mene, 
al  Forholdet  altid  vil  være  saaledes,  saa  at  man  ikke  kan  tale  om  forskellige  Coli- 
sera (eller  om  „Polyvalens"  ),  men  at  de  forskellige  Colistammer  i  immunisatorisk 
Henseende  i  Virkeligheden  er  identiske. 

Til  de  Forsøg,  som  her  er  foretaget,  og  som  skal  omtales  i  det  følgende,  er 
anvendt  en  Del  af  de  Sera,  der  er  benyttet  til  Agglulinationsforsøgene.  De  allerlleste 
af  disse  Sera  er  da  fremstillet  paa  Kaniner.  Selve  Immuniletsforsøgene  er  udført 
paa  hvide  Mus.  De  ovenfor  omtalte  Forfattere  har  alle  anvendt  Marsvin  til  For- 
søgene; kun  Neumann  har  ogsaa  til  nogle  af  sine  Forsøgsserier  anvendt  Mus,  som 
han  dog  mener  er  uegnede  til  disse  Forsøg,  idet  de  viste  sig  individuelt  meget  for- 
skellig modtagelige  overfor  Infektion  med  hans  Stammer.  Som  det  fremgaar  af 
det  følgende,  viste  hvide  Mus  sig  vel  anvendelige  i  de  Forsøg,  som  vi  har  foretaget. 

Da  del  først  og  fremmest  gjaldt  om  til  disse  Immunitetsforsøg  at  raade  over 
Colistammer,  som  var  sikkert  pathogène  overfor  Mus,  prøvedes  forst  et  Antal  dels 
pathogène  Stammer  og  dels  Stammer  fra  sunde  Kalve  paa  deres  Virulens  overfor 
Mus.  Der  anvendtes  hertil  friske  (18 — 20  Timer  gamle)  Bouillonkulturer,  hvoraf 
injiceredes  0.1  0.05  ccm  inlraperitoneall.  lall  prøvedes  paa  denne  Maade  12  j)atho- 
gene  Stammer  og  19  Slammer  isolerede  fra  6  sunde  Kalve,  der  stammede  fra  3  for- 
skellige Besætninger.  Det  viste  sig  herved,  at  de  allerfleste  af  de  prøvede  Stammer 
af  begge  Grupper,  ikke  var  virulente  for  Mus  i  den  nævnte  Dosis:  kun  5  af  de  fra 
sunde  Kalve  isolerede  og  4  Kalvediarrhoe-Slammer  var  i  Stand  til  at  dræbe  Mus  i 
de  nævnte  Doser.  Del  forsøgtes  derefter  at  faa  disse  Slammer  yderligere  virulente 
for  Mus  ved  gentagne  Muse|)assager.  De  fleste  af  dem  forholdt  sig  imidlertid  ret 
inkonstant  og  det  lykkedes  ikke  al  bibringe  dem  en  stort  højere  Virulens;  saaledes 
var  0.04  ccm  Kultur  inlraperitoneall  injiceret  ikke  engang  altid  sikker  letal  Dosis.  Kun 
4  Stammer  —  2  Stammer  fra  sunde  Kalve  og  2  Kalvediarrhoestammer  —  lykkedes 
det  at  faa  saa  virulente  for  Mus,  al  0.01  ccm  Kullur  injiceret  inlraperitoneall  virkede 
sikkert  letalt. 

Selv  om  det  ikke  er  noget  stort  Antal  Stammer,  der  er  undersøgt  med  Hensyn 
til  Virulens  over  for  Mus,  viser  de  foreliggende  Resullaler  dog,  at  der  ikke  i  den 
nævnte  Henseende  er  nogen  nævneværdig  P'orskel  paa  de  kalvepalhogene  og  de 
normalt  forekommende  Colii)aciller;  jeg  kan  her  ganske  samstemme  med  Joest, 
der  ved  Forsøg  paa  smaa  Forsøgsdyr  fandt  fuldstændig  Overensstemmelse  mellem 
Kalvediarrlioebacillers  og  normalt  forekommende  Colibacillers  pathogène  Egenskaber. 
Kun  overfor  Kaniner  har  vi  —  saaledes  som  foran  berørt  —  ved  gentagne  Injek- 
tioner (ved  Fremstilling  af  Immunsera)   kunnet   iagttage    en  vis  Forskel    paa  de   to 

I).  K.  I).  Vitk-iisk.  ScIsU-  Slii'  .   niiturvidensU.  o^  iiKilhem.  Aid.,  S.   li;ul,Ku,   1.  3.  22 
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Gruppers  Indvirkning,  idel  de  pathogène  Coliformer  langt  hyppigere  end  de  andre 
gav  Anledning  til  Ivroniske  IntoksiUalionsfænomener  (Afmagring,  Kakeksi,  Lam- 
heder). Det  synes  altsaa,  som  om  de  for  Kalve  stærkt  pathogène  Stammer  ogsaa 
er  i  Besiddelse  af  en  mere  fremtrædende  Pathogenitet,  specielt  for  Kaniner. 

Med  de  4  foran  omtalte,  for  Mus  virulente  Stammer,  er  der  foretaget  en  Række 
Immuniseringsforsøg  sammen  med  forskellige  Sera,  fremstillet  med  Colihaciller  fra 
sunde  Kalve  og  med  Kalvediarrlioe-Stammer.  Disse  Forsøg  foretoges  paa  den 
Maade,  at  det  paagældende  Serum  indsprøjtedes  intra peritonealt  paa  Mus  af  en 
bestemt  Vægt  (15  —  20  Gram),  og  efter  8  —  9  Timers  Forløb  gaves,  ligeledes  inlra- 
peritonealt,  den  Kultur,  som  skulde  undersøges.  Da  F^ormaalet  med  disse  Forsøg 
kun  var  at  konstatere,  hvorvidt  der  overhovedet  kunde  paavises  Overensstemmelse 
mellem  de  normalt  forekommende  og  de  pathogène  Coliformer,  er  i  Reglen  kun 
benyttet  ret  store  Serumdoser;  en  nærmere  Udtitrering  eller  Maaling  af  Indholdet 
af  Antistoffer  er  der  set  bort  fra.  Som  Infeklionsdosis  er  i  alle  disse  Forsøg 
anvendt  en  Kulturmængde,  der  har  svaret  ti!  den  dobbelte  eller  firedobbelte  døde- 
lige Dosis.  Da  denne  for  alle  fire  Stammers  Vedkommende  konstant  har  holdt  sig 
omkring  0.01  og  0.02  ccm,  er  i  Reglen  anvendt  0.04—0.05  ccm. 

Resultaterne  af  disse  Forsøg  har  nu  vist,  at  der  saavel  blandt  de  kalve- 
pathogene  Stammer  som  blandt  de  fra  sunde  Kalve  isolerede  Stam- 
mer findes  i  im  munisatorisk  Henseende  forskellige  Former,  idet  kun 
de  færreste  af  de  undersøgte  Sera  viser  nogen  immuniserende  Virkning  overfor  de 
undersøgte  Stammer;  men  Forsøgene  viser  endvidere,  at  nogle  kalve- 
pathogene  og  normalt  forekommende  Coliformer  heller  ikke  med 
Hensyn  til  deres  Imm  un  ile  tsforhold  lader  sig  skelne  fra  hinanden; 
thi  vi  finder,  at  visse  Kalvediarrhoesera  virker  beskyttende  overfor 
Infektion  med  normalt  forekommende  Colislammer,  og  omvendt,  at 
Sera  fremstillede  med  saadanne  Former,  kan  beskytte  mod  Infektion 
med  typiske  Kalvediarrhoestammer. 

De  fire  Stammer,  der  er  benyttet  til  disse  Forsøg,  har  delvis  været  forskellige 
med  Hensyn  til  Gæringsevnen.  Af  de  to  Stammer  fra  sunde  Kalve  tilhorer  den 
ene  (Stamme  Kalv  XIX,  Tyndtarm  1)  Type  Ai,  medens  den  anden  (Stamme  Kalv 
XXIII,  Tyndtarm  7)  tilhører  Type  Aiv.  De  to  Kalvediarrhoestammer  tilhører  hen- 
holdsvis Type  Aiv  (Stamme  989)  og  Type  Bi  (Stamme  1194).  Overfor  hver  af 
disse  Stammer  er  nu  paa  den  ovenfor  omtalte  Maade  prøvet  den  immuniserende 
Virkning  af  en  Række  Sera,  fremstillede  med  forskellige  pathogène  og  normalt  fore- 
kommende Colistammer.     En  Del  af  disse  Forsøg  vil  findes  nedenfor. 

I  Tabel  XII  er  saaledes  opført  de  med  Stamme  XIX  foretagne  Forsøg.  I 
Forsøg  I  er  undersøgt  Virkningen  af  17  Sera  —  hvoraf  de  12  svarer  til  pathogène 
Stammer.  Af  disse  12  Sera  har  de  7  vist  sig  ikke  at  have  nogen  beskyttende  Virk- 
ning overfor  den  nævnte  Stamme;  for  et  Serums  V^edkommende  (1236)  er  Resul- 
tatet noget  usikkert,  idet  den  ene  af  de  to  immuniserede  Mus  døde,  medens  den 
anden  overlevede,  og  endelig  viser  4  Sera  (989,  1194,  602  og  621)  en  tydelig  beskyl- 
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Tabel  XII.     Stamme  Kalv  XIX,  Tyndtarm   1. 


Forsøg  I. 


De  anvendte  Sera 

Serumdosis 

Kulturdosis 

Antal  Mus 

Serum   733 

0.05  ccm 

0.04  ccm 

2 

Døde  efter  24  Timer 

—      991 

— 

— 

2 

— 

—    1377  

— 

— 

2 

Jl  død  efter  24  Timer 

—    1307  

\  1  død  efter  3  Dage 
/ 1  død  efter  24  Timer 

—      599 

— 

— 

2 

\  1  død  efter  3  Dage 

-      989 

— 

— 

2 

Overlever 

—    1230  

— 

— 

2 

2 

Døde  efter  24  Timer 
/I  død  efter  24  Timer 

—    1236  

— 

— 

1 1  overlever 

—    1194  

— 

— 

2 

Overlever 

—      943 

— 

— 

2 

Døde  efter  24  Timer 

—      602 

— 

— 

2 

Overlever 

—      621 

— 

— 

2 

Overlever 

—      XIX  Ti  ... 





3 

Overlever 

—       XXIII  Ti   . 

— 

— 

2 

Døde  efter  24  Timer 

XXIII  T7   . 

— 

— 

2 

Overlever 

—      XXIII  Tu. 

— 

— 

2 

(  1  død  efter  24  Timer 
\  1  overlever 

—      XXIII  Tic  . 

— 

— 

2 

Dode  efter  24  Timer 

0.04  ccm 

3 

Døde  efter  24  Timer 

Forsøg  II. 


Serum  989 

0.05    ccm 

0.025      — 
(1.0125  — 

0.02  ccm 

Overlever 

—       —     

O.OOG      — 

— 

Scruui  1194 

0.05     ccm 

0.02  ccm 

I  -'::::::. 

0.025     — 
0.0125   — 

— 

Overlever 

—  — 

O.OOG     — 

— 

Serum  XIX  Ti .... 

0.05    ccm 

0.02  ccm 

—      .... 

0.025     — 
0.0125   — 

— 

Overlever 

—          —      

0.000    — 

— 

0.02  ccm 
0.01     - 

\  Dode  efter 

24  Timer 

22* 
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Forsøg  III. 


De  anvendte  Sera 

Serumdosis 

Kulturdosis 

Antal  Mus 

Polyval.  Coli  A-Serum  (Hest) 

0.05  ccm 

U.oi  ccm 

2 

Overlever 

Pnlyval.  Coli  B-Serum  (Hest) 

— 

2 

Overlever 

Normal  Serum  (Hest) 

— 

— 

2 

Døde  efter  24  Timer 

0.04  ccm 

0.02    — 

1 
1 

}  Døde  efter  24  Timer 

tende  Virkning  over  for  Stamme  XIX,  idet  alle  de  med  disse  Sera  behandlede  Mus 
forblev  raske. 

Af  de  5  Sera,  der  svarer  til  ikke-patliogene  Stammer,  har  de  to  ingen  og  et 
en  usikker  Virkning,  medens  2  (XXIII  T7  og  det  homologe  Serum)  virker  immuni- 
serende over  for  Stamme  XIX.  F"oruden  det  homologe  Serum  har  altsaa 
af  de  17  Sera,  5  heterologe  vist  sig  i  Besiddelse  af  tydelig  immunise- 
rende Egenskaber  overfor  den  nævnte  Stamme,  og  af  de  5  Sera,  sva- 
rer de  4  til  pathogène  Stammer. 

Undersøger  man  nu,  hvorvidt  der  bestaar  nogen  Forbindelse  mellem  Immu- 
nitetsforholdet  og  andre  af  de  benyttede  Identificeringsmidler,  som  Gæringsevne  og 
Agglutination,  finder  vi,  at  dette  ikke  er  Tilfældet  —  eller  ikke  behøver  at  være 
det.  Som  nævnt  forgærer  Stamme  XIX  som  Type  Ai;  3  af  de  til  Immunitetsfor- 
søgene  anvendte  Sera  har  været  Ai-Sera  (733,  991  og  1377);  men  intet  af  disse  Sera 
har  vist  den  ringeste  beskyttende  Virkning  over  for  Stamme  XIX.  Derimod  har  de 
foran  nævnte  5  Sera,  der  virkede  beskyttende,  tilhørt  helt  andre  Typer.  2  var 
saaledes  Aiv-Sera  (989  og  XXIII  Tt  —  et  tredje  Aiv-Serum  (1230)  havde  derimod 
ingen  Virkning),  2  var  Bvi-Sera  (602  og  621)  og  1  var  et  Bi-Serum  (1194). 

Heller  ikke  Agglutinationen  viste  nogen  Overensstemmelse  med  Immunitets- 
forholdene.  Stamme  XIX  agglutineres  saaledes  stærkt  af  Serum  733,  1377  og  599, 
der  er  uvirksomme  i  immunisatorisk  Henseende  overfor  denne  Stamme,  medens 
Serum  1194,  der  beskytter  Mus  mod  Infektion  med  Stamme  XIX  kun  agglutinerer 
denne  ret  svagt  —  i  hvert  Fald  betydelig  svagere  end  de  tre  ovennævnte  Sera. 
Af  de  andre  Sera,  der  beskytter  mod  Stamme  XIX,  agglutinerer  Serum  989  og  602 
denne  stærkt.  (Angaaende  Agglutinationerne  se  iøvrigt  Tabel  V).  Medens  der  i 
Forsøg  I  kun  er  anvendt  ret  store  Serumdoser  (0.05  ccm),  er  i  Forsøg  II  ogsaa  an- 
vendt lavere  Doser  (0.006  ccm);  der  er  her  foruden  det  homologe  Serum  undersøgt 
to  „pathogène"  Sera  (989  og  1194).  Det  vil  ses,  al  disse  to  forholder  sig  ganske  som 
det  homologe  Serum.  Alle  3  Sera  beskytter  i  Doser  ned  til  0.006  ccm  Mus  fuld- 
stændig mod  en  Infektion  med  den  dobbelte  dødelige  Dosis  af  Stamme  XIX. 

I  Forsøg  III  er  endelig  prøvet  et  Par  polyvalente  Colisera  overfor  nævnte 
Stamme.     De  lo  Sera   er   fremstillet   paa  Hest  ved  Hjælp    af  typiske  Kalvediarrhoe- 


61 


167 


Stammer;  det  ene  er  fremstillet  luielukkciKle  med  Coli  A-Stammer  (saccharosefor- 
gærende),  det  andet  med  Coli  B-Stainmer  (ikke  saceharoseforgærende).  Som  man 
ser,  beskytter  de  lo  Sera  mod  Stamme  XIX,  medens  normalt  Hesteserum  ingen 
Virkning  har. 

Tabel  XIII.     Stamme  Kalv  XXIII,  Tyndtarm  7. 
Forsøg  I. 


De  anvendte  Sera 


Serumdosis     Kulturdosis     Antal  Mus 


Serum  733 

—  991 

—  1377  

—  1307  

—  599 

—  1230  

—  1236  

—  943 

—  621 

—  989 

—  1194  

Polyval.  Coli  B-Serum  (Hest) 

Serum  XIX  Ti 

—  XXI  Ti 

—  XXIII  Ti 

—  XXIII  Til 

~      XXIII  Bo 

—  XXIII  T7 


0.05  com 


0.04  ccm 


0.04 
0.02 

0.01 


/  ]   dad  efter  24  Timer 
\  1  overlever 
Dnde  efter  24  Timer 


/  1  død  efter  24  Timer 
^  1  overlever 
Dode  efter  24  Timer 


Overlever 

Alle  dode  efter  24  T. 

Overlever 
I  j  2  dode  efter  24  Timer 
i  y  2  overlever 

Dode  efter  24  Timer 

Overlever 


Alle   (lude   efter  24   T. 


Forsøg  II. 


/ 

0.06  ccm 

0.04  ccm 

2 

— 

0.02     — 

2 

Polyvalent 
Coli  B-Serum  (Hest) 

0.02  ccm 

0.04     — 
0.02     — 

2 
2 

Alle  overlever 

0.01  ccm 

0.04     — 

2 

— 

0.02     — 

2 

Normal  Serum  (Hest) 

0.05  ccm 

0.02  ccm 

2 

Dode  efter  24  Timer 

0.02  ccm 
0.01    — 

2 
2 

f-Alle  dode  efter  24  T. 
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Tabel  XIII  indeholder  de  med  Stamme  XXIII  T7  udførte  Forsøg.  I  Forsøg  I 
er  ialt  17  forskellige  Sera  foruden  det  homologe  prøvet  overfor  nævnte  Stamme. 
De  anvendte  Sera  er  for  største  Delen  de  samme,  som  findes  i  Tabel  XII  (i  For- 
søg I);  men  man  vil  se,  at  de  forholder  sig  paa  en  anden  Maade  overfor  Stamme 
XXIII  end  overfor  Stamme  XIX.  Medens  saaledes  4  af  de  12  til  pathogène  Stam- 
mer svarende  Sera  virkede  beskyttende  over  for  sidstnævnte,  formaar  ingen  af  dem 
sikkert  at  beskytte  overfor  Stamme  XXIII;  kun  to  af  dem  (733  og  1236)  giver 
usikre  Resultater,  idet  en  af  Musene  overlever.  Det  polyvalente  Coli  B-Serum,  der 
ogsaa  er  fremstillet  udelukkende  med  kalvepathogene  Stammer  beskytter  derimod 
mod  Stamme  XXIII. 

Af  de  6  Cotisera,  der  er  fremstillet  med  Stammer  fra  Tarmen  af  sunde  Kalve, 
virker  to,  nemlig  det  homologe  Serum  og  Serum  XXI,  beskyttende  overfor  Stamme 
XXIII  Tt,  tre  Sera  har  ingen  og  et  (XXIII  Ti)  ufuldstændig  Virkning. 

Som  man  ser,  er  fire  af  disse  Sera  fremstillet  med  forskellige  Stammer  fra 
samme  Kalv  (XXIII).  De  fire  Stammer  er  forskellige  med  Hensyn  til  Gæringsevnc 
og  Agglutinationsforhold,  og  som  det  fremgaar  af  Tabel  XIII,  er  de  ogsaa  forskellige 
i  imnmnisatorisk  Henseende. 

Forsøg  2  (Tabel  XIII)  viser  endelig  Virkningen  af  det  polyvalente  Coli  B-Serum 
i  mindre  Doser  (0.01  ccm);  som  man  vil  se,  formaaede  det  ogsaa  i  disse  Doser  at 
yde  en  fuldstændig  Beskyttelse  overfor  Infektion  med  den  4-dobbelte  dødelige 
Dosis  af  Stamme  XXIII  T7. 

Sammenfatter  vi  nu  Resultaterne  af  de  med  de  to  fra  sunde  Kalve  stam- 
mende Kulturer  XIX  og  XXIII  T7  foretagne  Immunitetsforsøg,  finder  vi  altsaa,  at 
flere  af  de  undersøgte  Sera,  saavel  saadanne,  der  er  fremstillet  med  patho- 
gène Stammer,  som  saadanne  der  er  fremstillet  med  Stammer  fra  sunde  Kalve, 
viser  en  tydelig  immuniserende  Virkning  overfor  de  lo  nævnte  Kulturer. 

I  Tabel  XIV  findes  endelig  en  Del  Forsøg  med  to  pathogène  Colistammer, 
overfor  hvilke  den  immunisei'ende  Virkning  af  flere  af  de  foran  omtalte  Sera  er 
prøvet.  Resultaterne  heraf  svarer  ganske  til  dem,  vi  fik  i  Forsøgene  med  de  to 
foran  omtalte  Stammer. 

Vi  ser  saaledes,  at  3  Sera  fremstillede  med  Colistammer  fra  sunde  Kalve  (Serum 
XIX,  XXI  og  XXIII  T")  beskytter  Mus  mod  Infektion  med  den  kalvepathogene 
Stamme  989,  og  3  Sera  —  foruden  det  homologe  Serum  —  der  svarer  til  patho- 
gène Stammer  (Serum   1377,  599  og  1194),  forholder  sig  paa  samme  Maade. 

At  Gærings-  og  Agglutination.sforholdene  heller  ikke  for  denne  Stammes  Ved- 
kommende falder  sammen  med  Immunitetsforholdet,  vil  man  kunne  se  ved  Sam- 
menligning med  Tabel  V.  Stamme  989  er  en  Aiv-Stamme,  medens  Stammerne 
XIX,  1377,  599  og  1194  forgærer  paa  andre  Maader  (Stamme  XXI  og  XXIII  Tt,  der 
ikke  er  opført  i  Tabel  V,  tilhører  henholdsvis  Type  Ai  og  Aiv),  og  f.  Eks.  Serum 
599  agglutinerer  kun  meget  svagt  Stamme  989. 

I  Tabel  XIV  er  endvidere  en  Del  Sera  prøvet  overfor  Stamme  1194.  Vi 
ser  her,  at  Serum  XIX  og  1377  samt  det  homologe  Serum  beskytter  mod  Infektion 
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Tabel  XIV. 
Stamme  989. 


De  anvendte  Sera 

Serumdosis 

Kulturdosis 

Antal  Mus 

Serum  XIX  Ti 

_      XXI  Ti 

0.05  ccm 

U.04  ecm 
0.04  ccm 

2 
2 

2 

2 
2 

2 

2 
2 

2 

2 

2 

Uvcrlever 

—      XXIII  Ti 

/]    dod  citer  24  Timer 

—      XXIII  T7 

\  1  overlever 
Overlever 

—      XXIV  Ti 

Døde  efter  24  Timer 

—  991 

—  1377  

—  599 

—  1230      

Døde  efter  24  Timer 
Overlever 
Overlever 
/  1  dod  efter  24  Timer 

_      1194          

^  1  død  efter  ôG  limer 
Overlever 

—       989 

Overlever 

/  2  dude  efter  24  Timer 
\  1  død  efter  36  Timer 

Stamme  1194. 


Serum 

XIX  Ti 

0.05  ccm 

Ü.01  ccin 

4 

Overlever 

— 

XXIV  Ti 

— 

— 

2 

Dode  efter  24  Timer 

991          

— 

— 

2 
2 

Dode  efter  24  Timer 



1377 

Overlever 

— 

1307 

— 

— 

2 

Dode  efter  24  TinuT 

— 

599 

— 

— 

2 

/  1  dod  efter  24  Timer 
\1  overlever 

— 

1194 

— 

— 

5 

Overlever 

0.04  ccm 
0.02     — 

3 
2 

J-Dode  efter  24  'limer 

med  denne  Stamme.  Stamme  1194  forgærer  som  Type  Bi;  Serum  XIX  og  Serum 
1377  er  begge  Ai-Sera,  og  med  Hensyn  til  Agghilinalionen  bliver  Stamme  1194  kun 
meget  svagt  paavirket  af  disse  to  Sera. 

Af  Resultaterne  af  de  med  de  to  kalvepathogene  Kulturer  989  og  1194  fore- 
tagne Forsøg  fremgaar  altsaa,  at  baade  Sera  fremstillet  med  Colistammer 
fra  sunde  Kalve  og  Sera  fremstillet  med  kalvepathogene  Stammer  er  i  Stand 
til  at  beskytte  Mus  mod  Infektion  med  de  to  nævnte  Kulturer. 

Hovedresultaterne  af  Immuniseringsforsøgene  kan  herefter  sammenfattes  i  føl- 
gende: 1)  I  Tarmen  hos  sunde  Spæd  kalve  forekommer  Colistammer, 
der  er  pathogène  for  Mus.     2)   Overfor  Infektion  med  saadanne  Stam- 
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mer  kan  man  b  e  s  k  y  1 1  e  Mus  ved  H  j  æ  I  p  a  f  S  e  r  a,  f  r  e  m  stillede  in  e  d  kalve- 
pat  bogene  Col  i  s  la  m  mer.  3)  Overfor  Infektion  med  ka  1  ve  pat  bog  ene 
Stammer  kan  man  beskytte  Mus  ved  Hjælp  af  Sera,  fremstillede  med 
Co  lis  tam  mer  fra  Tarmen  af  ganske  sunde  Kalve.  Heraf  følger,  at  man 
maa  være  berettiget  til  at  sige,  at  det  heller  ikke  ved  Hjælp  af  Immunitets- 
forholdet  er  muligt  at  adskille  de  kalve  pat  bogene  og  de  i  Tarmen 
hos  sunde  Kalve  normalt  forekommende  Coiiformer  fra  hinanden. 


Sammenfatter  vi  nu  Resultaterne  af  alle  de  i  det  foregaaende  omtalte  Under- 
søgelser, ser  vi  allsaa,  at  saavel  de  patbogene  som  de  normalt  forekommende  Coli- 
baciller  hver  for  sig  kan  være  meget  varierende  med  Hensyn  til  de  biologiske 
Egenskaber,  saaledes  at  vi  lige  saa  lidt  kan  tale  om  een  virulent  Colibacil  som 
om  een  normalt  i  Tarmen  forekom  niende  Form;  til  begge  de  to  nævnte 
Kategorier  hører  tværtimod  en  Række  Varieteter,  der  paa  el  eller  flere  Punkter 
afviger  fra  hinanden.  Men  det  fremgaar  ogsaa  tydelig  af  Undersøgelserne,  al  de 
pathogène  og  de  normalt  forekommende  Former  ikke  paa  Grundlag  af  de  morfo- 
logiske, kulturelle  og  biologiske  Egenskaber,  som  vi  har  undersøgt,  lader  sig  ind- 
ordne i  lo  adskilte  Grupper;  thi  vi  finder,  naar  vi  netop  undtager  Pathogenitelen 
overfor  Kalve,  ikke  noget  Karaktertræk,  som  kan  siges  at  være  fælles  for  de 
pathogène  Former  i  Modsætning  til  dem,  som  vi  træffer  normalt  forekommende 
hos  sunde  Kalve;  vi  savner  saaledes  ganske  Midler  til  al  afgøre,  hvorvidt  en  fore- 
liggende Colislamme  er  en  pathogen  Form  eller  en  uskyldig  Tarmmikrob  —  for- 
udsat at  vi  ikke  direkte  undersøger  dens  Virkning  overfor  spæde  Kalve. 

Med  Hensyn  til  morfologiske  og  kulturelle  Egenskaber  saavel  som  Gærings- 
evne  har  vi  fundet  fuldkommen  Overensstemmelse  mellem  pathogène  og  normalt 
forekommende  Colistammer,  og  angaaende  Agglutinations-  og  Immunitelsforhold,  da 
har  vi  ligeledes  hos  en  Række  af  disse  Former  fundet  nøje  Overensstemmelse. 
Det  eneste  naturlige  vil  da  være,  saaledes  som  C.O.Jensen  fra  først  af 
har  gjort  det,  at  betragte  de  p  a  I  h  o  g  e  n  e  C  o  I  i  b  a  c  i  1 1  e  r  som  almindelige 
Tar mb«k terier,  der  under  særlige  Forhold  har  erhvervet  sig  en  vis 
Grad  af  Virulens.  En  Virulensforøgelse  af  denne  Art  har,  saaledes  som  omtalt 
i  Indledningen,  C.  O.  Jensen  kunnet  fremkalde  eksperimentelt  ved  at  indgive  ny- 
fødte Kalve  irriterende  Stoffer  (forskellige  Desinfektionsmidler;  kogt  Mælk). 

Selv  om  de  Undersøgelser,  sum  vi  har  foretaget,  i  et  og  alt  har  bekræftet  de 
af  C.  O.  Jensen  fremsatte  Anskuelser  om  de  kalvepathogene  Colibacillers  Stilling 
til  de  i  Tarmen  hos  spæde  Kalve  normalt  forekommende  Coiiformer,  var  der 
maaske  dog  nogen  Grund  til  at  gentage  de  nysnævnte  af  C.  O.  Jensen  for  c.  20  Aar 
siden  udførte  Fodringsforsøg  (med  irriterende  Slolfer)  overfor  spæde  Kalve.  Med 
de  Idenlificeringsmidler,  som  vi  nu  raader  over  (Gærings-,  Agglutinations-  og  Immu- 


65  171 

nitetsforsøg)  vil  man  med  ret  stor  Sikkerhed  kunne  identificere  en  bestemt  Coli- 
stamme.  Man  vil  herigennem  ved  en  passende  Forsøgsanordning  kunne  afgøre,  om 
de  efter  Indgivelse  af  de  nævnte  Stoffer  optrædende  pathogène  Colibaciller  virkelig 
er  identiske  med  de  før  Indgivelsen  i  Tarmen  værende  Former.  Det  var  da  nød- 
vendigt at  kende  de  sidstnævnte  nøje  eller  rettere  at  sørge  for,  at  der  kun  var  een 
Coliform  til  Stede.  Dette  vil  man  kunne  opnaa  ved  at  indgive  nyfødte  Kalve  en 
i  sig  selv  uskadelig  —  fra  en  sund  Kalv  stammende  —  Colikultur,  hvis  forskellige 
Egenskaber  var  nøje  undersøgt  og  kendt  —  og  samtidig  forhindre,  at  der  skete  en 
spontan  Optagelse  af  andre  Coliformer.  Helt  at  udelukke  det  sidste  vil  ganske  vist 
theorelisk  set  være  en  ret  vanskelig  Sag,  men  man  vilde  dog  kunne  opnaa  meget  i 
saa  Henseende  ved  forskellige  Foranstaltninger  dels  under  og  dels  efter  Kalvens 
Fødsel.  I  Følge  udførlige  Forsøg,  der  er  udført  af  Poels,  lykkes  det  saaledes  let 
helt  at  sterilisere  de  bageste  Fødselsveje  hos  Koen.  Man  vil  saaledes  kunne  for- 
hindre, at  Kalven  under  Fødslen  kom  til  at  optage  Colibaciller  under  sin  Passage 
gennem  de  bageste  Fødselsveje,  naar  man  umiddelbart  før  P'ødslen  sørgede  for  at 
sterilisere  disse  omhyggelig.  Ved  passende  Foranstaltninger  under  selve  Fødsels- 
akten  vil  man  endvidere  stadig  kunne  forhindre  Infektion  af  Kalven,  og  endelig 
vil  man  ved  øjeblikkelig  at  bringe  en  steril  og  tætsluttende  Mundkurv  paa  Kalven, 
saa  snart  denne  er  født,  ogsaa  efter  Fødslen  praktisk  talt  kunne  hindre  en  spontan 
Optagelse  af  Bakterier. 

Man  vil  herved  være  i  Stand  til  —  i  hvert  Fald  for  tiet  korte  Tidsrum,  der 
behøves  til  Forsøget  —  at  kunne  give  det  nyfødte  Dyr  den  Tarmflora,  man  ønsker, 
saaledes  som  alt  nævnt.  Ved  Gentagelse  af  det  C.  O.  .lENSEN'ske  Forsøg  (Indgivelse 
af  forskellige  irriterende  Stoffer)  og  ved  nøje  Undersøgelse  af  de  derefter  eventuelt 
i  Organismen  indtrængende,  pathogène  Colibaciller  vilde  man  paa  en  eksakt  Maade 
kunne  afgøre,  om  disse  virkelig  var  identiske  med  den  oprindelige  i  Tarmen 
værende  uskadelige  Form. 

Forsøg  af  den  Art,  som  her  løst  er  skitseret,  har  været  planlagt  ;  men  de  for 
Tiden  vanskelige  Forhold  —  især  Vanskelighed  ved  at  skaffe  et  tilstrækkeligt  og 
egnet  Materiale  af  nyfødte  Kalve  (drægtige  Køer)  til  Veje  til  Forsøgene  —  har  med- 
ført, at  disse  for  Tiden  ikke  har  kunnet  realiseres.  Selv  om  saadanne  Forsøg  falder 
noget  uden  for  denne  Afhandlings  Rammer,  vilde  de  dog  naturlig  slutte  sig  til  de 
Undersøgelser,  hvis  Resultater  vi  i  det  foregaaende  har  fremsat,  og  de  vilde  utvivl- 
somt have  kunnet  bringe  vigtige  og  afgørende  Besvarelser  paa  Sporgsmaalet  om  de 
kalvepathogene  Colibacillers  Oprindelse  og  Colibacillosens  Genese  hos  spæde  Kalve. 
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III.    Aërogenes-lignende  Bakterier, 


Med  Navnet  Bac.  aërogenes  har  man  som  bekendt  efter  Escherich  betegnet  en 
Gruppe  Bakterier,  der  staar  Colibacillerne  meget  nær.  De  vigtigste  Skelnemærker 
skal  være,  at  Aërogenesbacillerne  er  ganske  ubevægelige;  de  skal  paa  Gelatine  vokse 
i  kredsrunde,  lialvkugleformige  (hvælvede),  porcellænshvide  Kolonier,  der  er  af  en 
stærkt  slimet-fugtig  Beskaffenhed;  endvidere  skal  disse  Baciller  ved  Sukkergæringen 
give  en  langt  kraftigere  Luftudvikling  end  Colibacillerne.  Imidlertid  er  Grænsen 
mellem  Coli-  og  Aërogenesbacillerne  utvivlsomt  ikke  skarp,  og  de  nævnte  Skelne- 
mærker er  niaaske  heller  ikke  konstante;  saaledes  viste  C.  O.Jensen,  at  Escherich's 
Originalslaninie  i  Virkeligheden  er  en  bevægelig  Bacil,  der  er  forsynet  med  et 
ringe  Antal  Svingtraade.  Sandsynligvis  forekommer  der  ogsaa  Mellemformer  mellem 
Coli-  og  Aërogenesbacillerne. 

Ligesom  Colibacillerne  er  Aërogenesbacillerne  i  fremtrædende  Grad  Tarm- 
bakteriei-,  der  ofte  er  paavist  som  Saprofyter  i  Tarmen  hos  Mennesket  og  hos  flere 
Dyr;  imidlertid  kan  de  ogsaa  forekomme  som  pathogène  Former,  der  er  fundet  som 
Aarsag  til  forskelligartede  Lidelser  (Tarminfektioner,  Cystiter,  Mastitis  o.  fl.).  Hos 
Kalve  er  de  af  C.  O.  Jensen  fundet  som  Aarsag  lil  Tarmbetændelse  med  paafolgende 
Septikæmi,  som  i  alt  væsentligt  giver  Anledning  til  lignende  Forandringer,  som  vi 
finder  ved  Colibacillosen.  Som  nævnt  Side  10  har  vi  blandt  de  undersøgte  Coli- 
stammer  haft  9  Stammer,  der  ved  deres  Voksemaade  paa  Gelatine  i  høj  Grad  har 
mindet  om  Aërogenesbaciller;  men  da  disse  Stammer  paa  andre  Omraader  (Be- 
vægelighed, Gæringsevnc,  Agglutination)  har  sluttet  sig  ganske  til  typiske  Coliformer, 
har  vi  ikke  sondret  dem  ud  fra  disse.  Imidlertid  træffer  vi  ikke  sjælden  hos  spæde 
Kah'e  Tarminfeklioner,  der  afviger  betydelig  fra  den  typiske  Kalvediarrhoe,  derved 
at  de  ikke  giver  Anledning  til  Septikæmi.  Forandringerne  indskrænker  sig  til  en 
mere  eller  mindre  heftig  Enteritis  og  i  Beglen  nogen  Affektion  af  Tarmens  Lymfe- 
glandler;  derimod  findes  andre  Organer  uforandrede,  og  Bakterier  træffes  kun  i 
Tarmen  og  i  de  tilhørende  Glandler.  Undertiden  kan  det  ved  disse  Tilfælde 
dreje  sig  om  typiske  Colibaciller;  men  i  langt  de  fleste  Tilfælde  træffer  man  en  fra 
de  typiske  Colibaciller  let  kendelig  Form.  Denne  er  saaledes  stedse  ubevægelig 
(Spørgsmaalet  om  Svingtraade  er  dog  ikke  undersøgt);  paa  Gelatine  vokser  den 
ganske  som  Aërogenesbacillerne  angives  at  vokse  (store,  runde,  hvide,  slimede  Kolo- 
nier), og  endvidere  adskiller  den  sig  fra  alle  de  undersøgte  Coliformer 
ved  sit  Forhold  overfor  Rhamnose,  idet  den  først  forgærer  denne  Sukkerart 
efter  længere  Tids  Forløb  —  paa  fast  Substrat  under  Dannelsen  af  lignende  „Knop- 
per", som  er  beskrevet  hos  en  Række  andre  Bakterier,  almindeligvis  under  Beteg- 
nelsen „Mutation".  For  den  her  omhandlede  Bakteries  Vedkommende  sker  „Muta- 
tionen" overfor  Rhamnose  (Afspaltningen  af  de  rhaninoseforgærende  Celler)  først 
temmelig  sent;  paa  fast  Substrat  (Rhamnose-Fuchsin-Agar)  fremkommer  „Knopperne" 
først  efter  14  Dage — 1  Maaneds  Forløb.     I  serologisk  Henseende   er  denne  Bakterie 
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ogsaa  noget  for  sig,  idet  det  ilike  er  lykkedes  at  fremstille  noget  Serum,  der  inde- 
holder agglutinerende  eller  komplementbindcnde  Antistoffer.  Det  er  denne  Form, 
som  vi  i  Tabellen  Side  12  har  betegnet  som  Type  Biii.  Den  er  væsentlig  taget  med 
der  for  Oversigtens  og  Sammenligningens  Skyld;  i  Virkeligheden  bør  den  utvivl- 
somt holdes  ude  fra  de  egentlige  Colibaciller.  Berettigelsen  til  at  give  den  en  Sær- 
stilling turde  være  tilstrækkelig  motiveret  gennem  de  ovenfor  nævnte  Karakteristika: 
Voksemaaden  paa  Gelatinen,  det  fra  Coliformerne  afvigende  Forhold  overfor 
Rhamnose,  samt  ikke  mindst  ved  dens  Forhold  i  Organismen  og  de  ovenfor 
omtalte  Forandringer,  som  den  giver  Anledning  til.  Disse  synes  nemlig  at  være 
ganske  konstante  for  denne  Form,  der  derimod  ikke  giver  Anledning  til 
Septikæmi.  Dette  Forhold  kan  ogsaa  eksperimentelt  eftervises,  idet  Fodring 
af  spæde  Kalve  med  smaa  Mængder  Renkultur  af  Bakterien  (' m  — 1  ccm 
Bouillonkultur)  giver  Anledning  til  en  heftig,  dodelig  Diarrhoe  med 
Forandringer,  der  ganske  svarer  til  de  spontane  Tilfælde  (Enteritis 
uden  Septikæmi). 

Da  denne  Bakterie  ved  sin  Ubevægelighed  og  ved  Voksemaaden  paa  Gelatine 
stemmer  overens  med  Aërogenesbacillerne,  har  vi  stillet  den  i  Nærheden  af  disse 
uden  dog  hermed  at  ville  betegne  den  som  en  Aerogenesbacil.  Den  er  nemlig  ikke 
særlig  stærkt  luftproducerende,  men  forholder  sig  i  saa  Henseende  nærmest  som  Coli. 

Bakterier,  som  i  enhver  Henseende  stemmer  o  \'  e  r  e  n  s  med  denne 
særlige,  a  ë  r  o  g  e  n  e  s  - 1  i  g  n  e  n  d  e  Form,  har  vi  nu  p  a  a  v  i  s  t  i  Tarmen  hos 
3  sunde,  c.  24  Timer  gamle  Kalve  (Kalv  XVI,  XVII,  og  XVIII),  alle  stammende 
fra  samme  Besætning  (Sofiendal).  Hos  den  ene  af  disse  Kalve  (Kalv  XVI)  fandtes 
de  paagældende  Former  kun  i  Tyndtarmen,  hos  de  to  andre  derimod  i  alle  Tarm- 
afsnit  samt  i  Loben  og  i  dominerende  Antal.  Hos  en  fjerde  Kalv  fra  samme  Be- 
sætning saavelsom  hos  alle  de  andre  undersøgte  Kalve  forekom  denne  Bakterie- 
form ikke. 

De  hos  de  8  sunde  Kalve  isolerede  Stammer  var  som  nævnt  ganske  identiske 
med  de  fra  Tilfælde  af  Kalvediarrhoe  isolerede  og  for  Kalve  afgjort  pathogène 
Stammer.  Ligesom  disse  var  de  stedse  ubevægelige  selv  i  ganske  friske  Kullurer, 
og  paa  saavel  Agar  som  især  paa  Gelatine  udmærkede  de  sig  ved  en  meget  slimet- 
fugtig  Vækst;  de  isolerede  Kolonier  var  store,  saftige,  slimede,  stærkt  hvælvede, 
kredsrunde  og  hvide  af  Farve.  Overfor  Rhamnose  forholdt  de  sig  som  de  patho- 
gène Stammer.  Hvad  de  serologiske  Forhold  angaar,  da  lykkedes  det  ikke  at  frem- 
stille et  brugbart  agglutinerende  Serum  paa  Kaniner  til  Trods  for  langvarig  Behand- 
ling af  Serumdyrene.  Selv  i  Fortynding  1:20  fremkom  der  ingen  tydelig  Agglutina- 
tion. Ogsaa  i  denne  Henseende  stemmer  de  fra  sunde  Kalve  isolerede  Stammer 
overens  med  de  pathogène.  For  Mus  var  disse  Stammer  ikke  pathogène  selv  ved 
intraperitoneal  Indsprøjtning  af  0,1  ccm. 

I  del  hele  taget  maa  allsaa  Forholdet  mellem  de  normalt  forekommende  og 
de  pathogène  Stammer  af  denne  Gruppe  siges  at  væn-e  et  ganske  lignende  som  for 
de  egentlige  Colibacillers  Vedkommende. 
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I  denne  Forbindelse  sknl  nævnes  en  interessant  Iagttagelse,  som  er  gjort,  efter 
at  disse  Undersøgelser  var  afsluttede.  Fra  den  ovenfor  omtalte  Besætning  (Sotien- 
dal)  lik  Laboratoriet  i  andel  Øjemed  tilsendt  nogle  levende,  spæde  Kalve  i  Vinteren 
1916;  Kalvene  afsendtes  fra  Gaarden  20 — 24  Timer  efter,  at  de  var  fødte. 

Hos  en  af  disse  Kalve  bemærkedes  ved  Ankomsten  til  Laboratoriet  begyndende 
Diarrhoe.  Denne  tog  stadig  til,  og  Sygdommen,  der  efterhaanden  frembod  alle 
Symptomer  paa  Kalvediarrhoe,  endte  dødelig  efler  el  Par  Dages  Forløb.  Ved 
Sektionen  fandtes  Tarmbetændelse  og  Affektion  af  Mesenterialglandlerne,  men  iovrigt 
ingen  pathologiske  Forandringer,  og  den  bakteriologiske  Undersøgelse  viste  Tilstede- 
værelsen af  de  ovenfor  omtalte  aërogenes-lignende  Bakterier  i  Tarmen  og  i  Mesen- 
terialglandlerne, men  ikke  i  Organerne.  Bakterierne  stemmede  i  eet  og  alt  overens 
med  de  tidligere,  fra  samme  Besætning  og  fra  sunde  Kalve  isolerede. 

Vi  har  altsaa  her  el  Tilfælde,  der  ganske  svarer  til  de  ovenfor  omtalte  Enle- 
riter  uden  Septikæmi,  fremkaldt  af  den  for  denne  Lidelse  typiske  Bakterie,  og  dette 
Tilfælde  var  især  interessant  ved,  al  den  Besætning,  hvorfra  Kalven  stammede,  jo 
var  en  Besætning,  i  hvilken  Kalvediarrhoe  hidtil  ikke  var  forekommen,  og  i  hvilken 
vi  tidligere  havde  paavisl  aerogenes-lignende  Bakterier  i  Tarmen  hos  de  sunde  Kalve. 

Da  det  var  udelukket,  at  Kalven  kunde  være  bleven  inficeret  under  Trans- 
porten, forelaa  den  Mulighed,  at  Besætningen  i  Mellemtiden  var  bleven  inficeret, 
saaledes  at  Kalven  kunde  have  oplaget  de  virulente  Bakterier  paa  Stedet;  imidlertid 
forefaldt  der  stadig  intet  Tilfælde  af  Sygdom  blandt  Kalvene,  naar  de  blev  paa 
Gaarden,  hvilket  sikkert  vilde  have  været  Tilfældet,  hvis  der  havde  været  virulente 
Bakterier  til  Stede. 

Der  kan  da  na^ppe  være  nogen  Tvivl  om,  at  Sygdomstilfældet  hos  den  omtalte 
Kalv  maa  skyldes,  at  de  normalt  i  Tarmen  forekommende,  aërogenes-lignende  Bak- 
terier paa  samme  Maade,  som  vi  kender  det  fra  Coliformerne,  spontant  har  antaget 
virulente  Egenskaber.  Aarsagen  hertil  maa  utvivlsomt  forsi  og  fremmest  søges 
i  en  ved  den  ret  langvarige  Transport  og  de  deraf  følgende  uheldige  Forhold  (Sult, 
Kuldepaavirkning)  fremkaldt  nedsal  Resistens  hos  det  unge  Dyr. 


IV.    Bakterier  hørende  til  Paratyfus-Gruppen. 


Spørgsmaalel  om  de  til  denne  Gruppe  hørende  Bakteriers  Forekomst  i  Tarm- 
kanalen hos  sundt  Kvæg  og  Kalve  har  fra  flere  Sider  været  gjorl  til  Gensland  for 
Undersøgelse.  I  Særdeleshed  har  man  haft  Opmærksomheden  henledt  paa  Fore- 
komsten af  Paralyfus-B-  og  Paracoli-(Enteritis-)baciller,  af  hvilke  der  jo  findes  baade 
for  Mennesket  og  for  Kvæget  pathogène  Former;  det  vilde,  navnlig  med  Henblik 
paa    Spørgsmaalel    om    Kodforgiflningerne,   være   af    stor   Betydning  al   komme    til 
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Klarhed  over,  hvorvidt  disse  Bakterier  kan  siges  at  forekomme  i  Tarmen  hos  sunde 
Dyr.  Medens  der  oftere  er  paavist  paratyfus-  eller  paracoli-lignende  Bakterier  i 
Tarmen  hos  sunde  Dyr,  er  ægte  Paratyfus-B-  eller  Gaertnerbaciller  ikke  med  Sikker- 
hed paavist,  til  Trods  for,  at  det  ikke  er  noget  ringe  Materiale,  der  er  undersøgt. 
TiTZE  &  Weichel  har  saaledes  undersøgt  Fæces  af  104  og  Aumann  af  58  sunde 
Køer  og  Kalve  uden  nogensinde  at  linde  hverken  Paratyfus-B-  eller  Paracolibaciller. 
Horn  &  Huber,  der  undersøgte  Tarmfloraen  hos  100  sunde  Dyr  (voksent  Kvæg) 
fandt  heller  ikke  fuldtud  typiske  Paratyfus-B-  eller  Paracolibaciller,  men  derimod 
en  Del  paratyfus-lignende  Bakterier.  Frischer  har  undersøgt  85  ældre  Kalve,  10 
spæde  Kalve  og  10  voksne  Okser  uden  en  eneste  Gang  al  træffe  Bakterier  hørende 
til  Paratyfus-Gruppen.  Kun  Morgan  og  Eckert  angiver  at  have  fundet  „Enteritis- 
baciller"  og  „Paralyfusbaciller"  i  Tarmen  hos  Kvæg,  uden  at  det  dog  efter  Beskrivel- 
serne kan  afgøres,  om  det  drejer  sig  om  ægte  Paratyfus-B-  og  Paracolibaciller. 

Hos  de  34  Kalve,  som  vi  har  undersøgt,  er  ægte  Paratyfus-B- eller 
Paracolibaciller  ikke  fundet,  til  Trods  for  at  Opmærksomheden  i 
særlig  Grad  har  været  rettet  paa  deres  mulige  Forekomst.  Kun  hos  en 
af  Kalvene  (Kalv  III)  fandtes  paa  en  Pladespredning  fra  Tyndtarmen  en  Koloni  af 
en  til  Paratyfus-Gruppen  hørende  Bakterie.  Den  paagældende  Koloni  var  en  Over- 
fladekoloni, der  var  stærkt  udbredt  og  med  en  meget  indskaaret,  fliget  Band.  Bak- 
terierne viste  meget  livlig  Egenbevægelse;  de  forgærede  ikke  Lactose,  smeltede  ikke 
Gelatine,  men  voksede  paa  dette  Substrat  som  en  ret  tor  Belægning.  Med  Hensyn 
til  Gæringsevnen  overfor  forskellige  Sukkerarter  og  polyvalente  Alkoholer  afveg 
denne  Form  fra  de  almindelige  Paratyfus-B-  og  Paracolibaciller  ved,  at  den  for- 
gærede Sorbose  og  Adonit,  hvilke  to  Stoffer  ikke  forgæres  af  de  typiske  Paratj'fus- 
og  Paracolibaciller;  til  Gengæld  forgærer  disse  Sorbit,  der  ikke  blev  forgæret  af  den 
omtalte  Stamme.     Se  iøvrigt  hosstaaende  Tabel. 
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Ret  interessant  var  det  nu,  at  en  af  Hume  fra  et  „Paratyfustilfælde"  hos  Menne- 
sket isoleret  Paratyfusstamme  forholdt  sig  med  Hensyn  til  Gæringsevnen  ganske 
som  den  fra  Kalv  III  isolerede  Stamme,  saaledes  som  det  fremgaar  af  Tabellen. 
Overensstemmelsen  mellem  de  to  Stammer  strakte  sig  endnu  videre;  ogsaa  Vokse- 
niaaden  paa  Gelatine  var  fuldstændig  ens.  C.  O.  Jensen,  der  har  undersøgt  Para- 
tyfus-Hume-Stammen    noje,    angiver    (Ugeskrift  f  Læger   lü04j,    at    denne    Stamme 
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koagulerer  Mælk  ved  Fermentvirkning.  En  Undersøgelse  af  Kalvesfammen  gav  et 
tilsvarende  Resultat;  medens  denne  Stamme  ikke  forgærede  Lactose,  bragte  den, 
naar  den  blev  udsaaet  i  Mælk,  denne  til  at  løbe  sammen  efter  c.  4  Dage.  Koaglet 
var  ensartet,  men  temmelig  løst.  Spredning  fra  en  saadan  koaguleret  Mælkekultur 
i  I.,akmus-Laktose-Agar  viste  Tilstedeværelsen  af  Renkultur  af  ikke-lakloseforgærendc 
Bakterier.  Koagulationen  skyldes  da  sandsynligvis  en  Fermentvirkning  ogsaa  for 
denne  Stammes  Vedkommende. 

Ved  den  nærmere  Undersøgelse  af  de  lo  Stammer  viste  disse  sig  dog  at  være 
forskellige  i  serologisk  Henseende.  Paa  Kaniner  fremstilledes  stærkt  agglutinerende 
Sera  med  begge  Stammerne,  men  kun  de  homologe  Stammer  blev  agglutinerede  af 
de  lo  Sera.  Selv  om  de  altsaa  ikke  kan  siges  at  være  helt  identiske,  er  de  to 
Stammer  dog  aabenharl  meget  nær  beslægtede. 

Ved  Enteritistilfælde  hos  ældre  Kalve  er  der  liere  Gange  i  Tarmindholdet  paa- 
visl  Tilstedeværelsen  af  Bakterier,  der  ganske  stemmer  overens  med  Stamme  Kalv 
III.  Om  disse  Bakterier  har  haft  nogen  Forbindelse  med  Enteriten  er  usikkert;  de 
har  kun  været  tilstede  i  moderat  Antal.  Overfor  mindre  Forsøgsdyr  har  de  — 
ligesom  Stamme  Kalv  111  —  ikke  været  pathogène. 

Kalveslammerne  og  Paratyfus-Hume  hører  tiabenbart  til  en  særlig  Undergruppe 
af  Paratyfus-Gruppen,  væsentlig  karakteriseret  ved  deres  Gæringsevne  og  deres  Evne 
til  at  koagulere  Mælk;  men  deres  Betydning  som  pathogène  Former  er  tvivlsom  og 
i  hvert  Fald  langt  ringere  end  Paratyfus-B-  og  Paracolibacillernes. 
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Uie  vorliegende  Theorie  der  im  Allgemeinen  nicht  analytischen  Ringfläche 
vierter  Ordnung  enthält  wesentlich  eine  vollständige  Diskussion  der  Umrisse  dieser 
Fläche  aus  den  verchiedenen  Punkten  des  Raumes.  Die  übrigens  leichler  zugäng- 
lichen und  wenigstens  für  die  algebraischen  Flächen  auch  mehr  diskutierten  ebenen 
Schnitte  habe  ich  nur  soweit  angegeben,  als  sie  für  die  Bestimmung  der  Umrisse 
nützlich  sind.  Soviel  mir  bekannt,  ist  das  kleine  hier  im  Angriff  genommene 
Problem  selbst  für  den  Kugelring  nicht  vollständig  gelöst,  und  der  Formenreichtum 
ist  nicht  ohne  Interesse.  Die  Bestimmung  jedes  Umrisses  für  sich  habe  ich  mög- 
lichst independent  zu  führen  versucht,  also  auch  so,  dass  irgendwie  kompliziertere 
Grenzprozesse  vermieden  sind. 
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tiine  Ringfläche  ensteht  durch  Drehung  eines  Ovales  um  eine  das  Oval  nicht 
schneidende  aber  in  seiner  Ebene  liegende  Achse.  Ist  das  Oval  beliebig,  kann  die 
Ordnung  der  Fläche  beliebig  hoch  werden.  Hier  wollen  wir  uns  ausschliesslich 
an  Ringflächen  vierter  Ordnung  halten.  Es  ist  leicht  die  Bedingung  dafür  anzugeben, 
dass  dies  der  Fall  wird.  Erstens  kann  eine  die  Achse  schneidende  oder  eine  auf 
die  Achse  senkrecht  stehende  Gerade  höchstens  vier  Punchte  mit  der  Fläche  gemein 
haben.  Um  die  Schnittpunkte  der  Fläche  mit  einer  Geraden  /  beliebiger  Lage  zu 
bestimmen,  drehe  man  /  um  die  Achse  o.  Dadurch  entsteht  ein  Hyperboloid,  dessen 
Meridianschnitt  (/)  das  Oval  a  in  ebenso  vielen  Punkten  schneidet,  als  /  mit  der  Fläche 
gemein  hat.  Damit  die  Fläche  vierter  Ordnung  wird,  ist  es  also  hinreichend  und 
nothwendig,  dass  das  Oval  in  höchstens  vier  Punkten  von  jeder  Hyperbel  geschnitten 
wird,  das  seine  Querachse  auf  der  festen  Geraden  a  hat.  Die  Fläche  ist  also  jeden- 
falls vierter  Ordnung,  wenn  «  ein  elliptisch  gekrümmtes  Oval  ist.  Diese  Bedingung 
ist  hinreichend,  aber  nicht  nothwendig. 

Wir  wollen  nun  erst  den  folgenden  Satz  aufstellen. 

Eine  Ringfläche  vierter  Ordnung  ist  auch  vierter  Klasse. 

Die  durch  eine  Gerade  /  gehenden  berührenden  Ebenen  sind  nämlich  die 
gemeinsam  berührenden  Ebenen  der  Fläche  und  desjenigen  Hyperboloids,  das  durch 
die  Drehung  von  Z  um  die  Achse  a  erzeugt  wird.  Der  Satz  folgt  deshalb  aus  dem 
bekannten,  dass  zwei  Kurven  zweiter  Ordnung,  welche  0,  2  oder  4  Punkte  mit  ein- 
ander gemein  haben,  höchstens  vier  Tangenten  mit  einander  gemein  haben  können. 

Wir  wollen  aber  noch  des  Folgenden  wenig  untersuchen,  wie  viele  berührende 
Ebenen  durch  /  gehen,  wenn  /  seine  verschiedene  Lagen  in  Bezug  auf  die  Fläche 
einnimt. 

Schneidet  l  die  Achse  a,  dann  gehen  durch  /  4,  2  oder  keine  berührende 
Ebenen,  jenachdem  /  ausserhalb  zwei,  einer  oder  auch  keiner  der  Kegelflächen  liegt, 
welche  die  Fläche  aus  dem  Punkt  (a/)  projicieren.  Steht  /  senkrecht  auf  der  Achse, 
dann  gehen  durch  /  4  oder  2  berührende  Ebenen,  jenachdem  der  Schnittpunkt 
von  /  mit  derjenigen  Meridianebene,  die  auf  /  senkrecht  ist,  ausserhalb  beider 
oder  nur  ausserhalb  eines  der  in  dieser  Ebene  liegenden  Ovalen  liegt.  Schneidet  \ 
noch  die  Achse,  dann  gehen  durch  /  4  berührende  Ebenen. 
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Sehneidet  /  die  Fläche  in  vier  Punkten,  dann  haben  a  und  die  Hyperbel  (/) 
vier  Punkte  mit  einander  gemein;  einem  bekannten  Satze  zufolge  müssen  sie  dann 
entweder  vier  oder  auch  keine  Tangenten  mit  einander  gemein  haben.  Man  sieht 
aber  leicht,  dass  sie  in  diesem  Fall  vier  Tangenten  mit  einander  gemein  haben. 
Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  a  und  (/)  keine  Tangente  mit  einander  gemein  haben; 
dann  würde  jede  Tangente  an  a  zwei  Punkte  mit  (/)  gemein  haben,  weil-dies  mit 
einer  Tangente,  deren  Berührungspunkt  einem  Schnittpunkt  von  «  und  (Z)  nahe 
liegt,  der  Fall  ist.  Ebenso  sieht  man,  dass  jede  Tangente  an  (/)  zwei  Punkte  mit 
a  gemein  haben  würde.  Es  wäre  also  a  +  (0  eine  Kurve,  welche  mit  jeder  ihrer 
Tangenten  vier  Punkte  gemein  hat  —  der  Berührungspunkt  zweimal  gerechnet. 
Deshalb  würde  jede  Gerade  wenigstens  zwei  Punkte  mit  a  +  (/)  gemein  haben. 
Weil  aber  die  Axe  a  keine  Punkte  mit  «  +  (/)  gemein  hat,  müssen  also  a  und  (/) 
Tangenten  mit  einander  gemein  haben. 

Schneidet  /  die  Fläche  in  zwei  Punkten,  dann  haben  «  und  (/)  zwei  Schnitt- 
punkte und  deshalb  auch  zwei  Tangenten  mit  einander  gemein. 

Hat  endlich  /  keinen  Punkt  mit  der  Fläche  gemein,  dann  haben  auch  a  und 
(/)  keinen  Punkt  mit  einander  gemein,  und  haben  deshalb  entweder  keine  oder 
auch  vier  Tangenten  mit  einander  gemein.  Wir  können  uns  bestimmter  ausdrücken, 
wenn  man  die  zwei  Kreise,  die  parabolischen  Kreise  n^  und  n^,  in  Betracht 
zieht,  längs  welchen  die  Fläche  von  zwei  Ebenen  berührt  wird.  Die  Punkte  der 
Kreise  sind  die  parabolischen  Punkte  der  Fläche,  und  sie  trennen  die  „hyper- 
bolischen" Punkte  der  Fläche  von  den  „elliptischen".  Jenachdem  die  Schnittpunkte 
dieser  Ebenen  mit  /  beide  ausserhalb  ffj  und  r:^,  oder  beide  innerhalb  -k-^  und  n^ 
liegen  —  und  nur  diese  Fälle  sind  hier  möglich  —  liegt  a  beziehungsweise  ausser- 
halb oder  innerhalb  (/).     Man  hat  also  zusammenfassend: 

Durch  eine  Gerade,  welche  die  Fläche  entweder  in  vier  oder  (2) 
auch  in  zwei  Punkten  schneidet,  gehen  beziehungsweise  vier  oder 
auch  zwei  berührende  Ebenen.  Durch  eine  Gerade  /,  welche  die 
Fläche  nicht  schneidet,  geht  keine  berührende  Ebene,  wenn  ihre 
Schnittpunkte  mit  den  Ebenen  der  parabolischen  Kreise  beide  inner- 
halb dieser  Kreise  liegen;  sonst  vier. 

Wir  bemerken  besonders,  dass  wenn  Z  eine  Haupttangente  der  Fläche  ist 
(die  mit  derselben  drei  konsekutive  Punkte  gemein  hat),  dann  durch  Z  eine  und  nur 
eine  ausserhalb  Z  berührende  Ebene  geht  (auch  nicht  zwei  zusammenfallende). 

Die  Ebenen,  welche  die  Fläche  in  mehreren  Punkten  berühren,  lassen  sich 
leicht  bestimmen,  weil  die  Fläche  eine  Umdrehungsfläche  ist.  Man  erhält  theils 
die  Ebenen  der  parabolischen  Kreise,  theils  die  berührenden  Ebenen  einer  mit  der 
Fläche  koaxialen  Umdrehungskegelfläche.  Diese  möge  das  erzeugende  Oval  a  in 
R  und  /îj,  und  die  Fläche  in  den  Kreisen  p  und  p^  berühren. 

Um  nun  unsere  Ringfläche  sicher  als  Elementarflächc  auffassen  zu  können, 
haben  wir  den  Ort  der  Berührungspunkte  der  vierpunktig  berührenden  Tangenten 
zu  suchen.     Wir  thun  dies  derart,  dass  M'ir  erst   die  doppelberührenden  Tangenten 
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untersuchen,   und   danach   die    zwei   Berührungspunkte    einer  solchen  Tangente  zu- 
sammenfallen lassen. 

Wenn  wir  im  folgenden  von  Hyperbeln  sprechen,  werden  wir,  wenn  nicht 
anders  ausdrücklich  gesagt  wird,  darunter  immer  Hyperbeln  verstehen,  deren  trans- 
versa Achsen  auf  o  liegen. 

Er  kommt  nun  darauf  an  Hyperbeln  zu  untersuchen,  die  mit  a  doppelte  Berüh- 
rung  haben.     Er   ist   erstens   ersichtlich,  dass   eine   Hyperbel   das  Oval   a   nicht  in 

zwei  Punkten  berühren 
kann,  die  auf  der  kon- 
vexen Seite  der  Fläche 
liegen,  also  auf  dem 
Bogen  ARB  und  nicht 
auf  dem  Bogen  AUB 
(s.  Fig.  1);  wir  nennen 
den  ersten  Bogen  {AB)i, 
den  zweiten  (AB^).  Ist 
nun  P  ein  beliebiger 
Punkt  von  (Aß),,  wird 
eine  Hyperbel,  welche 
«  in  P  berührt  und 
durch  einen  beliebigen 
Punkt  M  von  «  gebt, 
noch  einen  und  nur 
einen  Punkt  Mj  mit  a 
gemein  haben.  Liegt  P 
fest,  ist  die  Beziehung 
(il/Afj)  überall  stetig- 
und  gegenseitig  ein- 
deutig. Wir  benützen 
noch  den  folgenden  un- 
mittelbar ersichtlichen 
(und  übrigens  leicht  be- 
weisbaren) Hilfsatz: 

Sind  Å,  B  und  C 
drei  Punkte  des  einen 
Zweiges  einer  Hyperbel 
mit  a  als  transverse  Achse,  dann  haben  die  drei  Geradenslücke  AA,„  BB^,,  €€„, 
welche  von  den  Winkelspilzen  des  Dreiecks  ABC  senkrecht  auf  a  gehen,  keinen 
Punkt  mit  den  bzw.  gegenüberliegenden  Seiten  des  Dreiecks  gemein.  Diese  Bedin- 
gung ist  umgekehrt  dafür  hinreichend,  dass  A,  B  und  C  demselben  Zweig  einer 
Hyperbel  mit  a  als  transverse  Achse  angehören,  wenn  man  noch  weiss,  dass  die 
drei  Punkt  auf  derselben  Seite  von  a  liegen. 


Fig.  1 
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Es  sei  Pj  der  zweite  Schnittpunkt  von  a  mit  einer  durch  P  gehenden  und  auf 
a  senkrechten  Geraden;  in  diesem  Punkt  fallen  offenbar  die  zwei  oben  genannten 
Punkte  M  und  M,  zusammen.  Bewegt  M  sich  auf  a  in  einem  bestimmten  Sinn  von 
Py  aus,  dann  wird  sich  auch  M^  in  einem  bestimmten  Sinn  bewegen,  weil  die 
Beziehung  gegenseitig  eindeutig  ist,  und  zwar  dem  oben  genannten  Hilfsatz 
zufolge  in  dem  entgegensetzten  von  M.  Es  fallen  demnach  M  und  Mj  noch  ein- 
mal und  nur  einmal  in  einem  Punkt  Q  von  a  zusammen.  Hierbei  haben  wir  aber 
noch  nicht  hinreichend  benutzt,  dass  a  die  transverse  Achse  sein  soll.  Liegt  P  in 
dem  der  Achse  a  nächsten  Punkt  von  a,  dann  ist  offenbar  a  die  transverse  Achse 
einer  in  P  berührenden  Hyperbel.  Wählt  man  P  in  R,  dann  muss  Q  in  /?j  fallen, 
indem  die  Hyperbel  in  zwei  Gerade  zerfällt.  Überschreitet  aber  P  den  Punkt  R, 
dann  wird  die  Hyperbel  in  den  anderen  Asymptotenwinkelraum  übergehen,  und 
a  wird  Brennpunktsachse.  P  und  Q  müssen  demnach  beide  auf  dem  Bogen  7?S/?, 
fallen  (siehe  Fig.  1).     Wir  haben  also  bewiesen: 

In  jedem    Punkt  P  auf  dem  durch   die  Kreise  p  und  p^  begrenzten  (3) 
un  konvexen   Teil   der   Fläche,   giebt    es    zwei    Tangenten,    die  in   noch 
einem  anderen  Punkt  Q  berühren. 

Wenn  P  in  ß  liegt,  dann  fallen  die  zwei  genannten  Tangenten  in  eine  zu- 
sammen. 

Ein  Berührungspunkt  eines  Doppeltangente  mit  der  Fläche  kann  also  nur  auf 
dem  eben  bezeichneten  Häclientheil  liegen. 

Man  erinnere  nun,  dass  die  Beziehung  (P,  Q)  auch  stetig  und  gegenseitig  eindeutig 
ist.  Befindet  P  sich  in  dem  früher  genannten  Punkt  R  (siehe  Fig.  1),  muss  Q  sich  in 
fij  befinden,  denn  die  Tangenten  in  R  und  R^  bilden  eine  spezielle  Hyperbel  mit 
a  als  transverse  Achse.  Geht  P  von  R  nach  Ry  in  einem  bestimmten  Sinn,  muss 
0  von  Ry  aus  auch  in  einen  bestimmten  Sinn  gehen.  Kommt  P  in  R,  muss  Q  in 
R  fallen.  Es  bewegen  sich  desshalb  P  und  Q  in  entgegengesetzten  Sinn,  und  sie 
müssen  einmal  in  einem  Punkt  S  des  Bogens  RR^  und  auf  dem  konvexen  Theil  der 
Fläche  zusammenfallen.     Man  hat  also: 

Der    Ort    der    Berührungspunkte    der    vierpunktig    berührend  en  (4) 
Tangenten  der  Fläche  ist  ein  und  nur  ein  Parallel  kreis. 

Dieser  Kreis  in  Verbindung  mit  den  parabolischen  Kreisen  t:^  und  n^  zerlegt 
die  Fläche  in  eine  endlichen  Zahl  von  Stücken,  und  die  Fläche  ist  deshalb  eine 
Elementarfläche.  ') 

Es  ist  nun  im  folgenden  unsere  Hauptaufgabe  theils  die  verschiedenen  ebenen 
Schnitte  theils  die  Umrisse  der  Fläche  aus  den  verschiedenen  Punkten  des  Raumes 
hinreichend  zu  charakterisieren.  Wir  werden  jedoch  das  Hauptgewicht  auf  die 
Umrisse  legen,  indem  diese  schon  für  den  gewöhnlichen  Kugelring,  soviel  ich  weiss 
nicht  eingehend  bestimmt  worden  sind. 

Wir  können  gleich  bemerken,  dass  jede  ebene  Schnittkurve  eine  Symmetrieachse 


')  Siehe:    Über  Elementarfläehen,  Jahresber.  d.  deutschen  Math.  Vereinig.  Bd.  22.  S.  34.5  (1913). 
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und  jeder  umschriebener  Kegel  eine  Symmelrieebene  haben  muss;  er  folgt  dies  dar- 
aus, dass  die  Fläche  eine  Umdrehungsfläche  ist. 

Wir  wollen  nun  erst  die  Schnittkurve  der  Fläche  mit  einer  ihr  berührenden 
Ebene  untersuchen;  ein  Schnitt  ist  nur  vorhanden,  wenn  der  Berührungspunkt  P 
auf  der  unkonvexen  Seite  der  Fläche  liegt. 

Nehmen  wir  erst  P  auf  dem  kleineren  Bogen  AR  oder  BR^  (siehe  Fig.  1), 
wobei  die  Endpunkte  nicht  mitzurechnen  sind.    Es  ist  P  dann  ein  Doppelpunkt  der 

Kurve  und  infolge  (4)  ein  solcher,  aus  dem  keine  ausserhalb 
P  berührende  Tangente  geht,  nach  unserer  Terminologie  also 
ein  Doppeltpunkt  erster  Art.  Hätte  die  Kurve  mehrere  Zweige, 
dann  müsste  sie  noch  einen  Doppelpunkt  haben  (denn  sie 
liegt  ganz  im  Endlichen),  was  aber  nicht  der  Fall  ist.  Die 
Kurve  ist  also  einzügig  und  hat  einen  und  nur  einen  Doppel- 
punkt erster  Art.  Die  Form  ist  dadurch  vollständig  bestimmt 
(siehe  Fig.  2). 

Nehmen    wir    nun    den    Berühi'ungspunkt    in    R.     Hier 
haben  wir  den  Satz: 
(5)  Jede    doppel    berührende    Ebene    einer    Ringfläche    vierter    Ord- 

nung schneidet  dieselbe  in  zwei  Ovalen. 

Die  Schnittkurve  hat  zwei  und  nur  zwei  Doppelpunkte  R  und  R'  und  keine 
Spitzen.  Sie  hat  aber  auch  keine  Wendetangenten.  Eine  solche  kann  nämlich  nur 
kommen,  wenn  in  der  Schnittebene  /i  eine  Haupttangente  /  der  Fläche  zu  finden 
ist.  Durch  diese  Gerade  würde  dann  zwei  (zusammenfallende)  berührende  Ebenen 
gehen,  welche  in  den  ausserhalb  t  liegenden  Punkten  R  und  /?'  berühren  würden, 
was  infolge  des  Satzes  1  unannehmbar  ist  (siehe  Seite  5).  Die  Kurve  kann  ferner 
nicht  einzügig  sein.  Durch  R  und  R'  gehen  nämlich  keine  Gerade,  welche  die 
Schnitlkurve  ausserhalb  R  und  R'  berühren,  und  eine  Kurve  vierter  Ordnung  ohne 
Spitzen  und  mit  einer  paaren  Zahl  von  Doppelpunkten  erster  Art  existiert  nicht. 

Die  Kurve  hat  also  zwei  Zweige,  und  keine  von  diesen  hat 
Spitzen,  Inflexionspunkte  oder  Doppelpunkte;  sie  ist  also  aus  zwei 
Ovalen  zusammengesetzt.') 

Wenn  P  auf  dem  Bogen  RSR^  liegt,  dann  hat  die  Schnittkurve 
wie  im  ersten  P'all  einen  und  nur  einen  Doppelpunkt.  Die  ganz 
im  Endlichem  liegende  Kurve  kann  auch  nicht  zerfallen,  weil  zwei 
paare  Kurven  einen  paare  Zahl  von  Punkten  mit  einander  gemein 
haben  müssen.  Der  Unterschied  ist  nur  der,  dass  infolge  Satz  (3) 
aus  P  zwei  Tangenten  gehen,  welche  ausserhalb  P  berühren.  Eine 
einzügige  Kurve  vierster  Ordnung  ohne  Spitzen  und  mit  einem  und 
nur  einem  Doppelpunkt  zweiter  Art  ist  aber  vollständig  bestimmt  und  hat  zwei 
Doppeltangenten  und  zwei  Inflexionspunkte.  Die  Form  einer  solchen  Kurve  findet 
sich  in  Fig.  3. 


Fig.  3. 


')  Einen  anderen  Beweis  findet  man  in  „Nyt  Tidssliiift  f.  Mathematili"    Bd.  20,  S.  41,  1909: 
om  en  ililie  analytisli  Onidrejningsnade  ■. 
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Es  muss  besonders  bemerkt  werden,  dass  wenn  P  in  .S  fällt,  dann  die  Tan- 
genten in  P  zugleich  die  Wendetangenten  der  Schnittkurve  sind. 

Es  hat  keine  Schwierigkeiten  weitergehend  alle  ebene  Schnittkurven  der  Fläche 
der  Form  nach  zu  bestimmen.  Wir  wollen  aber  dies  nicht  durchführen  und  uns 
an  die  Umrisse  halten.  Zuerst  wollen  wir  untersuchen,  ob  bei  den  Umrissen  In- 
ilexionspunkte  auftreten  können. 

Es  sei  P  ein  Punkt,  aus  dem  die  Fläche  auf  eine  Ebene  projiciert  wird;  den 
Umriss  bezeichnen  wir  mit  m.  Durch  P  lege  man  eine  auf  a  senkrechte  Ebene  n, 
deren  Spur  in  der  Bildebene  die  Gerade  l  seien  möge.  Wird  nun  die  Fläche  nicht 
von  n-  geschnitten  oder  liegt  P  innerhalb  beider  Kreise,  in  denen  die  Fläche  von 
■K  geschnitten  wird,  dann  gehen  durch  jede  in  7:  liegende  und  P  enthaltende  Gerade  ja 
vier  berührende  Ebenen.  Es  gehen  also  in  diesem  Fall  durch  jeden  Punkt  von  / 
vier  Tangenten  an  m,  und  es  kann  also  /  weder  von  w  noch  von  einer  Wende- 
tangente von  u)  geschnitten  werden,  d.  h.  m  hat  keine  Inflexionspunkte. 

Wenn  abers  die  Fläche  in  zwei  getrennten  Kreisen  schneidet,  und  liegt  P  nicht 
innerhalb  beider  Kreise,  dann  gehen  durch  eine  der  eben  genannten  Geraden  p 
entweder  zwei  oder  vier  berührende  Ebenen;  der  Übergang  von  zwei  zu  vier  kann 
aber  nur  in  den  die  Fläche  berührenden  Geraden  p  geschehen.  Eine  Anderung  in 
der  Zahl  der  Tangenten,  welche  durch  einen  Punkt  von  /  gehen,  tritt  also  nur  ein 
in  den  Schnittpunkten  von  /  mit  cd,  d.  h.  w  hat  auch  in  diesem  Fall  keine  Inflexions- 
punkte. 

Diese  Schlüsse  bleiben  gültig  gleichviel  ob  P  ein  Punkt  der  Fläche  ist,  oder  nicht. 

Es  ist  noch  der  Fall  cu  zu  berücksichtigen,  dass  die  Ebene  tt  die  Fläche  längs 
einer  der  parabolischen  Kreise  ti^  oder  ttc  berührt.  Dann  ist,  wenn  P  ausserhalb 
der  Kreise  liegt,  l  eine  Doppeltangente  von  m,  während  sie,  wenn  P  innei-halb  t:.^ 
oder  ;r2  Hegt,  eine  isolierte  Gerade  von  m  wird.  In  beiden  Fällen  zeigen  die  obigen 
Schlüsse,  dass  w  keine  Inflexionspunkte  haben  kann.  Es  stellt  sich  aber  anders, 
wenn  hier  P  auf  der  Fläche  liegt  z.  B.  in  n-j.  Es  gehen  zwar  auch  in  diesem  Fall 
durch  jede  Gerade  p  ausser  der  doppel  zu  rechnenden  Ebene  von  1:^  noch  zwei 
berührende  Ebenen,  aber  die  Spur  /  von  tc  ist  selbst  eine  Tangente  an  co,  und 
zwar,  wie  wir  sehen  werden,  eine  Wendetangente,  deren  Berührungspunkt  T  die 
Spur  der  in  P  berührenden  Tangente  t  an  n-j  ist.  Es  sei  nämlich  p  eine  durch  P 
gehende  in  «-j  liegende  von  t  verschiedene  Gerade.  Durch  diese  gehen,  wie 
schon  gesagt,  ausser  n-j  noch  zwei  berührende  Ebenen.  Betrachten  wir  aber  zwei 
Gerade  p'  und  p",  welche  beide  durch  P  gehen,  beide  p  nahe  liegen,  welche  aber 
in  einer  durch  p  gehenden  nicht  n-,  enthaltenden  Ebene  „im  kleinen"  durch  p 
getrennt  sind.  Von  diesen  Geraden  schneidet  die  eine  z.  B.  p'  die  Fläche  in  vier 
Punkten,  während  die  andere  p"  in  zwei  Punkten  schneidet.  Durch  p'  gehen  also 
vier  berührende  Ebenen,  während  durch  p"  nur  zwei  solche  Ebenen  gehen.  Aber 
betrachten  wir  weiter  zwei  Gerade  /'  und  /",  welche  beide  durch  P  gehen,  beide  t 
nahe  liegen,  aber  in  einer  durch  /  gehenden  -j  nicht  enthaltenden  Ebene  „im 
kleinen"  durch  /  getrennt  sinn.     Diese  Gerade   schneiden   beide  die   Fläche  in  zwei 
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Punkten,  und  es  gehen  ;also  durch  beide  Gerade  auch  zwei  berührende  Ebenen. 
Also  muss  /  eine  Wendetangente  von  w  sein,  denn  überschneidet  in  der  Ebene  von 
CD  ein  Punkt  M  diese  Gerade  in  dem  Punkt  T,  dann  bleibt  die  Zahl  der  durch  M 
gehenden  Tangenten  an  w  unverändert,  findet  aber  die  Überschreitung  von  M  über 
/  in  einem  beliebigen  anderen  Punkt  von  /  Statt,  dann  ändert  sich  dieselbe  Zahl 
um  zwei.     Durch  diese  Angaben  wird  eben  eine  Wendelangente  charakterisiert. 

Man  hat  also: 
(fi)  Der  Umriss   einer   Ringfläche   vierter   Ordnung  aus  einem   Punkt 

P  hat  im  Allgemeinen  keine  Wendetangente;  eine  solche  findet  sich 
nur,  wenn  P  in  einem  parabolischen  Punkt  der  Fläche  liegt. 

Ehe  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  noch  ein  Paar  Hilfsätze  aufstellen. 

(7)  Eine   Kurve   vierter   Klasse    ohne   Inflexionspunkte   oder  Doppel- 
punkte kann  nicht  in  zwei  Zweige  vierter  Klasse  zerfallen. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Kurve  to  zerfalle  in  w'  und  w" ,  welche  alle  vierier 
Ordnung  sind.  Weil  m  —  und  ebenso  w"  —  keine  Doppelpunkte  oder  Inflexions- 
punkte hal,  zerlegt  sie  ihre  Ebene  in  zwei  Gebiete;  aus  den  Punkten  des  einen 
Gebietes  geben  zwei,  aus  denen  des  anderen  Gebietes  vier  Tangenten  an  (o.  Es  sei 
nun  M  ein  Punkt  aus  dem  zwei  Tangenten  an  m  und  desshalb  auch  zwei  an  m" 
geben.  Von  M  aus  kann  man  einen  Weg  finden,  der  in  einem  Punkt  F  von  co" 
endigt,  ohne  co"  überschritten  zu  haben  —  oder  umgekehrt.  Durch  einen  Punkt 
auf  der  Verlängerung  des  Weges  über  P'  hinaus  würden  dann  mehr  denn  vier 
Tangenten  an  m    -|-  tu"  gehen. 

Die  gegebenen  Umstände  verhindern  selbstverständlich  nicht,  dass  die  Kurve 
zerlegbar  ist.  Sie  kann  möglicherweise  in  zwei  Ovale,  in  ein  Oval  und  eine  Kurve 
vierter  Klasse  oder  auch  in  zwei  Kurven  dritter  Klasse  zerfallen. 

Ferner  hat  man: 

(8)  Eine   Kurve   vierter   Klasse    mit   mehr   denn   eine  D  o  p  p  e  1 1  a  n  g  e  n  t  e 
kann  nicht  in  zwei  Zweige  dritter  Klasse  zerfallen. 

Es   zerfalle  cu  in  zwei    Zweige   dritter  Klasse  w    und  cd"  \    diese   Zweige   haben 

wenigstens  eine  Tangente  /  mit  einander  gemein.    Aus  dem  Schnittpunkt  von  /  mit 

einer  anderen  Doppeltangente  von  w  würden  mehr  denn  vier  Tangenten  an  œ  gehen. 

Wir    werden    im    folgenden    zuerst    die    Umrisse    aus   einem    auf   der    Fläche 

liegenden  Augenpunkt  untersuchen. 

Erst  wollen  wir  die  Spitzen  eines  solchen  Umrisses  direkt  bestimmen;  diese 
sind  die  Spuren  der  durch  P  gehenden  aber  nicht  in  P  berührenden  Haupttangenten. 
Dreht  man  diese  um  die  Gerade  a  als  Achse,  sieht  man,  dass  es  darauf  ankommt 
diejenigen  Hyperbel  —  hier  wie  immer  im  Folgenden  mit  a  als  transverse  Achse 
—  zu  bestimmen,  welche  durch  P  gehen  und  in  einem  im  Allgemeinen  von  P 
verschiedenen  Punkt  Berührung  zweiter  Ordnung  mit  dem  durch  P  gehenden 
Meridianoval  a  haben. 

Wir  müssen  aber  erst  eine  einfachere  Aufgabe  lösen,  nämlich  diejenigen  Hyperbel 
bestimmen,   welche  durch   zwei   Punkte  P  und  N  von  a  gehen   und  dieselbe  noch 
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in  einem  im  Allgemeinen  von  P  und  N  verschiedenen  Punkt  Q  berühren;  es  muss 
selbstverständlich  Q  auf  dem  nicht  konvexen  Theil  der  Fläche  liegen.  Bei  dieser 
Aufgabe  müssen  wir  vor  allem  den  Seite  6  genannten  Hilfsatz  erinnern,  der  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  giebt,  dass  drei  Punkte  einem  und 
demselben  Zweig  der  Hyperbel  angehören,  denn  das  muss  für  P,  N  und  Q  der 
Fall  sein.  Aber  es  ist  noch  die  Möglichkeit  in  Betracht  zu  ziehen,  dass  zwei  der 
drei  Punkte  in  einer  auf  a  senkrechten  Geraden  liegen;  in  dem  Fall  muss  aber  die 
Hyperbel  in  zwei  auf  a  senkrechte  Gerade  zerfallen. 

Um  nun  unsere  vorlaufige  Aufgabe  zu  lösen,  legen  wir  durch  zwei  feste  Punkte 
P  und  JV  und  einen  veränderlichen  Punkt  M  von  «  eine  Hyperbel.  Diese  schneidet 
noch  a  in  einem  Punkt  M',  und  die  Abhängigkeit  M — Af  ist  stetig, 
gegenseitig  eindeutig  und  involutorisch.  Schneiden  die  durch  P  und  N 
gehenden  auf  a  senkrechten  Gerade  die  Kurve  a  bzw.  nochmals  in  P, 
und  iVp  dann  haben  wir  in  Pj  und  iVj  zwei  einander  entsprechende 
Punkte  M  und  M'.  Liegen  nun  erstens  P  und  N  beide  auf  der  kon- 
vexen Seite  der  Fläche,  dann  müssen  dem  genannten  Hilfsatz  zufolge 
M  und  M'  beide  auf  dem  A  nicht  enthaltenden  Bogen  P^N^^  liegen,  und 
wenn  auf  diesem  Bogen  M  von  P^  nach  iV,  läuft,  muss  M'  von  N^  nach 
Pj  laufen.  M  und  M'  fallen  also  einmal  und  nur  einmal  in  einem  Punkt  des 
Bogens  P^N^  zusammen.     (Fig.  4). 

Liegen  P  und  N  beide  auf  der  nicht  konvexen  Seite  der  Fläche, 
dann  muss  aus  demselben  Grunde  M  von  P^  über  P  nach  Nj  laufen, 
p/       ]p     und  M'  von  iVj  über  N  nach  P^.    Hier  findet  also  auch  ein  und  nur 
ein  Zusammenfallen  von  M  und  M  statt.    (Fig.  5). 

Liegt  endlich  P  auf  der   nicht    konvexen,  N  auf  der  konvexen 
Seite  der  Fläche,  dann  muss  M  von  P^  ausgehend  entweder  den  Bogen 
P^APNi   und   gleichzeitig  M'  den    Bogen  N^PAP^    durchlaufen,  oder 
"^ "■  auch  M  den  Bogen  PiBPNi   und  M'  gleichzeitig  den  Bogen  N^PBP^. 

In  beiden  Fällen  findet  man  einen  und  nur  einen  Zusammenfallspunkt  Q,  der  ent- 
weder auf  dem  Bogen  N ^A  oder  auf  dem  Bogen  iV,ß  liegt.  Der  Fall,  wo  entweder 
P  oder  N  in  einem  der  Punkte  A  oder  B  liegt,  macht  ersichtlich 
keinen  Unterschied  in  dem  Resultat.    (Fig.  6). 

Wir  müssen  aber  noch  den  Sonderfall  betrachten,  wo  P  und 
jV  beide  in  einer  und  derselben  auf  a  senkrechten  Geraden  liegen. 
Hier  hat  man  nämlich  zwei  zerfallene  Hyperbeln  als  Lösungen,  welche 
beide  die  Gerade  PA'  enthalten  und  ausserdem  noch  entweder  die 
eine  oder  die  andere,  der  auf  a  senkrechten  Tangenten  von  a.  Des 
folgendes  wegen  machen  wir  noch  darauf  aufmerksam,  dass  wenn 
P  auf  dem  nicht  konvexen  Theil  der  Fläche  liegend  festgehalten  wird,  während  N 
gegen  Pj  konvergiert,  dann  Q  dem  oben  gesagten  zufolge  nach  A  oder  auch  nach 
B  konvergiert,  jenachdem  N  ehe  P^  erreicht  wird,  sich  mit  B  oder  mit  A  auf  der- 
selben   Seite   von    PPi    befindet.     Wird    dagegen   .V   auf   dem    konvexen    Theil    der 
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Fläche  liegend  festgehalten,  während  P  nach  iVj  konvergiert,  dann  konvergiert  Q 
nach  A  oder  nach  B,  jenachdem  P  mit  A  oder  mit  B  auf  derselben  Seite  von  Nh\ 
sich  befindet. 

Wir  haben  also  gefunden  : 
(9)  Durch    zwei    beliebige    Parallelkreise   einer    Ringfläche    vierter 

Ordnung,  deren  Ebenen  nicht  zusammenfallen,  geht  immer  ein  und 
nur  ein  koaxiales  Hyperboloid,  das  die  Fläche  in  einem  im  All- 
gemeinen von  den  erstgenannten  verschiedenen  Kreis  berührt. 

Wir  können  nun  leicht  die  durch  einen  Flächenpunkt  P  gehenden  Haupt- 
tangenten bestimmen.  Wir  nehmen  erst  P  auf  dem  konvexen  Theil  der  Fläche, 
und  es  sei  «  das  durch  P  gehende  Oval.  Eine  durch  P  gehende  und  auf  a  senk- 
rechte Gerade  schneide  a  nochmals  in  P^.  Legen  wir  nun  durch  P  und  einen 
Punkt  N  von  a  die  «  in  einem  neuen  Punkt  Q  berührende  Hyperbel,  dann  ist  die 
Beziehung  A' — Q  im  Allgemeinen  gegenseitig  eindeutig;  nur  wenn  A' in  P,  fällt,  kann  Q 
entweder  in  A  oder  in  B  fallen.  Dem  oben  gesagten  zufolge,  wird  aber,  wenn  N  von 
Pj  ausgehend  auf  dem  unkonvexen  Theil  nach  A  geht,  der  entsprechende  Punkt 
Q  von  A  ausgehen  und  im  entgegengesetzten  Sinn  von  N.  Q  und  N  fallen  also 
einmal  und  nur  einmal  auf  dem  genannten  Bogen  PjA  zusammen.  Ebenso  findet 
sich  auch  ein  und  nur  ein  Zusammenfallspunkt  T  von  A^  und  Q  auf  dem  Bogen 
Pjß  (siehe  Fig.  4).  Durch  P  gehen  also  zwei  Hyperbel,  welche  drei  zusammen- 
fallende (im  Allgemeinen  von  P  verschiedene)  Punkte  mit  a  gemein  haben. 

Nehmen  wir  nun  P  auf  dem  unkonvexen  Theil  der  Fläche  und  bestimmen 
Pj  wie  oben.  Die  Beziehung  N — Q  (mit  denselben  Bezeichnungen)  ist  wieder 
gegenseitig  eindeutig,  wenn  nicht  A^  in  P^  gewählt  wird.  Lauft  aber  hier  N  von 
Pj  nach  A  (auf  dem  konvexen  Theil),  dann  wird  Q  von  B  aus  über  P  nach  A 
laufen,  und  wenn  N  in  Pj  gelangt  ist,  dann  wird  Q  in  B  fallen.  Es  fallen  deshalb 
Q  und  A^  nur  einmal  zusammen,  und  es  giebt  nur  eine  durch  P  gehende  Hyperbel, 
die  mit  «  drei  zusammenfallende  im  Allgemeinen  von  P  verschiedene  Punkte 
gemein  hat. 

Dasselbe  gilt,  wie  leicht  zu  sehen,  auch,  wenn  P  in  A  oder  in  B  liegt. 

Erinnern    wir    uns    nun,    dass    durch    jeden    Punkt    eines    Hyperboloids   zwei 
Gerade  der  Fläche  gehen,  hat  man: 
(10)  Durch   jeden    hyperbolischen    oder    parabolischen    Punkt    P    der 

Ringfläche  gehen  zwei  Haup  t  tangenten ,  welche  im  Allgemeinen 
ausserhalb  P  berühren.  Durch  jeden  elliptischen  Punkt  gehen  aber 
vier  solche  Haupttangenten. 

Es  väre  leicht  die  Zusammenfallspunkte  von  Q  und  7"  zu  suchen,  und  dadurch 
den  Satz  (4)  aufs  neue  zu  beweisen;  wir  lassen  aber  dies  aus. 

Indem  wir  nun  endlich  zu  den  Umrissen  übergehen,  betrachten  wir  erst  den 
Fall,  dass  der  Augenpunkt  P  in  einem  elliptischen  Punkt  der  Fläche  liegt.  Projiciert 
man  auf  eine  Ebene  tt,  die  der  in  P  berührenden  Ebene  parallel  ist,  dann  gehen 
infolge  (1)  aus  jedem  unendlich    fernen    Punkt  von  -  zwei  Tangenten    an  den  Um- 
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riss  w;  diese  muss  deshalb  ganz  im  Endlichen  liegen.  Sie  hat  ferner  zwei  Doppel- 
tangenten f  =  2,  keine  Wendetangenten  w  =  0,  und  keine  Doppelpunkte,  das 
letztere  weil  die  Fläche  vierter  Ordnung  ist.  Aus  den  Hilfsätzen 
(7)  und  (8)  folgt  ferner,  dass  cu  nicht  in  zwei  Zweige  vierter  oder  dritter 
Klasse  zerfallen  kann.  Sie  kann  aber  auch  nicht  in  zwei  Ovale 
oder  in  eine  aus  einem  Oval  und  einer  Kurve  vierter  Klasse  zu- 
sammengesetzte Kurve  zerfallen,  denn  an  w  würden  dann  aus  einem 
unendlich  fernen  Punkt  wenigstens  vier  Tangenten  gehen.  Der 
Umriss  ist  also  einzügig  und  hat  d  =  0,  e  =  4,  t  =  2,  w  =  0. 
Die  Form  des  Umrisses  ist  dadurch  vollständig  bestimmt;  siehe 
Fig.  7. 

Nehmen  wir  jetzt  P  in  einem  hyperbolischen  Punkt  der  Fläche.  Projiciert  man 
auf  eine  auf  a  senkrechte  Ebene,  wird  der  Umriss  co  wieder  ganz  im  Endlichen  liegen, 
weil  infolge  (1)  aus  jedem  unendlich  fernen  Punkt  ihrer  Ebene  vier  Tangenten  an 
(o  gehen.  Die  Kurve  hat  drei  Doppeltangenten,  von  welchen  die  eine  die  Spur  der 
in  P  berührenden  Ebene  ist;  sie  kann  deshalb  wie  im  früheren  Fall  nicht  in  zwei 
Kurven  vierter  oder  zwei  dritter  Klasse  zerfallen.  Sie  kann 
aber  ersichtlich  auch  nicht  in  ein  Oval  <o'  und  eine  Kurve 
vierter  Klasse  w"  zerfallen.  Es  kann  nämlich  die  letztere  jeden- 
falls nicht  selbst  zerfallen,  weil  dann  aus  einem  unendlich 
fernen  Punkt  mehr  denn  vier  Tangenten  an  w  gehen  würden. 
Weil  w  und  oj"  einander  nicht  schneiden,  muss  die  eine  inner- 
halb der  anderen  liegen,  denn  sonst  würden  sie  vier  Tan- 
genten mit  einander  gemein  haben.  Die  Symmetrieachse  von  w 
müsste  also  jede  der  beiden  ganz  im  Endlichen  liegenden  Kurven 
oj'  und  w"  in  zwei  Punkten  schneiden.  Es  ist  aber  ersichtlich, 
dass  die  Symmetrieachse  nur  zwei  Punkte  mit  «  gemein  haben  kann.  Der  Umriss 
ist  also  auch  in  diesem  Fall  einzügig. 

Es  macht  nun  einen  Unterschied,  ob  P  auf  dem  Bogen  AR,  oder  auf  dem 
Bogen  RS  liegt  (siehe  Fig.  1);  es  verhält  sich  selbstverständlich  in  dieser  Beziehung 
der  Bogen  BR^  wie  AR,  und  der  Bogen  R^S  wie  RS.  In  dem 
ersteren  dieser  Fälle  schneidet  die  in  P  berührende  Ebene  dem 
früheren  zufolge  (siehe  Fig.  2)  die  Fläche  in  einer  Kurve  x, 
an  die  aus  P  keine  Tangenten  gehen  ;  im  zweiten  Fall  gehen 
aus  P  zwei  Tangenten  an  x  (siehe  Fig.  3).  Hieraus  folgt,  dass 
im  ersteren  Fall  die  zur  Symmetrieachse  senkrechte  Doppel- 
tangente keine  andere  Punkte  als  die  Berührungspunkte  mit  w 
gemein  hat,  während  im  zweiten  Fall  dieselbe  die  Kurve  co 
noch  in  zwei  anderen  Punkten  schneiden  wird. 

Aus    alle    dem   folgt,   dass  der   Umriss    aus   einem   Augen- 
punkt auf  dem  Bogens  AR  die  in  Fig.  8  angegebene  Form    hat,  während  sie  die  in 
Fig.  9  angegebene  Form  haben  wird,  wenn  P  auf  den  Bogen  RS  liegt. 


Fig.  8. 


Fig.  9. 
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Wir  haben  noch  besonders  die  Umrisse  zu  bestimmen,  wenn  P  in  einem  End- 
punkt der  oben  genannten  Bögen  liegen,  also  entweder  in  S  in  R  oder  in  A. 

Nehmen  wir  erst  P  in  dem  Punkt  S,  wo  die  Haupt 
tangenten  hyperoskulieren.  Hier  hat  die  Schnittkurve  x  der 
Fläche  mit  der  in  P  berührenden  Ebene  zwei  in  P  fallende 
Inflexionspunkte.  Die  im  Allgemeinen  von  P  ausgehenden 
Tangenten  an  x  fallen  also  mit  den  in  P  berührenden  zu- 
sammen. Deshalb  liegen  die  zwei  Spitzen  der  Kurve  m  in 
der  auf  der  Symmetrieachse  senkrechten  Doppeltangente, 
und  dieselbe  wird  zugleich  in  den  Spitzen  berühren.  Man 
erhält  so  die  in  Fig.  10  angegebene  Form  des  Umrisses. 

Liegt  P  in  R,  dann  hat  der  Umriss  offenbar  eine  drei- 
fache Tangente,  siehe  Fig.  11. 
Nehmen  wir  endlich  P  in  einem  Punkt  A  einer  der  parabolischen  Kreise  ;r,. 
Wir  haben  schon  oben  im  Satz  (6)  gesehen,  dass  die  Spur  /  der  Ebene  des  Kreises  in 
der  Bildebene  eine  Wendetangente  des  Umrisses  ist,  und  dass  deren  Berührungs- 
punkt die  Spur  T  der  in  P  berührenden  Tangente  an  n^^  ist.  Es 
kommt  nun  wesentlich  darauf  an  zu  sehen,  das  cu  einzügig  ist. 
Denken  wir  uns,  dass  w  ausser  den  Zweig  w',  der  durch  T  geht, 
noch  einen  Zweig  w"  enthält.  Die  Klasse  von  co'  muss  paar 
sein,  weil  sonst  co  in  zwei  Zweige  dritter  Klasse  zerfallen  würde, 
was  infolge  des  Hilfsatzes  (8)  Seite  10  ausgeschlossen  ist.  Aus  einem 
T  nahe  liegenden  Punkt  M  von  w'  gehen  deshalb  zwei  Tan- 
genten an  co'  ausser  derjenigen,  die  in  M  berührt.  Durch  jeden 
Punkt  von  m'  gehen  also  auch  in  derselben  Weise  zwei  Tan- 
genten an  co',  weil  diese  Kurve  keine  Doppelpunkte  und  ausser 
/  keine  Wendetangenten  hat.  Aber  infolge  des  Satzes  (1)  gehen  durch  jeden  Punkt 
von  o)'  (in  derselben  Weise  verstanden)  nur  zwei  Tangenten  an  o)  =  w'  -f-  co". 
CO   kann   desshalb   ausser  co'   keinen  anderen  Zweig   enthalten,   denn  co'  müsste,  als 

Kurve  unpaarer  Ordnung  {iv  =  1),  von  jeder 
Tangente  an  co"  geschnitten  werden. 

Der   Umriss   ist  also   einzügig,   hat    zwei 
Spitzen,   zwei   Doppeltangenten,    eine   Wende- 
tangente und  keine  Doppelpunkte. 
Die   Form    der  Kurve,   indem  eine  auf  die    Ebene   (Aa)   senkrechte   und   zu   a 
parallele  Ebene  als  Bildebene  gewählt  wird,  findet  sich  Fig.  12. 

Wir  wollen  nun  zu  den  Umrissen  aus  nicht  in  der  Fläche  liegenden  Augen- 
punkten P  übergehen.  Die  Zahl  der  Wendepunkte  ist  immer  null,  und  die  Zahl  der 
Doppeltangenten  ist  in  den  verschiedenen  Fällen  leicht  ersichtlich.  Eine  Änderung 
in  der  Zahl  der  Spitzen  kann  jedenfalls  nur  dann  stattfinden,  wenn  der  veränder- 
lich  gedachte   Punkt  P  eine   hyperoskulierende    Haupttangente   oder   die   Fläche  in 


Fig.  11. 


Fig.  12 
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einem  hyperbolischen  Punkt  oder  möglicherweise  auch  die  Ebene  eines  parabolischen 
Kreises  überschreitet. 

Wir  wollen   erst   P  im    Inneren   der   Fläche   liegend    annehmen.     Weil   durch 
einen  elliptischen  Punkt  M  der  Fläche  vier  Haupttangenten  gehen,  deren  Berührungs- 
punkte  alle   in   endlicher  Entfernung  von  M  liegen, 
l)leiben    vier  durch    P   gehende    Haupttangenten    er- 
halten, wenn  P  von  M  aus  in  das  Innere  der  Fläche 
dringt. 

D  e  r  U  m  r  i  s  s  <u  m  u  s  s  a  u  c  h  e  i  n  z  ü  g  i  g  blei- 
ben. Sie  kann  nämlich  nicht  in  zwei  Kurven  vierter, 
zwei  dritter  oder  zwei  zweiter  Klasse  zerfallen,  was 
man  ganz  wie  früher  sieht.  Der  oben  Seite  13  ge- 
führte Beweis  dafür,  dass  m  auch  nicht  in  eine  Kurve 
vierter  Klasse  ut'  und  eine  zweiter  Klasse  lo"  zer- 
fallen kann,  setzte  aber  voraus,  dass  at  ganz  im  End- 
lichen liegt.     Davon  kann  man  hier  nicht  ausgehen 

(siehe  das  folgende),  aber  man  kann  ersichtlich  machen,  dass  wenn  man  das 
genannte  Zerlegen  annehmen  würde,  dann  müsste  m  ganz  im  Endlichen  liegen,  und 
dann  würde  wieder  der  obige  Beweis  für  die  Unmöglichkeit  des  Zerfallens  sein 
Recht  behalten.  Nehmen  wir  also  an,  m  zerfalle  in  eine  Kurve  co"  vierter  und  eine 
(o  zweiter  Klasse.  Aus  einem  einer  Spitze  naheliegenden  Punkt  M  von  w"  gehen 
nun  wenigstens  zwei  Tangenten  an  m",  aber  infolge  Satz  (1)  gehen  aus  M  nur  zwei 
ausserhalb  M  berührende  Tangenten  an  m  =  co'  -j-  co".  Es  muss  dessbalb  co"  ganz 
im  Innneren  von  lo  liegen.  Eine  ausserhalb  cu  liegende  Gerade  /  hat  deshalb 
keinen  Punkt  mit  cu  gemein,  und  diese  liegt  ganz  im  Endlichen,  wenn  /  ins  Unend- 
liche projiciert  wird.  Eine  Kurve  vierter  Klasse  mit  vier  Spitzen,  zwei  Doppel- 
tangenten und  ohne  Doppelpunkte  muss  nun  entweder  die  in  Fig.  7  oder  die  in 
Fig.  13  dargestellte  Form  haben.  Diese  geben  auch  die  zwei  möglichen  Formen 
des  Umrisses,  denn  wir  können  leicht  dafür  sorgen,  das  diese  eine  Symmetrieachse 
und  höchstens  zwei  unendlich  ferne  Punkte  haben.  Es  ist  aber  die  Frage,  ob 
diese  als  mögliche  erkannte  Formen  auch  wirklich  beide  als  Umrisse  auftreten. 
Dies  ist  eben  der  Fall.  Der  projektive  Unterschied  zwischen  der  Kurve  in  Fig.  7 
und  in  Fig.  13  ist  nämlich  der,  dass  im  ersteren  eine  auf  die  Symmetriachse  senk- 
rechte Verbindungsgerade  zweier  Spitzen  ausser  diesen  noch  zwei  Punkte  mit  der 
Kurve  gemein  hat,  während  dies  mit  der  Kurve  in  Fig.  7  nicht  statt  findet. 
Betrachten  wir  nun  die  früher  in  Fig.  8  und  in  Fig.  9  angegebenen  Umrissen  aus 
einem  hyperbolischen  Punkt  P^  der  Fläche,  sehen  wir,  dass  man  hier  zwei  Spitzen 
finden  kann,  deren  Verbindungsgerade  den  genannten  Bedingungen  genügt.  Weil 
die  Berührungspunkte  der  durch  diese  Spitzen  gehende  Haupttangenten  in  endlicher 
Entfernung  von  P^  liegen,  werden  die  genannten  Bedingungen  noch  giltig  bleiben 
für  einen  Augenpunkt  P,  der  im    Inneren   der    Fläche  liegend  noch  Pj   hinreichend 
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benachbart  ist.  Die  Übergangskiuve  in  der  Ebene  des  Ovales  «  zwischen  Augen- 
punlvte,  weiche  Umrisse  der  Form  in  Fig.  7  und  der  Form  in  Fig.  13  geben,  ist  also 
eine  Kurve,  die  innerhalb  a  von  A  über  ^S  nach  ß  geht,  und  ist  der  Ort  der  Punkte, 
aus  denen  vier  in  einer  Ebene  liegende  Haupttangenten  gehen  ;  sie  ist  schwerlich  im 
Allgemeinen  genauer  zu  charakterisieren.') 

Indem  wir  nun  zu  den  Umrissen  oj  aus  jenen  Augenpunkte  0  Obergehen,  welche 
ausserhalb  der  Fläche  liegen,  werden  wir  uns  erst  klar  machen,  wann  Doppel- 
punkte in  M  auftreten  und  wann  nicht.  Der  Aussenraum  der  Fläche  wird  durch 
den  doppel  umschriebenen  Kegel  und  durch  das  hyperoskulierende  Hyperboloid  in 
getrennte  Gebiete  zerlegt,  welche  wir  mit  (a)  (/?)  (;)  {S)  (s)  bezeichnen  wollen.  Es 
wird  nicht  zu  Missverständnissen  leiten  können,  wenn  wir  durch  dieselben  Bezeich- 
nungen zugleich  die  in  der  Ebene  des  Ovales  «  liegenden  ebenen  Gebiete  der  genannten 
räumlichen  verstehen  wollen.  Diese  ebene  Gebiete  werden  durch  Bögen  der  a. 
hyperoskulierenden  Hyperbel  it  und  durch  Strecken  der  Doppeltangenten  /  und  /', 
sowie  durch  Bögen  von  a  begrenzt.  Freilich  haben  wir  keine  Rücksicht  auf  eine 
durch  die  Ebenen  der  parabolischen  Kreise  bewirkte  Zerlegung  genommen;  das 
folgende  zeigt  indessen,  dass  dies  im  projektiven  Sinne  auch  nicht  nöthig  ist.  Es 
kommt  nun  darauf  an  zu  sehen,  in  welche  ebene  Gebiete  eine  das  Oval  a  doppel- 
berührende Hyperbel  n   eindringen  wird. 

Die  Berührungspunkte  P  und  Q  einer  solchen  Hyperbel  mit  a  liegen  nach 
dem  früheren  (siehe  Seite  7)  beide  auf  dem  Bogen  i?S/?j  (Fig.  1),  und  sie  gehen 
bzw.  von  R  und  R^  aus  so,  dass  sie  in  S  zusammenfallen.  Betrachten  wir  nun 
allein  die  Verhältnisse  in  einer  der  durch  a  begrenzten  Halbebenen,  können  zwei 
Hyperbel,  für  welche  a  die  Iransverse  Achse  ist,  höchstens  zwei  Punkte  mit  ein- 
ander gemein  haben.  Eine  beliebige  doppel  berührende  Hyperbel  -r'  muss  nun  die 
Hyperbel  ■k  in  zwei  Punkten  schneiden,  welche  beide  auf  dem  Bogen  VSl] ^  liegen, 
wo  [7  und  t/j  die  Schnittpunkte  von  t  und  t'  mit  n  sind.  Ebenso  müssen  von  den 
zwei  Schnittpunkten  von  tz  mit  /  und  t'  der  eine  auf  der  endlichen  Strecke  f//?, 
der  andere  auf  der  endlichen  Strecke  V^R^  liegen.  Es  ist  dies  eine  Folge  davon, 
dass  die  oben  genannten  Gebiete  völlig  begrenzt  sind,  und  dass  eine  Kurve  n'  nie- 
mals in  das  Innere  des  Ovales  a  eindringen  kann.  Deshalb  kann  rJ  weder  n  noch 
(/fj)  ausserhalb  der  genannten  Bögen  oder  Strecken  schneiden,  und  kann  deshalb 
nicht  in  die  Gebiete  («)  und  (ß)  eindringen.  Die  sich  stetig  ändernde  Kurve  n-', 
deren  Grenzstellungen  (//')  und  n  sind,  wird  aber  die  Gebiete  (/?),  (;-)  und  (e)  ganz 
überstreichen. 

Ferner  bemerken  wir,  dass  eine  Änderung  der  Zahl  e  der  Spitzen  jedenfalls 
nur  dann  eintreten  kann,  wenn  durch  den  Augenpunkt  0  zusammenfallende  Haupt- 
tangenten gehen.  Es  geschieht  dies,  wenn  man  nur  Punkte  ausserhalb  der  Fläche 
in   Betracht  zieht,  jedenfalls   nur  wenn   0  entweder  das    hyperoskulierende  Hyper- 


')  Auch  für  den  gewöhnlichen  Kugelring  ist  es  mir  nicht  gelungen  die  Gleichung  der  obengenannten 
Kurve  in  irgend  überscliauliclier  Form  zu  bringen;  in  Fig.  1  ist  die  Übergangskurve  punktiert  skizze- 
niässig  angegeben. 
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boloid  oder  die  Ebene  eines  parabolischen  Kreises  ausserhalb  des  Kreises  über- 
schreitet; was  hier  in  der  genannten  Beziehung  durch  den  Übergang  bewirkt  wird, 
kann  man  nicht  im  Voraus  wissen.  Es  kann  aber  keine  Änderung  in  e  geschiehen, 
wenn  0  den  doppel  umschriebenen  Kegel  in  einem  „allgemeinen"  Punkt  über- 
schreitet. 

Endlich  wollen  wir  noch  bemerken: 

Jeder     Umriss     der     Fläche     aus     einem     ausserhalb     der    Fläche  (10) 
liegenden  Punkt  0  kann  ins  Endliche  projiciert  werden. 

Eine  durch  0  gehende  auf  die  Achse  o  senkrechte  Ebene  schneidet  entweder 
nicht  die  Fläche  oder  schneidet  sie  in  zwei  Kreisen  (die  auch  zusammenfallen 
können).  Im  ersteren  Fall  wähle  man  als  Bildebene  eine  auf  a  senkrechte  Ebene, 
und  ebenso  auch  dann,  wenn  O  innerhalb  beider  genannten  Kreise  liegt  (siehe 
Seite  9).  Wenn  aber  0  ausserhalb  beider  Kreise  liegt,  kann  man  immer  eine 
durch  0  gehende  die  Fläche  nicht  schneidende  Ebene  finden,  und  wähle  dann  die 
Bildebene  parallel  derselben.  In  beiden  Fällen  gehen  nämlich  infolge  Satz  (1)  vier 
Tangenten  an  w  aus  einem  unendlich  fernen  Punkt  ihrer  Ebene.  Wir  setzen  im 
Folgenden  immer  voraus,  dass  to  ganz  im  Endlichen  liegt. 

Man  erinnere  noch,  dass  die  Bildebene  immer  so  gewählt  werden  kann,  dass 
das  Bild  von  a  eine  Symmetriachse  wird. 

Wir  nehmen  nun  O  in  einem  Punkt  des  Gebietes  (o).  Bewegt  sich  0  von 
einem  elliptischen  Punkt  der  Fläche  aus  in  (d)  hinein,  sieht  man  sogleich,  dass  die 
vier  Spitzen  des  Umrisses  bleiben,  und  dass  eine  neue 
Kurve  in  w  auftreten  muss,  die  man  unschwer  als  Oval 
erkennt.  Verfährt  man  aber  so,  wird  man  im  Unsichern, 
ob  diese  Verhältnisse  auch  bleiben,  wenn  0  in  (o)  die 
Ebene  eines  parabolischen  Kreises  überschreitet.  Wir 
werden  deshalb  den  Umriss  oj  aus  einen  beliebigen  Punkt 
0  von  (d)  ganz  direct  bestimmen.  Es  hat  cu  erstens  zwei 
Doppeltangenten  und  keine  Doppelpunkte  oder  Inflexions- 
punkle.  Wenn  also  oj  einzügig  wäre,  dann  hätte  sie  auch 
vier  Spitzen  wie  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Kurven 


vierter  Klasse  hervorgeht. 


Fig.  14. 


Man  hat  nämlich  den  folgenden  Satz:') 

„Hat   eine    einzügige  Kurve  vierter  Klasse  d  Doppelpunkte,  t  Doppeltangenten 


und  e  Spitzen,  dann  ist,  wenn  d  =  0,  entweder  t 
wenn  aber  c?  >  0,  dann  hat  man  immer 

e  =  2  ((/—/)•" 


z    e 


4,  oder  / 


3,  e 


2, 


')  Siehe:  Einleitung  in  die  Theorie  der  ebenen  Elementarkurven  dritter  und  vierter  Ordnung. 
D,  Kgl.  Danske  Vidensk.  Selsk.  Skrifter,  7.  Række,  Mat.  Nat.  Afd.  XI,  2.  1914.  §  13  S.  51. 

Wir  hätten  auch  diesen  Satz  mit  Nutzen  früher  anwenden  können,  haben  es  aber  vorgezogen, 
die  Umrisse  aus  einem  Punkt  der  Fläche  independent  und  mit  den  geringsten  Voraussetzungen  zu 
charakterisieren. 

D.  K.  D.  Vidensk.  Selsk.  Skr.,  iialuividensk.  oi^  nialheni.  .\r<l..  8.  R.okke.  I.  4  26 
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Dann   müsste   aber   w  die   in  Fig.  7  angegebene  Form   haben,    und    aus  einem 


unendlich   fernen   Punkt   würden    nur  zwei    Tangenten   an 


w   geilen. 


Der   Umriss 


muss  also  zerfallen.  Er  kann  aber  nach  einer  schon  mehrmals  benutzten  Schluss- 
■weise  nicht  in  zwei  Kurven  vierter  oder  zwei  dritter  Klasse  zerfallen.  Auch  nicht 
in  zwei  Ovale,  weil  zwei  solche  Kurven,  die  zwei  Tangenten  mit  einander  gemein 
haben,  einander  in  zwei  Punkten  schneiden.  Es  zerfällt  also  cu  in  eine  Kurve  <o" 
vierter  und  eine  oj'  zweiter  Klasse.  Aus  jedem  Punkt  M  von  w  gehen  infolge  Satz 
(1)  zwei  ausserhalb  M  berührende  Tangenten,  abex  aus  jedem  Punkt  A'  von  w",  die 
keine  Doppeltpunkte  hat,  gehen  auch  zwei  Tangenten  an  w",  die  ausserhalb  A' 
berühren.  Daraus  folgt,  dass  w"  ganz  im  Inneren  von  oj'  liegt,  und  daraus  weiter, 
dass  die  zwei  Doppeltangenten  von  (u,  beide  oj"  angehören  müssen.  Diese  Kurve 
hat  also  vier  Spitzen  und  wird  wieder  die  Form  von  Fig.  7  haben.  Die  Form  des 
jetzigen  Umrisses  ist  also  vollständig  charakterisiert  (siehe  Fig.  14).  Diese  Bestim- 
mung ist  vollständig  unabhängig  davon,  ob  0  auf  der  einen 
oder  auf  der  anderen  Seite  der  Ebene  eines  parabolischen 
Kreises  liegt. 

Denken  wir  uns  jetzt  den  Augenpunkt  0  im  Gebiete  («). 
Liegt  0  in  der  Achse  a,  dann  ist  der  Umriss  zwei  Kreise. 
Bei  allgemeiner  Lage  in  {a)  hat  a  jedenfalls  keine  Doppel- 
punkte, Doppeltangenten  oder  Wendetangenten.  Wäre  sie 
einzügig,  müsste  sie  deshalb  zweiter  Klasse  sein,  was  un- 
möglich ist,  weil  aus  dem  unendlich  fernen  Punkt  ihrer 
Ebene  vier  Tangenten  gehen.  Die  Kurve  muss  also  aus 
zwei  Ovalen  zusammengesetzt  sein,  von  welchen  offenbar 
das  eine  ganz  im  Inneren  des  anderen  liegen  muss  (Fig.  15). 
Wir  haben  noch  die  Fälle,  dass  O  in  (/?),  (^-)  oder  (î)  liegen  kann,  zu  behan- 
deln. In  diese  Gebiete  kann  man  aus  einem  der  schon  untersuchten  Gebiete  («) 
oder  (d)  eindringen,  ohne  dabei  andere  singularitätsändernde  Fläche  als  die  doppel 
umschriebene  Kegelfläche  (/)  zu  überschreiten.  Beim  Über- 
schreiten dieser  Fläche  bleibt  die  Zahl  der  Spitzen  unver- 
ändert, und  die  Änderungen,  welche  Doppelpunkte  und  Dop- 
peltangente  betrefTen,  sind  bekannt.  In  der  Übergangsform 
berühren  sich  zwei  Bögen  des  Umrisses,  und  sie  gehen  hier 
vom  Sich-schneiden  zu  Sich-nicht-schneiden  (oder  umgekehrt) 
über;  es  folgt  dies  aus  der  früheren  Betrachtung  der  auf- 
tretenden Doppelpunkte. 

Obgleich   eine   independente   Bestimmung  des  Umrisses 
für  alle  Lagen  des  Augenpunktes  0  ohne  wesentliche  Schwie-  pi".  16. 

rigkeiten  durchführbar  ist,  wird  dies  doch  in  den  noch  Testie- 
renden Fallen  ziemlich  weitläuftig,  und  wir  werden  uns  daher  damit  begnügen  die 
noch  nicht  untersuchten  Umrisse  aus  den  schon  gefundenen  abzuleiten. 


Fig.  15. 


19 


197 


Denken  wir  uns  erst,  dass  0  von  («)  aus  in  (/?)  dringt,  hier  wie  immer  durch 
einen  allgemeinen  Punkt  von  {{).  Bei  diesem  Übergang  wird  e  =  0  unverändert, 
aber  es  treten  dem  obigen  zufolge  zwei  Doppellpunkte  und  zwei  Doppeltangenten 
auf.  Weil  keine  Wendetangenten  auftreten,  wird  in  dem  betrachteten  Fall  der 
Umriss  aus  zwei  sich  in  zwei  Punkten  schneidenden  Ovalen  zusammengesetzt  sein. 
(Fig.  16). 

Geht  0  von  (d)  in  (;-)  über,  dann  treten  durch  Schneiden  zweier  Bögen  des 
Umrisses  Doppelpunkte  auf,  und  zwar  so,  dass  zwei  Doppeltangenten  verschwinden. 


Fig.  17. 


Fig.  18. 


Dies  giebt  unzweifelhaft  die  in  Fig.  17  dargestellte  Form  des  Umrisses  aus  einem 
Punkt  in  (;). 

Geht  endlich  0  von  (;-)  in  (e)  über,  dann  sollen  durch  Überschreiten  einer 
Lage,  wo  sich  zwei  Bögen  des  Umrisses  berühren,  zwei  neue  Doppeltangenten  auf- 
treten. Dies  muss  die  in  Fig.  18  angegebene  Form  des  Umrisses  aus  einem  Punkt 
in  (s)  geben. 

Bei  diesen  Betrachtungen  ist  von  den  mehr  komplizierten  Änderungen,  welche 
beim  Überschreiten  des  hyperoskulierenden  Hyperboloids  auftreten,  keine  Bede 
gewesen;  es  war  dies  für  uns  unnötig.  Jetzt  sieht  man  aber  nachträglich,  dass  beim 
Überschreiten  einer  hyperoskulierenden  Haupttangente  zwei  neue  Spitzen  und  ein 
neuer  Doppelpunkt  auftreten  werden,  die  sich    in  einem   „Cuspidalpaar"   vertheilen. 
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Kap.  I. 
Om  sammenlignende  Studier  af  Mathematikens  Historie. 


JNaar  en  Mathematiker  af  Fag  vil  dyrke  sin  Videnskabs  Historie,  maa  han  na- 
turligvis først  og  fremmest  underkaste  sig  de  Regler,  som  gælder  overalt,  hvor  man 
vil  lære  den  objektive  historiske  Sandhed  at  kende.  Han  maa  opspore  den  baade 
i  de  bevarede  Skrifter,  hvis  Formaal  det  er  at  fremstille  mathematiske  Undersøgel- 
ser og  Resultater,  og  i  dem,  der  enten  giver  en  historisk  Beretning  om  tidligere 
Arbejder  eller  blot  lejlighedsvis  oplyser  eller  berører  ældre  elier  samtidige  Arbejder 
og  disses  Resultater,  ofte  maaske  kun  ved  en  Anvendelse  af  disse  eller  de  derved 
benyttede  Ræsonnementer  paa  helt  andre  Forhold.  Disse  forskellige  Kilder  maa 
han  naturligvis  underkaste  den  samme  Kritik,  som  kræves  af  alle  historiske  Under- 
søgelser. Besidder  han  ikke  selv  visse  Betingelser  herfor,  maa  han  søge  Bistand  i 
de  bedste  foreliggende  Skrifter  eller  paa  anden  Maade,  saaledes  hos  Filologer  og 
Bibliografer  om  rigtig  Texttydning,  om  Overleveringens  Veje  og  Paalidelighed,  om 
Textudgaver,  om   Kronologi  o.  s.  v. 

Selv  vil  han  dog  ogsaa  have  noget  at  bringe.  Man  har  kaldt  de  mathematiske 
Sandheder  „de  evige  Sandheder',  hvad  der  dog  ikke  er  det  samme,  som  al  de  til 
enhver  Tid,  i  hvilken  de  er  traadt  frem,  skulde  have  antaget  den  samme  Form  — 
lige  saa  lidt  som  de  er  fremsatte  paa  samme  Sprog;  men  i  de  ganske  forskel- 
Hge  Udtryk  kan  man  dog  genkende  de  samme  Sandheder.  Disses  Overensstem- 
melser vil  ofte  træde  frem  i  ensartede  Anvendelser,  og  de  Slutninger,  hvorved  man 
gaar  over  fra  den  ene  til  den  anden,  maa  trods  de  forskellige  Fremstillingsmaader 
have  væsentlig  samme  logiske  Grundlag,  hvis  de  ellers  er  mathematisk  forsvarlige. 
Derved  frembyder  der  sig  Muligheder  for  den  mathematisk  dannede  Dyrker  af  Ma- 
thematikens Historie  til  at  tyde  Texter,  som  ellers  synes  uforstaaelige  eller  har  væ- 
ret misforstaaede,  til  at  finde  Forbindelser  mellem  historiske  Meddelelser,  som  ellers 
kunde  synes  at  gælde  forskellige  Ting,  til  at  spore  Forberedelsen  til  Opdagelser, 
som  ellers  synes  først  at  skyldes  en  enkelt  genial  Mands  enestaaende  Seerblik,  og 
frem  for  alt  til  at  finde  og  forstaa  baade  Sammenhængen  i  en  bestemt  Tids  mathe- 
matiske Forsken  og  Viden  og  derved  dennes  Sammenhæng  med  de  tidligere  og  senere 
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Tiders  Standpunkter,  fra  eller  til  hvilke  der  er  givet  Impulser.  Ad  disse  Veje  vil 
ikke  alene  den  historiske  Viden  vokse  og  sikres:  men  der  vil  vindes  netop  det 
Kendskab  til  ældre  Mathematik,  som  for  Mathematikere  og  Pædagoger  vil  give  det 
bedste  Udbytte.  Man  vil  erfare,  ikke  blot  paa  hvilke  Tider,  men  ogsaa  hvorledes 
man  efterhaanden  er  naaet  til  Resultater,  som  man  maaske  nu  beviser  paa  en  helt 
anden  Maade.  Man  vil  lære  Betraglningsmaader  at  kende,  som  er  blevne  opgivne 
overfor  andre,  der  i  det  hele  giver  større  Udbytte,  men  dog  ikke  gjør  de  gamle 
ganske  overflødige,  eller  ogsaa  omvendt  i  nu  gældende  Fremstillingsformer  gen- 
kende Levninger  af  Methoder,  der  i  sin  Tid  har  haft  deres  Betydning,  men  som  i 
de  Forbindelser,  hvori  de  nu  optræder,  er  ganske  overflødige  og  derfor  bør  fjernes 
fra  Undervisningen. 

Den  Forstaaelse  af  hver  enkelt  Tids  Mathematik,  som  det  her  kommer  an 
paa,  opnaas  bedst  ved  en  Sammenligning  mellem  de  forskellige  Tiders  Arbejder. 
Derigennem  ser  man,  hvad  der  er  overleveret  fra  den  ene  Tid  til  den  anden,  og 
samtidig  de  Forandringer,  som  det  er  undergaaet.  Naar  disse  Forandringer  skyldes 
Fremskridt  i  Viden  eller  Hjælpemidler,  vil  ogsaa  meget  af  det,  man  forud  vidste, 
fremtræde  i  en  ny  Skikkelse.  Det  gælder  da  om  at  genkende  det  samme  i  den 
ældre  Tid  og  faa  fat  paa,  hvorledes  det  da  kunde  være  fundet  uden  de  nye  Hjælpe- 
midler. Disses  Værdi  lægger  sig  paa  den  anden  Side  for  Dagen  baade  ved  deres 
fuldstændigere  Anvendelse  paa  del,  man  vidste  før,  og  paa  deres  Anvendelse  til  Er- 
hvervelse af  ny  Viden.  Som  enhver  god  Sammenligning  niaa  den  her  forlangte 
være  rettet  paa  baade  at  se  Overensstemmelserne  og  Forskellighederne  og  at  for- 
tolke disses  Omfang  og  Betydning.  Rigtige  Slutninger,  hvis  logiske  Grundkerne  er 
den  samme,  kan  saaledes  antage  helt  forskellige  Skikkelser  efter  Forskellen  i  Ud- 
gangspunkt og  de  dertil  knyttede  Symboler  eller  efter  det  forskellige  Formaal,  som 
Undersøgelsen  tilstræbte.  Alt  delte  har  f.  Ex.  været  tilsigtet  ved  de  Sammenlignin- 
ger, som  jeg  i  „Keglesnilslæren  i  Oldtiden"  (1885)  og  senere  i  andre  Arbejder  har 
anstillet  mellem  den  antike  geometriske  og  den  moderne  littérale  Algebra,  samt 
mellem  den  førstes  Anvendelser  paa  den  antike  Keglesnitslære  og  den  sidstes  i  den 
analytiske  Geometri. 

Den  Sammenligning,  som  ligger  en  Nutidsmathemaliker  nærmest,  er  en  Sam- 
menligning med  den  Skikkelse,  som  Mathematiken  nu  besidder.  For  saa  vidt  denne 
betragtes  som  den  fuldkomneste  i  alle  Henseender  og  dens  nuværende  Form  som 
den  eneste,  der  er  de  nu  opnaaede  Resultater  fuldtud  værdig,  indeholdes  dog  deri 
en  stor  Fare,  nemlig  den,  at  man  særlig  lægger  an  paa  Skridt  for  Skridt  at  følge 
og  notere  Tidspunkterne  for  Opdagelsen  af  de  enkelte  Led  i  det  nugældende  mathe- 
matiske  System  og  vurderer  alle  Fremskridt  efter  de  Bidrag,  de  direkte  har  ydet 
til  Opførelsen  af  dette  System.  Herved  kan  endog  fremkomme  urigtige  Besvarelser 
af  rent  historiske  Spørgsmaal.  Den  nævnte  Opfattelse  bibringer  nemlig  let  og  har 
ofte  bibragt  mathematiske  Historieforskere  den  Forestilling,  at  de  forskellige  Frem- 
skridt historisk  nogenlunde  maa  have  fulgt  samme  Orden  som  den,  de  derved  ind- 
vundne mathematiske  Resultater  indtager  i  den  nuværende  Mathematik,  saaledes  at  man 
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f.  Ex.  ikke  har  kunnet  kende  et  eller  andet  af  disse  paa  en  Tid,  da  man  ikke  al- 
lerede kendte  dem,  der  nu  benyttes  til  at  bevise  det.  De  Slutninger  man  deraf 
kan  have  draget  om,  at  man  paa  en  vis  Tid  har  maattet  vide  eller  ikke  kunnet 
vide  dette  eller  hint,  er  derfor  ofte  ganske  upaalidelige.  Da  vil  grundigere  histo- 
riske Oplysninger  belære  om,  at  der  ogsaa  gives  andre  Maader  at  se  paa  disse  Sand- 
heder end  de,  som  man  nu  paaagter;  de  vil  da  udvide  selve  den  mathematiske 
Synskreds.  Jævnlig  vil  de  Veje,  man  i  ældre  Tider  er  gaaet,  ganske  vist  være  mere 
intuitive  og  logisk  mindre  sikrede,  end  de,  som  man  nu  gaar;  men  i  den  Hense- 
ende ligner  de  efter  fremragende  nulevende  Mathematikeres  Vidnesbyrd  dem,  ad  hvilke 
ogsaa  disse  selv  først  er  naaet  til  betydningsfulde  Opdagelser.  løvrigt  vil  man  og- 
saa finde  Forskelle  mellem  ældre  og  nyere  Forskere,  som  ikke  har  beroet  paa 
svigtende  logisk  Begrundelse  hos  de  første,  men  kun  paa  Forskellen  i  Udgangs- 
punkt og  Forudsætninger;  i  saadanne  Tilfælde  vil  Mathematikens  Historie  kunne 
udvide  Mathematikernes  Synskreds. 

Noget  lignende  gælder  overhovedel  ved  Sammenligninger  mellem  forskellige 
Tidsaldres  Videnskab.  Ved  en  saadan  Sammenligning  kan  Eftertrykket  lægges  paa 
to  forskellige  Steder.  For  ret  at  tydeliggøre  Værdien  af  de  Fremskridt,  som  be- 
tegner Overgangen  fra  den  ene  Tidsalder  til  den  anden,  kan  man  fremhæve  alt  det, 
som  denne  sidste  derved  har  forud  for  den  foregaaende.  Dette  er  ret  og  billigt; 
derved  gives  den  rette  Forstaaelse  af  Udviklingen,  og  derved  lægger  man  Nutidens 
vel  fortjente  Paaskønnelse  for  Dagen.  En  saadan  Sammenligning  forsømmes  da 
ogsaa  sjelden.  Men  man  maa  ikke  derover  glemme,  hvad  der  allerede  skyldes  den 
ældre  Tid,  uden  hvis  medvirkende  Forberedelse  de  fremhævede  F"remskridt  ikke 
kunde  være  gjort.  I  den  er  ofte  allerede  de  simpleste  og  netop  derved  ikke  mindst 
vigtige  af  de  Resultater  fundne,  som  har  givet  Anledning  til  Dannelse  af  Methoder, 
der  er  betydningsfulde  ved  deres  langt  større  Almindelighed,  men  som  hvis  Første- 
grøde nu  de  tidligere  kendte  Resultater  saa  naturlig  frembød  sig,  at  de  snart  blev 
antagne  for  først  at  være  indvundne  ad  denne  Vej.  Jeg  skal  saaledes  minde  om 
de  mange  Kvadraturer,  der  gik  forud  for  Integralregningen.  Den  Sammenligning, 
som  jeg  vil  have  frem,  bør  ikke  alene  fremhæve  de  Fortrin,  som  paa  det  mere 
udviklede  Trin  haves  fremfor  den  Tid,  som  gik  forud;  den  bør  tillige  fremdrage 
de  Betingelser,  som  i  denne  skabtes  for  de  senere  Fremskridt.  Begge  Dele  fortje- 
ner Mathematikhistorikerens  Omtale  og  Paaskønnelse.  Det  kan  tilføjes,  at  Kend- 
skabet til  den  ældre  Forberedelse  af  Fremskridtene  og  den  dermed  vundne  Forstaa- 
else af,  hvorledes  de  virkelig  er  foregaaet,  og  hvor  stort  Arbejde  de  har  krævet,  i 
Reglen  ingenlunde  vil  svække  vort  Blik  for  Betydningen  af  selve  Fremskridtene 
eller  vor  Paaskønnelse  overfor  dem,  der  har  fuldbragt  dem. 

Dette  gælder  ogsaa  om  det  store  Fremskridt  fra  en  mere  eller  mindre  sam- 
menhængende Viden  til  Videnskab,  som  fuldbyrdedes  af  det  hellenske  Folk.  Over- 
for de  mange  Forsøg  paa  at  tillægge  de  orientalske  Folk  lige  fra  Kina  og  til  Ægyp- 
ten ældre  Grundlæggelse  af  en  Videnskab,  der  fortjener  dette  Navn  paa  samme 
Maade  som  navnlig  den   græske   Mathematik,  Forløberen    for    en  videnskabelig   Be- 


204  1.  Kapitel.  6 

handling  ogsaa  af  andre  Naturfag,  har  man  med  Rette ')  paavist  Forskellen  mellem 
den  af  Grækerne  indførte  Tankegang  med  dens  fulde  logiske  Sammenhæng  og  saa- 
danne  ældre  Betragtningsmaader,  som  man  har  kunnet  betegne  med  Ord  som  Over- 
tro, mere  eller  mindre  tilfældig  Empiri,  rent  intuitiv  Tilegnelse  o.  s.  v.  Man  har 
ogsaa  kunnet  pege  hen  paa  den  hos  Grækerne  saa  bestemt  fremtrædende  Lyst  til 
Viden  og  Higen  efter  al  tilegne  sig  denne  for  dens  egen  Skyld.  Alt  dette  er  sandt 
og  fortjener  at  siges  ;  men  det  fremkalder  da  tillige  Ønsket  om  at  forslaa,  hvorle- 
des Hellenernes  Forgængere,  med  saa  skrøbelige  Hjælpemidler  som  de  her  nævnte 
og  uden  Hellenernes  videnskabelige  Drift,  har  kunnet  naa  en  saa  omfattende  Viden 
som  den,  de  faktisk  tidligere  besad,  og  som  for  en  stor  Del  fra  dem  er  gaaet  over 
til  de  græske  Forskere. 

Skønt  det  kun  er  i  Henseende  til  Mathematiken,  at  jeg  tør  haabe  at  give  et 
virkeligt  Bidrag  til  denne  Forstaaelse,  skal  jeg  dog  her  forud  gjøre  et  Par  alminde- 
lige Bemærkninger.  Jeg  skal  begynde  med  at  henlede  Opmærksomheden  paa.  at 
medens  den  videnskabelige  Drift  saa  aabenlyst  træder  frem  hos  Hellenerne,  mere 
aabenlyst  maaske,  fordi  vi  kender  dem  og  Overleveringerne  fra  dem  bedre,  saa  har 
en  saadan  Drift  ogsaa  tidligere  været  tilstede  om  end  skjult  under  andre  Skikkelser, 
og  da  navnlig  været  knyttet  til  Gudsdyrkelse  og  Helligdomme.  En  saadan  Tilknyt- 
ning vidner  netop  om  den  Værdi,  som  man  tillagde  en  eller  anden  Viden.  Naar 
•saaledes  Milhaud  S.  86,  Note,  forklarer  den  nøjagtige  Orientation  af  Pyramiderne 
derved,  at  den  knytter  sig  til  Ægyptens  religiøse  Myther,  og  altsaa  ikke  skriver  sig 
fra  virkelig  Interesse  for  at  gjøre  en  astronomisk  Bestemmelse  saa  god  som  mulig, 
saa  forekommer  del  mig  omvendt,  al  denne  Interesse  fremhæves  ved  at  give  den 
et  religiøst  Formaal.  Endnu  bestemtere  træder  det  samme  frem  ved  de  gamle  in- 
diske Çulbasûtraer.  De  er  Haandbøger  til  Brug  ved  den  ritualmæssige  Konstruktion 
af  Altere  og  andre  Helligdomme  og  indeholder  som  Indledning  hertil  et  vist  Antal 
vigtige  geometriske  Sætninger  og  Konstruktioner,  deriblandt,  som  vi  senere  skal  se, 
den  pythagoreiske  Sætning  og  dens  Anvendelse  til  Konstruktion  af  rette  Vinkler. 
De,  der  først  har  givet  Altrene  saadanne  Former,  at  derved  en  Række  af  forskel- 
lige retvinklede  Trekanter  med  rationalt  Sidetal  kommer  til  Anvendelse,  og  til 
samme  Brug  fundet  en  ypperlig  Tilnærmelsesværdi  til  V2,  har  sikkert  netop  ved 
denne  Anvendelse  ogsaa  lagt  deres  intellektuelle  Interesse  for  disse  Resultater  for 
Dagen,  og  den  paa  denne  Maade  helligede  Interesse  er  bevaret  og  udviklet  ved  de- 
res Sammenstilling  i  Çulbasûtraerne. 

Overtroisk  Fastholden  af  urigtige  Forestillinger  og  Forklaringer  længe  efter, 
at  deres  Urigtighed  er  lagt  klart  for  Dagen,  eller  dog  langt  bedre  Forklaringer  er 
fremkomne,  er  naturligvis  kun  skadelig;  men  det,  som  er  Overtroens  Genstand, 
kan  fra  først  af  være  Forklaringsforsøg,  med  hvilke  det  ikke  var  urigtigt  at  be- 
gynde, og  som  maalte  prøves,  før  der  ved  deres  Forkastelse  banedes  Vej  for  bedre 


')  Se  saaledes  G.  Milhaud:  L'apport  de  I  Orient  et  de  l'Éyypte  dans  la  science  greqae,  en  i  189;i 
offentliggjort  Afhandling,  som  han  med  et  Tillæg  har  medtaget  i  Nouvelles  etudes  sur  l'histoire  de  la 
pensée  scienli/iquc.     Paris  1911. 
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Forklaringer.  Dette  gælder  endog  om  animistisk;  Overtro.  Efter  den  vellykkede 
Opdagelse,  at  den  stærkeste  Følelse  af  Lyst  og  af  Ulyst  skyldes  Moderen  og  fjendt- 
lige Mennesker,  er  det  ganske  naturligt  —  ja  i  Grunden  stemmende  med  gode  Reg- 
ler for  Dannelse  af  Hypotheser  —  at  Barnet  ogsaa  tillægger  andre  Genstande,  hvor- 
med det  kommer  i  Berøring,  Liv.  Forsøg  paa  noget  lignende  har  ogsaa  haft  en 
vis  Berettigelse  hos  Folk  paa  et  barnligt  Udviklingstrin.  Endnu  paa  den  Tid,  da 
man  havde  lagt  Mærke  til  Planeternes  tilsyneladende  Baner  paa  Himmelkuglen, 
kendte  man  kun  hos  levende  Væsener  saa  uregelmæssige  Bevægelser.  Astrologien 
rummer  ganske  vist  et  Væv  af  Overtro  og  mere  eller  mindre  bevidst  Bedrageri; 
men  fra  først  af  var  det  ikke  saa  urimeligt,  efter  at  have  fundet  Sammenhæng  mel- 
lem Solens  og  Maanens  Bevægelse  og  Vekslingen  af  Lj'S  og  Varme  og  Vejrlig  og  — 
om  end,  som  vi  nu  ved,  kun  paa  Grund  heraf  —  af  Sygdomme,  at  gaa  videre,  noget, 
som  jo  ogsaa  skulde  lykkes  for  Ebbe  og  Flods  Vedkommende.  Den  saaledes  frem- 
komne Astrologi  har  givet  Anledning  til  Iagttagelser,  som  senere  skulde  komme 
Astronomien  til  Gode. 

Empiriker  er  et  Ord,  som  man  skulde  tro  ikke  betød  noget  daarligt  over- 
for \'idenskaber,  der  bygger  paa  Erfaring;  derved  betegnes  imidlertid  de,  der  byg- 
ger paa  saadanne  Erfaringer,  som  ganske  tilfældig  og  uden  Lejlighed  til  nøjere 
Prøvelse  er  faldne  i  deres  Lod,  og  paa  de  rent  subjektive  Indtryk,  disse  har  gjort 
paa  dem,  uden  at  de  har  bragt  det  i  nogen  Forbindelse  med  de  mere  omfattende 
Erfaringer,  som  Menneskeheden  allerede  har  gjort,  og  med  den  Sammenhæng  i  Na- 
turen, som  derigennem  har  lagt  sig  for  Dagen.  Denne  Bebrejdelse  kan  imidlertid 
kun  ramme  dem,  der  lever  paa  Tider,  da  noget  saadant  allerede  foreligger,  men 
derimod  ikke  dem,  der  paa  et  Omraade  først  har  begyndt  at  indsamle  Erfaringer. 
Det  er  jo  netop  disses  Forarbejder,  der,  naturligvis  efter  Udskilning  af  mange 
værdiløse  Slagger,  har  bidraget  til  at  skabe  det  Materiale,  som  senere  har  tilladt  at 
gaa  mere  kritisk  til  Værks. 

Intuitiv  vil  man  vel  kalde  enhver  Tilegnelse  af  Sandheder,  for  hvis  ganske 
umiddelbare  Iagttagelse  eller  logiske  Begrundelse  man  ikke  er  istand  til  at  gøre 
sig  Rede.  Det  er  Psykologernes  Sag  at  finde  en  mere  positiv  Bestemmelse  af  de 
sjælelige  Evner,  som  tillader  denne  Tilegnelse,  der  maa  bero  paa  en  Kombination 
af  Sanseoplevelser,  Erindringer  og  underbevidste  logiske  Slutninger.  De  underbe- 
vidste logiske  Slutninger  vil  dog  efterhaanden  blive  bevidste,  og  naar  dette  har  væ- 
ret Tilfældet,  maa  Historikeren  stræbe  at  udskille  de  bevidste  Slutninger.  Denne 
Forpligtelse  maa  ikke  mindst  paahvile  mig  her,  naar  jeg  forsøger  Sammenlig- 
ning mellem  den  ældre  geometriske  Viden,  som  for  en  stor  Del  er 
bygget  paa  Intuition,  og  den  første  i  et  logisk  System  indordnede 
Geometri.  Sammenligningen  vil  kaste  Lys  til  begge  Sider,  derved  ogsaa  paa  det, 
som  den  ældre  Geometri  allerede  havde  naaet. 
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Kap    II. 
Mathematiken  som  rationel  Videnskab. 


For  at  holde  det  ud  fra  hinanden,  som  skal  udgøre  Genstanden  for  vor  Sam- 
menligning, skal  vi  begynde  med  al  omtale  de  Krav  til  en  systematisk  Behandling 
af  Mathematiken,  som  Platon  gjorde  sig  til  Talsmand  for,  som  findes  gennemførte 
i  Euklid's  Elementer  og  er  fulgte  af  hans  græske  Efterfølgere,  og  som  endnu  danner 
en  Rettesnor  for  Mathemalikens  haade  skolemæssige  og  videnskabelige  Behandling, 
om  end  baade  Udgangspunkt  og  dermed  Formerne  for  Gennemførelsen  har  ændret 
sig.  Disse  Krav  gaar  ud  paa,  at  Mathemaliken  skal  være  en  logisk  Videnskab,  hvor 
hvert  enkelt  Resultat  naas  som  en  Følge  af  de  foregaaende.  Sætninger  og  Beviser 
maa  udtrykkes  dels  ved  saadanne  Ord  af  det  sædvanlige  Sprog,  som  kan  antages 
vel  kendte  og  fri  for  enhver  Tvetydighed,  dels  ved  Ord  og  Symboler,  for  hvis  Be- 
tydning man  forud  gør  Rede.  Denne  Redegørelse  findes  i  Definitioner,  som 
kan  være  saa  fuldstændige,  at  de  selv  indeholder  de  Forudsætninger,  som  ikke 
selv  bevises,  men  danner  Grundlaget  for  det  derpaa  byggede  System;  men  de  fore- 
løbig opstillede  Definitioner  kan  ogsaa  indskrænkes  til  korte  Indførelser  af  de  Ord 
eller  andre  Symboler,  hvortil  de  nye  Begreber  skal  knyttes;  de  Egenskaber,  som 
nærmere  skal  karakterisere  disse  Begreber  og  danne  Udgangspunktet  for  den  paa- 
følgende Undersøgelse,  fremsættes  dernæst  i  Postulater  eller  Regler  for  Operationer 
og  Regninger  med  de  indførte  Symboler. 

I  dette  sidste  Tilfælde  bliver  Postulaterne  i  logisk  Henseende  en  uundvær- 
lig Fuldstændiggørelse  eller  snarere  den  væsentlige  Del  af  Definitionerne.  Som 
saadanne  fremtræder  de  i  Pasch's  og  hans  Efterfølgeres  moderne  Undersøgelser  af 
Geometriens  Grundlag.  Og  allerede  Euklid  bærer  sig  i  de  fleste  Tilfælde  ad  paa 
samme  Maade.  Saaledes  er  den  opstillede  Definition  paa  en  ret  Linie  kun  en  fore- 
løbig Indførelse  af  dette  Begreb;  men  de  Egenskaber,  som  danner  Udgangspunktet 
for  den  paafølgende  geometriske  Undersøgelse  af  den  rette  Linie  og  de  deraf  dan- 
nede Figurer,  fremsættes  først  i  Postulaterne.  En  lignende  Rolle  spiller  de  paa- 
følgende „Almindelige  Begreber",  hvoride  Kendetegn  nævnes,  som  karakteri- 
serer Begrebet  Størrelse  og  dets  Fremtræden  i  Geometrien. 

Den  her  skildrede,  om  man  vil,  definerende  Rolle  spiller  de  tre  Arter  af  For- 
udsætninger i  det  af  Euklid  opførte  System.  Hvorfor  hver  enkelt  Forudsætning  er 
medtaget,  forklares  først  ved  den  Brug,  der  gøres  af  den  i  det  derpaa  byggede  Sy- 
stem. Der  er  altsaa  ikke  nærmest  Tale  om  en  Række  Forudsætninger,  som  man 
nu  en  Gang  har,  og  el  Arbejde  paa  dernæst  at  bringe  det  mest  mulige  ud  af  disse 
Forudsætninger.  Rent  formelt  faar  ikke  blot  Valget  af  dem,  men  de  selv  et  vist 
Præg  af  Vilkaarlighed,  idet  der  ikke  siges  et  Ord  om,  hvorfra  man  har  dem.  De 
fremtræder  hos  Euklid  som  umiddelbart  indlysende,  en  Opfattelse,  som  man 
fra    Oldtiden    af  ogsaa    i    Filosofien    har   forbundet    med  disse    Axiom  er,   som    de 
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kaldes  med  et  mere  omfattende  Ord.  Hvorledes  de  er  fremkomne  hos  Euklid, 
hører  med  til,  hvad  der  skal  beskæftige  os;  men  det  ses  straks,  at  de  er  knyttede 
til  en  Sum  af  Erfaringer  om  den  os  omgivende,  til  Rum  og  Tid  bundne.  Verden. 
Derved  er  det,  at  den  derpaa  byggede  Lære  bliver  skikket  til  at  befæste  og  yder- 
ligere udvikle  Forstaaelsen  af  den  ydre  Verden  og  gøre  os  denne  underdanig.  Om 
Anvendelsen  dertil  siger  Euklid  dog  slet  intet,  ja  han  forlader  end  ikke  sin  paa 
Forudsætningerne  byggede  almindelige  Fremstilling  for  at  give  Talexempler  eller 
andre  Exempler  paa  Anvendelse,  hverken  saadanne,  som  kunde  tjene  til  Øvelse 
eller  nøjere  Forklaring  af  Sætningerne  selv,  eller  saadanne,  som  kunde  vise  den 
Nytte,  som  de  kan  gøre  ogsaa  udenfor  den  geometriske  Lærebygning.  Den  eneste 
Anvendelse,  som  gøres  af  de  enkelte  Sætninger,  er  Udledelsen  af  nye  almindelige 
Sætninger,  paa  hvilke  der  straks,  eller  senere  hen  i  Bogen,  eller  under  fortsat  viden- 
skabeligt Arbejde  kan  bygges  videre. 

Denne  Form  for  en  rent  rationel  Behandling  fulgtes  nøje  af  Euklids  Efterføl- 
gere. Hvor  det  —  med  eller  ofte  uden  Grund  —  har  forekommet  disse,  at  Euklid 
har  brugt  en  Forudsætning  uden  at  betinge  sig  Ret  dertil  ved  forud  udtrykkelig  at 
opstille  den  som  saadan,  har  de  tilføjet  den.  Naar  de  gaar  udenfor  det  af  Euklid 
behandlede  Omraade,  begynder  de  med  at  opstille  de  for  dette  Omraade  gældende 
Forudsætninger,  som  man  vil  gøre  Brug  af.  Dette  gør  saaledes  Archimedes. 
Forud  for  Bestemmelsen  af  krumme  Liniers  Længde  og  krumme  Fladers  Areal  og 
for  sine  statiske  Undersøgelser  forklarer  han  de  nye  Begrebers  Betydning  ved  De- 
finitioner og  Postulater,  og  ogsaa  her  er  Betingelsen  for,  at  man  skal  følge  hans 
Udvikling  og  tiltræde  hans  Slutninger,  den,  at  man  anerkender  de  opstillede  For- 
udsætninger; men  heller  ikke  han  siger,  hvorfra  han  har  disse.  —  Paa  anden  Vis 
følger  man  i  Nutiden  i  Hovedsagen  den  samme  Regel,  naar  man  begynder  med  at 
opstille  Betydningen  af  de  mathematiske  Tegn,  som  man  bruger,  og  Reglerne  for 
Operationer  med  disse. 

Ved  en  sajidan  udtrykkelig  Udtalelse  af  de  Egenskaber,  man  i  sin  Undersø- 
gelse vil  tillægge  de  Begreber,  hvormed  man  vil  operere,  løsrives  disse  fra  den 
Sansning,  hvoraf  de  oprindelig  er  fremgaaede,  og  kan  som  Symboler  anvendes 
paa  alle  de  Omraader,  hvorpaa  de  opstillede  Forudsætninger  passer.  Alle  Operatio- 
ner sker  nemlig  i  Kraft  af  disse  Forudsætninger.  Uden  her  at  prøve,  i  hvilket  Maal 
Euklid  virkelig  maatte  have  naaet  dette,  kan  vi  om  den  beskrevne  principielle 
Fremgangsmaade  sige,  at  de  saaledes  indførte  ideale  Figurer:  Punkt  uden  Udstræk- 
ning, Linie  uden  Tykkelse  o.  s.  v..  Linier,  hvis  Punkter  er  underkastet  en  i  Ord 
udtalt  Lov,  men  som  ikke  nøjagtig  lader  sig  konstruere,  lige  saa  vel  kan  anvendes 
som  Symboler  som  den  nyere  Mathematiks  Bogstavsymboler  og  Operationstegn. 
Ogsaa  Bogstaverne  løsrives  ganske  fra  deres  Brug  som  Lydtegn;  men  de  opstillede 
Regler  for  de  betegnede  Operationer  maa  nøjagtig  angives  og  følges.  Saa  kan  man 
ved  at  tillægge  Bogstaverne  forskellige  Talværdier  under  et  underkaste  disse  de 
samme  Operationer,  ja  man  kan  endog  som  i  Operationskalkylen  lade  Bogstaverne 

n.  K.  1).  VidensU   Selsk.  Skr.,  nnturvidensk.  oa  ninthem.  Afd..  S.  RjeUke.  I.  r..  -o 
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betegne  forskellige  Operationer,  naar  disse  skal  underkastes  saadanne  Kombinationer, 
paa  hvilke  de  klart  udtalte  Regler  lader  sig  anvende. 

En  saadan  exakt  Brug  af  Symboler  er  væsentlig  forskellig  fra  den  Brug, 
som  man  gør  af  Billeder  ikke  blot  i  Poesi,  men  jævnlig  ogsaa  i  filosofiske  Un- 
dersøgelser. At  denne  sidste  Brug  kan  gøres  med  Haab  om  et  rigtigt  Udbytte,  be- 
ror paa,  at  der  er  nogen  Sandsynlighed  for,  at  den  Overensstemmelse,  som  ligger 
til  Grund  for  Valget  af  Billedet  kan  være  forbunden  med  saadanne  fælles  om  end 
ukendte  Aarsager,  som  fører  til  ensartede  Resultater  paa  begge  Omraader:  Billedet 
og  det  Afbillede.  Deri  ligger  Analogislutningens  Berettigelse  som  en  foreløbig  Slut- 
ningsmaade,  der  rigtignok  trænger  til  yderligere  Bekræftelse.  En  tilsvarende  bil- 
ledlig Brug  gør  man  af  den  exakte  Videnskabs  Symboler,  naar  man  anvender  dem 
udenfor  det  Omraade,  for  hvilket  Operationer  med  Symbolerne  er  strengt  define- 
rede, naar  man  f.  Ex.  gør  almindelige  Slutninger  fra  en  tegnet  Figur  uden  at  sikre 
sig,  at  de  om  denne  anstillede  Betragtninger  gælder  for  alle  de  ideale  Figurer, 
som  den  skal  fremstille,  eller  naar  man  anvender  littérale  algebraiske  Operationer, 
hvis  Betydning  kun  er  sikret  for  hele,  eller  positive,  eller  rationale,  eller  reelle, 
eller  endelige  Størrelser,  paa  henholdsvis  brudne,  negative,  irrationale,  imaginære, 
uendelig  store  eller  smaa  Størrelser  eller  paa  uendelig  mange.  Historisk  var  op- 
rindelig den  littérale  Algebra  kun  forklaret  for  rationale  og  positive  Størrelser. 
Udenfor  dette  Omraade  var  dens  „Symboler"  kun,  hvad  vi  her  har  kaldt  „Billeder", 
hvis  Brug  dog  gennem  „Analogislutninger"  kunde  føre  til  rigtige  Resultater,  som  saa 
bagefter  trængte  til  en  nærmere  Forklaring.  Dette  gjaldt  f.  Ex.  om  F"orklaring  af 
en  funden  negativ  Rod  i  en  Ligning.  En  udtrykkelig  Udvidelse  til  irrationale  Stør- 
relser gav  først  Descartes  i  Begyndelsen  af  La  Géométrie,  og  dens  Exakthed  sikrede 
han  ved  Henvisning  til  den,  som  de  Gamle  forlængst  havde  opnaaet  for  deres  geo- 
metriske Symboler.  Exakt  blev  Anvendelsen  af  Algebraens  Symboler  paa  imaginære 
Størrelser  først  omkring  Aaret  1800,  da  Wessel,  Argand  og  Gauss  gav  en  nøjagtig 
Bestemmelse  af,  hvad  Operationerne  i  dette  Tilfælde  betyder.  Og  Mathematikens 
Historie  viser,  at  Anvendelsen  af  Algebraens  Symboler  paa  uendelig  store  eller  smaa 
Størrelser  og  paa  uendelig  mange  Størrelser  kan  føre  til  urigtige  Resultater.  Derfor 
har  de  maattet  underkastes  nye  Regler  for  ogsaa  her  at  kunne  faa  en  exakt  An- 
vendelse. 

Det  blev  lige  berørt,  al  ogsaa  den  gamle  Geometri  kunde  faa  en  symbolsk  An- 
vendelse. Den  har  faaet  en  saadan  til  exakt  og  almindelig  Fremstilling  af  algebra- 
iske Operationer  og  Resultater.  Lige  saa  tidlig,  som  man  kendte  den  pythagoreiske 
Sætning,  har  man  vidst,  at  naar  Siderne  i  en  retvinklet  Trekant  kan  udtrykkes 
ved  hele  Tal  a,  b  og  c,  kan  man  give  Sætningen  to  forskellige  Former,  nemlig: 
a^-\-b-'  =  c^,  og:  Summen  af  Kvadraterne  med  Siderne  a  og  b  er  ligestor  med  Kva- 
dratet med  Siden  c.  Da  man  imidlertid  opdagede,  at,  som  vi  nu  siger,  V2  er  ir- 
rational, var  kun  den  sidste  Udtryksmaade  mulig,  naar  Trekantens  Katheter  er 
ligestore.  For  at  undgaa  den  Vanskelighed,  som  i  den  arithmetiske  Bestemmelse 
nu  overvindes  ved  en  Udvidelse  af  Talbegrebet    med  saadanne   irrationale  Tal  som 
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V2,  kunde  man  holde  sig  til  den  geometriske  Maade  at  udtale  den  samme  Sætning 
paa.  Lignende  Vanskeligheder  undgik  man  ved  ikke  at  tale  om  Multiplikation  af 
lo  almindelige  Tal,  thi  en  saadan  Operation  var  ikke  forklaret,  naar  Tallene  var 
irrationale;  men  man  fremstillede  Størrelserne  ikke  ved  Tal,  men  som  Liniestykker, 
og  i  Stedet  for  Multiplikation  af  de  to  Størrelser  blev  da  sat:  Dannelse  af  et  Rekt- 
angel med  disse  til  Sider.  En  Ligning,  hvis  Led  alle  er  af  anden  Grad  med  Hen- 
syn til  de  deri  indgaaende  Størrelser,  blev  da  en  Relation  af  første  Grad  mellem 
Rektangler,  og  den  videre  Behandling  af  Ligningerne  foregik  ved  Omlægning  af 
saadanne  plane  Figurer.  Denne  geometriske  Algebra  var  før  Platon's  Tid  saa  vidt 
udviklet,  at  man  ved  de  omtalte  Symboler  kunde  fremstille  en  Løsning  af  Lignin- 
ger af  anden  Grad  paa  en  Maade,  som  er  lige  anvendelig,  hvad  enten  de  givne  og 
søgte  Størrelser  kan  udtrykkes  ved  rationale  Tal  eller  ikke;  i  første  Tilfælde  er 
Ligningen  numerisk.  Ved  Anvendelse  af  retvinklede  Parallelepipeder,  derunder  spe- 
cielt Terninger,  kunde  man  paa  lignende  Maade  fremstille  Udtryk  og  Ligninger  af 
Iredie  Grad  med  Hensyn  til  de  deri  indgaaende  Størrelser.  Videre  kunde  man  gaa 
ved  at  anvende  Proportioner,  ved  hvis  Sammensætning  man  kunde  fremstille  Pro- 
dukter af  lige  saa  høje  Grader,  som  man  vilde.  De  Forliold,  man  først  havde  be- 
handlet, var  rigtignok  kun  Forhold  mellem  kommensurable  Størrelser;  men  Eudoxos 
viste,  hvorledes  man  ogsaa  paa  exakt  Maade  kunde  udtrykke  Ligestorhed  og  Ulige- 
slorhed  af  Forhold  mellem  inkommensurable  Størrelser.  Den  derpaa  grundede  al- 
mindelige Proportionslære  er  fremsat  i  Euklid's  V.  Bog.  Derved  benyttes  et  Po- 
stulat (V.  Def.  4),  der  ogsaa  tillader  Behandlingen  af  Opgaver,  som  gaar  ud  paa 
infinitesimale  Bestemmelser. 


Kap.  III. 
Platon's  Krav  til  Mathematiken  som  rationel  Videnskab. 


Pythagoreernes  Opdagelse  af,  at  der  overhovedet  gives  irrationale  Størrelser, 
det  dermed  forbundne  Krav  om  ikke  uden  videre  at  overføre  paa  irrationale  Størrelser, 
hvad  man  ved  om  rationale,  et  Krav,  som  traadte  tydelig  frem  ved  Zenon"s  Nægtelse  af 
Kontinuiteten,  den  geometriske  Algebras  Omgaaen  og  Eudoxos'  Løsning  af  denne  Van- 
skelighed, Theodoros'  og  Theaitetos'  systematiske  Efterforskning  af,  hvilke  Størrelser 
der  er  rationale  og  hvilke  irrationale,  alt  dette  viser,  hvor  dybtgaaende  Krav  Hellenerne 
allerede  længe  før  Platons  Tid  var  begyndt,  og  paa  hans  Tid  vedblev  at  stille  til  en 
exakt  og  almindehg  Behandling  af  Geometrien  og  gennem  den  af  Algebraen.  Disse 
Krav  maatte  yderligere  forøges  ved  saadanne  Fremskridt  i  positiv  Viden  som  dem, 
der  vandtes  ved  Hippokrates'   geometriske  Arbejder,  ved    Demokrits  Bestemmelse 
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af  Pyramidens  og  Keglens  Rumfang  og  ved  Opdagelsen  af,  at  der  ikke  gives  uende- 
lig mange  Slags  regulære  Polyèdre  som  uendelig  mange  Slags  Polygoner,  men  kun 
fem.  Det  ses  ogsaa,  at  man  paa  forskellig  Maade  var  inde  paa  Veje  til  at  imøde- 
komme disse  Krav.')  Paa  en  fuldt  ud  tilfredsstillende  Maade  kunde  dette  dog  først 
ske  ved  en  konsekvent  Opførelse  af  en  Lærebygning  af  den  logiske  Form,  som  er 
skildret  i  forrige  Kapitel.  Uden  det  vil  Geometrien  beslaa  af  en  mere  eller  mindre 
tilfældig  Blanding  af  Resultater  vundne  ved  Intuition  og  saadanne,  som  man  deraf 
tiar  udledet  ved  rigtige  Slutninger.  Dette  maa  saaledes  have  været  Tilfældet  med 
de  Elementer,  som  allerede  Hippokrates  siges  at  have  skrevet. 

Den  forstandsmæssige  Side  af  Mathematiken  vakte  i  høj  Grad  Platon's  In- 
teresse. Denne  gjaldt  ikke  mindst  de  irrationale  Størrelser;  den  Egenskab,  der  skil- 
ler dem  fra  de  rationale,  træder  nemlig,  naar  de  fremstilles  geometrisk,  slet  ikke 
frem  for  Intuitionen  og  har  ingen  Betydning  for  praktiske  Anvendelser,  i  hvilke  en 
tilstrækkelig  nær  Tilnærmelsesværdi  er  lige  saa  god  som  den  mathematisk  exakte 
Værdi.  Den  er  saaledes  kun  til  for  den  forstandsmæssige  Behandling  af  Mathema- 
tiken og  maatte  netop  derfor  interessere  Platon.  I  „Lovene"  bebrejder  han  sine 
Landsmænd,  at  de  ikke  tidligere  har  bemærket,  at  der  existerer  saadanne  Størrel- 
ser, og  i  „Theaitet"  fremhæver  han  denne  Mathematikers  Fortjenester  af  Paavis- 
ningen  af,  hvilke  Rodstørrelser  der  er  irrationale.  Den  systematiske  Maade,  hvorpaa 
Bestemmelsen  heraf,  i  Overensstemmelse  med  Theodoros'  Indførelse  af  Begrebet  in- 
kommensui-able  Størrelser,  sker  ved  Tilknytning  til  Methoden  til  at  finde  største 
fælles  Maal  (Oversigt,  1910  og  1915),  har  aabenbart  vakt  hans  Beundring.  Ikke 
mindst  paa  dette  Punkt  nærmer  Mathematiken  sig  til  at  realisere  hans  Ideal  af  en 
Videnskab,  der  helt  opføres  efter  rationelle")  Grundsætninger;  ja  dette  Ideal  er  vel 
for  en  Del  blevet  til  ved  Betragtning  af,  hvad  han  allerede  forefinder  i  Mathema- 
tiken. Hans  og  hans  nærmeste  Efterfølgeres  Bestræbelser  efter  at  opnaa  det  samme 
for  andre  Videnskaber  træder  frem  i  hans  og  deres  Forsøg  paa  at  føre  Egenskaber 
ved  Tal  og  ved  Figurer  ind  i  Forklaringen  af  andre  Naturforhold,  hvori  han  iøv- 
rigt  følger  Pythagoreernes  Exempel.  Herhen  hører  det  gaadefulde  saakaldte  Mathe- 
matiske  Tal,  der  efter  de  fremkomne  Løsninger  af  Gaaden  næppe  har  frembudt 
synderlig  mathematisk  Interesse,  og  Speusippos'  Anvendelser  af  de  arithmetiske 
Forbindelser  mellem  Tallene  1  —  10,  hvis  matheniatiske  Interesse  kun  knytter  sig 
til  den  Omhu,  hvormed  man  har  fremhævet  de  allersimpleste  Talforbindelser;  end- 


')  Jeg  henviser  til  mine  Afhandlinger  i  Kgl.  Danske  Vid  e  nslcabernes  Selskabs  Oversigt: 
Sur  la  constitution  des  livres  arithmétiques  des  Elements  d'Euclide  et  leur  rapport  ù  la  question  de 
l'irrationalité.  1!)10.  Sar  les  connaissances  géométriques  des  Grecs  avant  la  réforme  platonicienne  de 
la  géométrie.  1913.  -  Sur  l'origine  historique  de  la  connaissance  des  quantitcs  irrationelles.  1915.  — 
Citeres  som:  Oversigt  1910,  1913,  1915. 

'-)  Den  paa  dansk  (og  tyski  gældende  Sprogbrug  er  her  for  saa  vidt  mindre  heldig,  som  rational 
og  rationel  kommer  til  at  betyde  ganske  forskellige  Ting.  Ovenfor  kunde  man  saaledes  have  sagt: 
Det,  der  karakteriserer  irrationale  Størrelser,  er  kun  til  for  en  rationel  Betragtning.  Stort  bedre  bli- 
ver det  ikke,  naar  man  paa  fransk,  hvor  rational  kaldes  .rationnel",  kan  udtrykke  det,  vi  her  har  kaldt 
rationel,  ved  „raisonné". 
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videre  Anvendelsen  af  de  regulære  Polyèdre  til   Forklaring  af  de  fysiske  Grundele- 
menters Egenskaber. 

Platon's  Opfattelse  af  Mathematiken  som  rent  rationel  Videnskab  og  den  Pris, 
han  sætter  paa  den,  naar  den  dyrkes  alene  for  den  derved  erhvervede  Viden  og 
uden  Hensyn  til  praktiske  Anvendelser,  træder  frem  i  sin  fulde  Sammenhæng  i 
„Staten"s  VI.  og  særlig  i  VII.  Bog,  hvor  han  skildrer  deres  Opdragelse,  som  skal 
forberedes  til  at  vogte  den  ideale  Stat,  som  han  har  for  Øje.  Den  særlige  Stilling, 
som  disse  Mænd  skulde  indtage,  bringer  ham  vel  ogsaa  til  at  se  hen  til  en  enkelt 
praktisk  Anvendelse  af  Mathematiken,  nemlig  paa  Krigsvæsenet;  men  hovedsagelig 
skulde  de  dyrke  den  for  den  derved  vundne  „Forstandserkendelses"  (didvoia)  egen 
Skyld,  altsaa  netop  som  den  exakte  Videnskab,  der  systematisk  bygger  paa  et  ratio- 
nelt Grundlag,  som  den  ikke  umiddelbart  kan  laane  fra  den  ydre  Verden.  Herpaa 
peges  allerede  hen  i  følgende  Ytringer  i  Slutningen  af  sjette  Bog,  som  vi  skal  sup- 
plere med  et  Citat  af  Platon's  „Timaios ".     I   „Staten"  VI  siges:') 

at  de,  der  giver  sig  af  med  Geometri  og 


510  c  2.  lin  ol  TTBp'c  TÙÇ  yseousTpiaç  ts  xui 
XoyiafiobQ  x(ù  rà  zoiaùra  npayfiareuofisvot, 
UTtoHifiSMOi  TI/  TS  TzepiTZüv  y.ai  to  apTtiw  xac 
TÙ  ayJjiiaTa  xai  ywviùv  TpiTTÙ  s'i'årj  xiù  ixkhj. 
toÙtwv  àdsXifà  xaif  kxdarfjV  nii^ndov,  zaOTa 
pkv  wQ  sldôrsç,  Ttotyjaduevoi  tJTTuâéascç  aÙTÛ, 
nùdéva  //lyo'^  o'jts  aoTinç  o'jts  u/J.otç  sn 
d$toüai  nepc  wjtwv  didôvai  wç  navre  ipavspwM, 
èx  toÔtcov  d'  dpyôpsuoi  tù  hnità  rjoTj  dteçwuTSÇ 
XSÅsUTuXJiv  iipjihiynwiivwc,  sne  toùtd  où  dv 
ini  axiipiv  opurjawoi. 


Regnekunst  og  deslige,  forudsætter  det  lige 
og  ulige.  Figurer,  tre  Slags  Vinkler  og 
andet  hermed  beslægtet,  efter  enhver  Un- 
dersøgelses Natur,  og,  idet  de  gaar  ud  fra, 
at  de  kender  dette,  da  de  har  gjort  det  til 
Forudsætning,  hverken  overfor  sig  sel  v  eller 
andre  anser  det  for  nødvendigt  at  give  nogen 
yderligere  Forklaring  deraf,  da  det  maa 
være  tydeligt  for  enhver,  og,  idet  de  gaar 
ud  fra  det,  fortsætter  den  hele  Slutnings- 
række  saalænge,  indtil  de  paa  følgerigtig 
Maade  er  komne  til  det,  de  egentlig  vil  vise. 

Ligeledes,  at  de  tager  synlige  Figurer  til 
Hjælp  og  knytter  deres  Slutninger  til  dem, 
skønt  det  ikke  er  dem,  de  har  i  Tankerne, 
men  hine,  med  hvilke  de  har  Lighed.  De 
gør  saaledes  deres  Slutninger  for  selve 
Kvadratets  og  selve  Diagonalens  Skyld, 
ikke  for  dens  Skyld,  som  de  tegner,  og 
ligesaa  med  andet:  selve  det,  som  de  former 
og  tegner,  hvoraf  der  gives  baade  Skygger 
og  Afspejlinger  i  Vand,  bruger  de  som  Bil- 
leder, men  de  tragter  efter  at  se  selve  det, 
som  man  kun  kan  se  med  Forstanden. 

')  Citaterne  er  efter  Burnet's  Udgave.  1  den  danske  Gengivelse  havde  jeg  her  og  i  det  følgende 
først  benyttet  C.  J.  Heise:  Platons  Stat,  Kjøbenhavn  1851,  og  Platons  Timæos,  Kjøbenhavn  1855;  men 
Prof.  Heiberg  har  velvillig  meddelt  mig  adskillige  vigtige  Berigtigelser  af  denne. 


510  d  5.  Oôxoùu  xat  dzi  toIç  ôpwpévoiç  s'îdsac 
npoa'/^pwvTai  xac  zoùç  h'iyouç  mp\  wjtiuv 
noioùvrat,  où  nep\  toÙtwv  diavnoûiiSMoi,  dkX' 
èxsivojv  népi  ocç  raÙTa  socxe,  toù  TtTpayâyvoo 
aÙToù  ivsxa  toùç  Myouç,  noioùpBvot  xat  ilta- 
asTpo'j  aÙT^ç,  «//,'  nù  raôzrjÇ  ijv  ypdçouaiv, 
xac  TÙ/.Àa  oÙTivç,  aùzà  iiïv  r«ûr«  d  nhh- 
Tiiuabj  TS  xiù  ypdfouacv,  wv  xac  axtai  xac  kv 
ùdaaiv  scxovsç  elucv,  toÙxocq  psv  wç  slxi'iaiv 
au  -j^pwpevoc,  ^tjtowjtsç  ds  aura  èxeci/u  cds'cv 
S.  oùx  dv  dkXwq,   îdm  tcç  ^   r/j   oiavnca.  — 
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(51 1  a  2.)  Toôro  wivuv  ^^orjron  ii.iv  ztt  slâoç  sÅs- 
yov,  UTrnaéasac  â'  (Ivayxa^inévrjv  4'"X''^i^  '/P%' 
aëai  Ttspl  r/jv  ^ijr^aiv  aàroù,  nùx  en  àp/jj'^ 
loùaav,  wç  où  àuva/iéviju  tùjp  ÙTTorféascup 
àvcuTBpw  exßaivsiv,  scxôae  as  ^putpévrjv  aù- 
To'tç  Toïç  ùzô  ràiv  xduu  àKSi.xaaf}siai.ii  xa) 
èxsivoiç  npoç  èxeiva  îoç  èvapyéat  osdoçua- 
uévoiç  T£  xai  TETipTjpévotQ. 


Denne  Art   betegner  de  altsaa   som  Gen- 
stand   for   Tanken,    men    Sjælen    er   ved 
Undersøgelsen  deraf  nødt   tiP  at    betjene 
sig  af  Forudsætninger,  uden  at  gaa  til  den 
første  Grund   (thi    den   kan   ikke  gaa  ud 
over  disse  Forudsætninger),  og  den  bruger 
som   Billeder  selve   de  Ting,   hvoraf  der 
gives   Billeder   i   den   lavere    Sphære,    og 
som  i  Forhold  til  disse  er  anerkendte  og 
agtede  som  haandgribelige. 
Ved  den  følgende  Replik  i  den  anvendte    Dialogform    bekræftes,   at  der  særlig 
tales   om   Geometrien.     Om   de  i  denne    brugte   Figurer   siges  altsaa,  at  de  tegnede 
Figurer  kun  er  Symboler  paa  de  geometriske  Figurer,  hvis  Egenskaber  man  i  Virke- 
ligheden udleder  af  de  om  dem  gjorte  Forudsætninger.     Derved  egner  de  sig   ogsaa 
til  at  anvendes  som  Symboler  ved  Behandlingen  af  Størrelser  i  Almindelighed. 

Netop  paa  denne  Anvendelse  maa  Platon  tænke,  naar  han  i  „Timaios"  siger: 

(32  a  7.)  el  ph  ouv  èmnedov  pév,  ßdtioQ  dï      Hvis  nu  Alverdenens  Legeme  skulde  være 


prjdsv  éyov  ïèti  yiyveaäai  ro  zoù  Tzavroç  acüpa, 
pla  psanrrjÇ  äv  içrjpxsi  zd  xz  ,atb^  uar/jç  o'jm- 
detv  xae  éaun^u,  vùv  de  azepeoeiå^  yàp  aùzni' 
npnarjxev  elvai,  zà  de  azepsà  pia  pev  nùdi- 
TToze,  dôo  de  de\  peaôzrjzeç  auvappnzznuatu. 
oûzo)  drj  Tzupôç  ze  xai  y^ç  5â(op  àépa  ze  ô 
'>£(9Ç  èv  péaiu  l'^ecç,  xac  Ttpoç  dllr^Xa  xaiY 
(laov  7jv  duvazhv  dvà  zhv  aùzhv  Xôjov  dnep- 
yaadpevoç,  ozmep  nùp  npoç  dépa,  znùzo  depo, 
npoç  udcop,  xac  tizt  drjp  nphç  udwp,  uScop 
Ttpoç  yyjv.    . 


en  Plan  uden  Dybde,  saa  vilde  én  Mellem- 
proportional have  været  tilstrækkelig  til 
at  forbinde  de  andre  Led  og  sig  selv.  Men 
da  det  skulde  have  det  rumliges  Beskaf- 
fenhed, og  det  rumlige  aldrig  forbindes 
ved  én,  men  ved  to  Mellemproportionaler, 
har  Gud  imellem  Ild  og  Jord  sat  Vand 
og  Luft  og  saa  vidt  muligt  bragt  dem  i 
samme  Forhold  til  hinanden,  saaledes  at 
Ilden  forholder  sig  til  Luften  som  Luften 
til  Vandet,  og  som  Luften  til  Vandet  saa- 


ledes Vandet  til  Jorden. 

Vi  kan  her  se  bort  fra  den  vilkaarlige  Anvendelse  af  geometriske  Proportioner, 

ligeledes  fra  at  Platon  ikke  helt  kan  løsrive  sig  fra  det,  som  dog  kun  vedkommer 

den  geometriske  Symbolik;  han  fastholder  den  vel  netop,  fordi  selve  den  abstrakte 

Betragtnings  Gyldighed    er  saa   nøje    knyttet  til  denne;    men   allerede   mod   de  rent 

mathematiske  Paastande  har  Proklos')  indvendt,  at  der  ogsaa  existerer  to  Mellem- 

')  I  en  Note  S.  184  ff.  til  hans  lier  citerede  Oversættelse  mener  Helse,  som  anfører  Proklos'  Ind- 
vending, i  Tilslutning  til  flere  ældre  Korff.  at  komme  ud  over  den  her  berørte  Vanskelighed  ved  den 
Antagelse,  at  Platon  kræver,  at  ogsaa  Forholdene  mellem  de  indskudte  Tal  skal  være  rationale,  altsaa 
ogsaa  Forhold  mellem  hele  Tal.  Om  en  saadan  Fordring  siger  Platon  ikke  et  Ord;  men,  som  vi  viser 
ovenfor,  stemmer  hans  Ord  med  den  Fremstilling  af  Forhold  ved  geometriske  Symboler,  som  tværtimod 
bliver  uafhængig  af,  om  de  Størrelser,  vi  har  kaldt  a  og  b,  er  kommensurable  og  F'orholdene  altsaa 
rationale.  Det  var  vel  først  paa  Platon's  Tid,  at  EuDOXOS  gav  en  arithmetisk-algebraisk  Forklaring  af, 
hvad  Proportionerne  i  saa  Fald  betyder;  men  Fremstillingen  brugtes  i  det  mindste  siden  HippoKnATF.s 
uafhængig  heraf. 
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proportionaler  mellem  to  Flader  og  én  mellem  to  Rum.  Herom  turde  man  dog  paa 
Platon's  Tid  have  vidst  lige  saa  god  Besked  som  paa  Proklos';  men  Platons  Paastand 
om  den  mathematiske  Forbindelse  mellem  to  Størrelser  og  én  eller  to  Mellempro- 
portionaler er  fuldt  forstaaelig,  naar  man  tænker  paa  den  vedtagne  Fremstilling  af 
disse  ved  geometriske  Symboler,  en  Fremstilling,  som  f.  Ex.  allerede  ligger  til  Grund 
for  HiPPOKRATEs'  Reduktion  af  Terningens  Fordobling  til  Konstruktionen  af  to 
Mellemproportionaler.  Forholdet  mellem  to  paa  hinanden  følgende  Led  i  de  sam- 
menhængende Proportioner  skal  nemlig  fremstilles  som  Forholdet  a  :  b  mellem  to 
Linier.  Da  bliver  Forholdene  mellem  Leddene  i  sammenhængende  Proportioner 
med  3  eller  4  Led  fremstillede  ved 

a"  :  ab  :  b'- 
°  à^  :  ah  :  ab'-  :  b' 

altsaa  henholdsvis  som  Forhold  mellem  Flader  eller  Legemer,  .saaledes  som  Platon 
siger. 

Endnu  skal  vi  bemærke,  at  naar  Platon  i  VL  Bog  af  Staten  noget  før  de  Ud- 
drag, vi  her  har  anført,  taler  om  Sofisterne,  der  i  deres  Undervisning  for  Betaling 
lærer  Folk,  hvad  de  helst  vil  høre,  og  ikke,  hvad  der  i  sig  selv  er  sandt,  godt  og 
skønt,  gælder  dette  aabenbart  ogsaa  om  deres  Mathematikundervisning.  Denne 
har  altsaa  navnlig  angaaet,  hvad  Eleverne  kunde  faa  Brug  for  i  Livet,  og  hvad  de 
intuitivt  kunde  tilegne  sig  uden  Anstrengelse  af  Forstanden,  og  saaledes  endnu  ikke 
haft  eller  tilstræbt  de  Fortrin,  som  Platon  priser.  Under  disse  Omstændigheder 
har  Sofisterne  i  deres  Mathematikundervisning  haft  mere  Anledning  til  rent  over- 
fladiske Begrundelser  end  til  „Sofismer"  i  Betydning  af  Spidsfindigheder.  Saa- 
danne  er  ialt  Fald  først  —  tildels  i  Form  af  mere  eller  mindre  gode  Vittigheder  — 
fremkomne  som  Svar  paa  de  platoniske  Mathematikeres  skarpsindige  Kritik  af 
deres  egne  mere  overfladiske  Betragtninger.  Det  er  nemlig  saadanne,  som  tillægges 
de  Mathematikere,  der  betegnes  som  Sofister  (Oversigt  1913  S.  440).  Den  ret  ud- 
bredte Opfattelse,  at  den  rationelle  Bevisførelse  skulde  være  fremkommen  som  Værn 
mod  sofistiske  Angreb,  har  næppe  meget  paa  sig;  Sofisterne  har  nærmest  tjent  som 
Exempel  paa  den  ældre  uvidenskabelige  Overfladiskhed,  hvorover  Platons  Disciple 
var  ifærd  med  at  hæve  sig.') 

Vi  vender  os  nu  til  VII.  Bog  af  „Staten",  hvor  Platon  mere  direkte  omtaler, 
hvad  de  vordende  Vogtere  af  hans  Slat  skal  lære  af  Mathematiken.  Han  gaar  her 
ud  fra  dennes  pythagoreiske  Firdeling,  som  han  dog  længere  hen  finder  det  for- 
nødent at  supplere.  Han  begynder  med  Arithmetiken.  Hvor  langt  han  vil  at 
man  skal  gaa  tilbage  i  denne,  viser  sig  af,  hvad  han  siger  om  Enhed  og  Flerhed. 
Forud  har  han  (523  b)  karakteriseret  de  Genstande,  som  man  ikke  fuldt  ud  faar 
fat  paa    gennem   Sanserne,  men   som    opfordrer  til   Tænkning   saaledes,  at   delte   er 


')  Herved  har  jeg  ikke  regnet  Zenon  med  til  Sofisterne;  jeg  fremhæver  netop  stadig,  hvorledes 
lian  med  sit  skarpe  Blik  har  peget  hen  paa  de  Vanskeligheder,  som  Mathematiken  maatte  overvinde 
for  at  blive  e.xakt  Videnskab.     At  han  selv  ansaa  dem  for  uovervindelige,  er  en  Ting  for  sig. 
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Tilfældet  med  det,  som  paa  engang  fremkalder  lo  hinanden  modsatte  sanselige 
Fornemmelser  (ru  sxßahovra  sîç  èvuvriav  a'laHrjaiv  äaa).  I  saadanne  Tilfælde  maa 
Sjælen  kalde  Dømmekraft  og  Forstand  til  Hjælp  for  at  afgøre,  om  der  er  én  Ting 
eller  to,  hvorom  Sanserne  meddeler  Beretning  {ev  z/nç  roioûroiç . . .  nsipärai  Xnyia/wv  rs 
xai  vitTjaw  ^l'oyrj  napaxaXnüna  èrctaxoTTSci^  sîVî  su  sïrs  (i'Jo  saziv  sxaara  uov  elaaj-ys ?,Åo/j.éu(ui> 
(524  b  3)).  Del,  der  falder  i  den  sanselige  Anskuelse  tilligemed  sin  Modsætning,  be- 
legnes altsaa  som  det,  der  opfordrer  til  Tænkning  («  iih  elg  tyjv  aca^rjatv  aua  rotç  èvavzlotç 
kauToiç  èf^Ttinvei,  napuxATjuxà  opi^/iusvnç  . . .  zrjç  vnrjaswç  (524  d  3)).  Platon  paapeger  nu,  al 
dette  finder  Anvendelse  paa  Anskuelsen  af  Enheden;  thi  den  samme  Ting  viser  sig 
altid  for  os  baade  som  en  Enhed  og  en  uendelig  Mangfoldighed  {ätia  yap  za.ù-ov  àç 
ïv  z£  ôpmfisv  xac  îoQ  ar.stpo.  zo  nk^Hoç)  (525  a  4).  Han  fremhæver  saaledes  den  samme 
Omstændighed,  som  i  et  nyt  Skrift  om  malhematisk  Logik')  anvendes  til  at  give  de 
førsl  rent  formelt  opstillede,  nøgne  Begreber  Enhed  og  Flerhed  et  frugtbari  Indhold. 
Om  den  saaledes  opslaaende  Talkunst  {zî>  -£p\  zoùç  Åoyiapooc  pdärj/ua),  der  dyrkes 
for  Erkendelsens  Skyld  (zn~j  yvrnpi^aiu  svaxa)  siges  videre,  at 


(525  d  5)  Toùzi'i  ye  . .  .  atfudpa  dvw  mn  äyti 
ZTjV  ipuyrjv  xai  Trspc  aùzwv  zàiv  àpittuwv 
dvayxci^st  dtaÅéyeffffat.  odâaufj  àitode^ôuevnu 
èdv  ziç  o-'J'^fi  (ipazà  7j  àizzù  ampaza  ïynvzaç, 
dpiftpnbç  T:poz£W('}ps.voç  diaXéy/jzat.  lilaHa  ydp 


den  hæver  Sjælen  og  nøder  den  til  al 
lænke  over  Tallene  selv  og  er  aldrig  til- 
freds med,  at  man  i  Tænkningen  bruger 
Tal,  der  har  synlige  eller  haandgribelige 
Legemer.    Thi  Du  ved  dog,  al  de,  der  er 


nou  ZOÙQ  nepl  zaôza  detuobQ  au  wc,    èdu  rtç      ky'dige  i  denne  Kunst,  1er  ad  En,    naar 


aàzà  zo  SV  entyscpfj  zw  Åoyw  zsfiustv,  xaza- 
ysÅcoac  z£  xac  oåx  dnodéyouzai,  dÅÅ  èàv  ah 
xeppaziZrjQ  aùzô,  èxeivni  TToXhnzXaaidùaiv, 
soXaßoapevoi  pr]  rrozs  <pavfj  zô  'iv  /nj  sv  dXh). 
TioÅÅa  pôpia.  — 

(526  a).  TY  oum  otsi, . .  .  sï  ziç  ïpmzo  aàzoùç' 
,^ä  liaupdatot,  Tüsp)  rzoUov  dpiäpwu  dtuÅéyeaifs, 
SV  olç    zîi  su    oiov    [)U£ÏQ    d^toùzé    saztv,    "lao'j 


man  i  Diskussionen  forsøger  at  dele  Enhe- 
den selv,  og  ikke  vil  lade  det  gælde,  men 
at  de,  naar  Du  skærer  den  i  Stykker, 
(istedetfor)  nuilliplicerer  den  af  Frygt 
for,  at  Enheden  nogensinde  skal  optræde 
ikke  som  Enhed,  men  som  Mangfoldig- 
hed.   Naar  man  nu  spørger  dem  :   I 

forunderlige  Mennesker,  hvad  er  det  for 
Tal,  I  taler  om,  hvori  der  findes  saadanne 


r£  txaazov  nav   navzi  xai  nùdï  aptxpw   dia-  Enheder,  som  I  antager,  der  alle  hver  for 

(fépov,    pôptôv    re    £>k    èv    éauzw    oodiu ;''  sig  er  lige  indbyrdes  uden   mindste  For- 

—  —   Hep}  ZOÙZC0V  Xiyoumv  tov  diaum^Öfjvat  skel,    og    ingen  Dele  indeholder?  (svarer 

pôvov  àyxcopsi,dXXu)ça' oodapCoçpczaysipiÇs-  de):  de  taler  om  Tal,  der  kun  kan   læn- 

aäai  duvazov. zw  ovzi  dvayxaïiw  kes  og  ikke  behandles  paa  nogen  anden 

ïjpcu  xivduvsÙEi  shut  zo  pd^pu,  ènsiôrj  (faivz-  Maade ;   denne  Kundskab  synes 


zai  ye  npoaavayxdZov  aùzfj  zjj  vorjast  ypnaihit 
zijv  4''^y'fjV  èn'aùrfju  zr^u  dXrjäscuv. 


virkelig  at  være  nødvendig  for  os,  da  den 
aabenbart  nøder  Sjælen  til  at  bruge  den 
rene  Tænkning  for  al  komme  i  Besid- 
delse af  den  rene  Sandhed. 


Th.  Brodén:  Om  begreppens  dialektiska  uprinnelse.     Lund  191,'). 
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Skønt  vi  mere  kommer  til  at  beskæftige  os  med  Geometrien,  faar  dette  Stykke 
om  Arithmetiken  ikke  ringe  Betydning  for  os,  fordi  Skildringen  af  det  rene  Talbe- 
greb tillige  tjener  til  Prøve  paa  det  Krav  paa  Renhed,  som  ogsaa  skal  stilles  til  de 
geometriske  Begreber;  thi  ogsaa  for  Geometriens  Vedkommende  lægges  der  fra 
Platon's  Tid  af  an  paa,  gennem  „den  rene  Tænkning  at  komme  i  Besiddelse  af 
den  rene  Sandhed." 

Platon's  Ord  yder  et  Bidrag  til  den  rette  Forstaaelse  af  Euklid's  arithmetiske 
Bøger  og  vil  da  i  Forening  med  dem  vise,  hvor  vidt  man  allerede  paa  Platon's 
Tid  maa  være  kommen  i  Retning  af  det  samme  Talbegreb,  som  Euklid  gaar  ud 
fra.  Det  maa  da  fremhæves,  at  dette  Begreb  om  Enhed  og  derved  om  Tal,  som 
efter  Platon  ikke  tør  anvendes  paa  benævnte  Tal  og  i  Sammenhæng  dermed  heller 
ikke  tilsteder  Brøkdannelse,  er  forskelligt  fra  det,  som  vi  nu  gaar  ud  fra.  Vi  taler 
vel  ogsaa  om  rene  eller  ubenævnte  Tal,  deriblandt  først  Enheden  og  de  hele  Tal. 
Operationer  med  dem  frembyder  for  os  den  Fordel,  at  de  bliver  anvendelige,  hvil- 
ken Benævning  man  end  derefter  giver  Tallene.  Vi  kan  da  ogsaa  „skære  Enheden 
i  et  Antal  lige  store  Stykker"  og  tage  dem  til  ny  Enhed  og  derved  faa  Brøker.  For 
de  Mathematikere,  som  Platon  omtaler,  og  for  Euklid  er  derimod  Enheden  og 
dermed  de  øvrige  hele  Tal  Regnesymboler,  med  hvilke  der  opereres  efter  bestemte 
Regler,  og  først  disse  lærer,  hvad  Enhed  og  Tal  er,  idet  man  faar  at  vide,  hvad  de 
bruges  til.  Derfor  kan  Euklid's  Definition  paa  Enhed  ikke  sige  andet,  end  at  det 
er  et  Begreb,  som  man  vil  faa  Brug  for.  Euklid  VII,  Def.  1  siger:  Mo'jdç  èativ, 
xaä-'rjv  ïxaazov  nuu  ovzcuv  iv  Åéycvat  (Enheden  er  det,  efter  hvilket  hver  enkelt  Ting 
kaldes  én),  og  Def.  2,  at  et  Tal  er  den  Mængde,  som  bestaar  af  Enheder,  altsaa  hvad 
vi  nu  kalder  et  helt  Tal. 

Definitionen  paa  Tal  giver  allerede  Anvisning  paa  Tælling  som  den  første  Tal- 
operation og  som  Middel  til  at  sammenligne,  addere  og  subtrahere  dem;  men  Reg- 
lerne for  de  øvrige  Operationer  gives  i  Proportionslæren,  i  hvilken  man  i  Virkelig- 
heden opnaar  det  samme,  som  vi  nu  opnaar  ved  Brug  af  Brøker.  Herpaa  peger 
ogsaa  Platon,  naar  han  siger,  at  Mathematikerne,  naar  man  vil  skære  Enheden  i 
StykkerJ(f.  Ex.  dele  den  i  5  ligestore  Dele  og  tage  3,  altsaa  danne  Brøken  f),  strax 
mangfoldiggør  den  (hvad  man  gør,  naar  man  lader  to  Størrelser  forholde  sig  som 
Tallene  3  til  5).  Hans  Bemærkning  viser  iøvrigt,  at  Tanken  om  en  Deling,  altsaa 
om  Brøkdannelse,  ikke  har  ligget  ham  fjernt;  vi  ved  ogsaa,  at  man  i  den  græske 
Logistik  brugte  de  fra  Ægypten  arvede  Stanibrøker  (Brøker  med  Tælleren  1).  Platon 
vil  netop  fremhæve,  at  Mathematikerne  tager  Afstand  fra  Brøkdannelse,  saa  vel  som 
fra  enhver  Brug  af  benævnte  Tal,  der  selvfølgelig  var  den  Forbindelse,  hvori  Tal 
brugtes  i  det  daglige  Liv.  Her  er  altsaa  Tale  om  et  valgt  og  villet  System,  som 
Mathematikerne  lagde  til  Grund  for  en  exakt  og  rationel  Behandling,  og  det  er  det 
samme,  som  for  Arithmetikens  Vedkommende  findes  hos  Euklid.  Forberedt  er  dog 
naturligvis  dette  System  ved  Pythagoreernes  praktiske  Anvendelse  af  Forhold  og 
Proportioner.     Denne   er   vistnok   ogsaa   fortsat    i    den   græske    Logistik,    og  at  den 

V     I).  K.  D,  Viilensli.Selsk.Slir  ,  naiui-vidensk.  og  mathem.  Atel.,  8.  Rælike.  1     5.  29 
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hævdedes   i    den  videnskabelige   Behandling,   turde   have   været  medvirkende   til,  at 
almindelige  Brøker  længe  ikke  anvendtes  i  den  græske  Regnekunst. 

Det  ligger  nær  at  antage,  at  et  saadant  Valg  af  den  udelelige  Enhed  og  en  ra- 
tionel Behandling  med  dette  Udgangspunkt  maa  skyldes  en  enkelt  Mand.  Da  nu, 
som  vist  i  Oversigt  1910,  Beviset  for  den  Theaitet  tillagte  Sætning  i  Euklid  X,  9 
om  Irrationalitet  af  Rodstørrelser  findes  i  Euklid  VII — VIII,  og  da  Behandlingen 
i  disse  netop  har  dette  Udgangspunkt,  ligger  det  nær  at  antage,  at  det  er  den  af 
Platon  saa  højt  skattede  Theaitet,  paa  hvem  han  her  særlig  tænker,  naar  han 
taler  om,  hvad  de,  der  er  kyndige  i  den  Kunst,  siger.  Under  disse  Omstændig- 
heder vil  de  Hovedtræk  i  den  .strengt  rationelle  Undersøgelse  i  Euklid  VII,  som 
maatte  skyldes  Theaitet,  have  vakt  Platon's  Opmærksomhed  for  Muligheden  og 
Ønskeligheden  af  en  lige  saa  gennemført  rationel  Behandling  af  den  hele  Mathe- 
matik, som  han  lægger  saa  stor  Vægt  paa.  Maaske  havde  ogsaa  Eudoxos  allerede 
da  vist,  hvorledes  Brugen  af  Forhold  og  Proportioner  ligeledes  egnede  sig  til  at 
danne  en  almindelig  Størrelseslære,  som  ogsaa  omfatter  irrationale  Størrelser. 

Ved  Omtalen  af  Geometrien  kommer  Platon  tilbage  til  Anvendelse  af  Figurer 
og  Operationer  med  disse  som  Symboler  paa  exakt  bestemte  Begreber  og  Operatio- 
ner med  disse.  Efterfølgere  af  ham  raillere  over  Anvendelsen  af  Ordet  „Geometri", 
som  umiddelbart  betyder  praktisk  Laandmaaling.     Selv  siger  han: 

(527  a).  lîxt  wjTT]  7j  èniaxTjfiT]  nav  rnùvavriov  at  denne  Videnskabs  sande  Væsen  staar 

ïj(zi  w'iQ  èu  aÙTfi  kôyotç  keyotiévotç  ûnh  tCov  i  en  bestemt    Modsætning  til   det   Sprog, 

lizTa-j[s.ipi^onivmv.  —  Aéyouat  [Av  nou  fidka  som  de  fører,  der  beskæftiger  sig  med  den. 

ysXoiwç  TB  xac  dvayxalwç-  thç  yàp  npazzovrec  —    Deres   Sprog    er    ganske    komisk    og 

T£   xai   Tzpd^emç  ivsxa   itdvraQ   touq   kôyouç  praktisk.     Naar     de    taler    om     at    kva- 

Tcoco'jpevoc    Xéyouaiv    T£Tpa.ycovi(istv    z£     xat  drere,   lægge   henad,    lægge  til  og  bruger 

napaxeivstv  xac  npnazi^évai  xai  ndvxa  iiuxo)  lutter  lignende   Udtryk,    skulde  man  tro, 

<pt^Eyy6p£vni,   xo   d'ïaxi   Ttno   izàv   x<>  pderj/ia  at   de   havde    en   Forretning   i   Livet,    og 

yvwazcoc  evexa  èTtirïjdsuô/isvov  ....  wpxnù  dà  at    denne    Forretning    var     Hovedsagen, 

ovroç  yvioaewq,  àXlà  où  xdù  noxé  xt  ytyvofjtévo'j  skønt    jo    dog    hele     Videnskaben    gaar 

xat  anoÅÅiJpévmj.  ud  paa  Erkendelse  ....  Erkendelse  gæl- 
der det  altid  værende,  ikke  det,  der  op- 
rinder og  forgaar  i  Tiden. 

De  her  og  i  VI  Bog  udtalte  og  antydede  Fordringer  til  Geometrien  svarer  ganske 
til,  hvad  vi  virkelig  finder  realiseret  hos  Euklid.  Det  samme  maa  Geometrien 
altsaa,  da  Platon  skrev  „Staten",  i  del  mindste  have  været  paa  Vej  til  at  opnaa, 
samtidig  med  at  hans  Ord  har  været  en  kraftig  Opfordring  til  at  gaa  videre  ad 
denne  Vej. 

Helt  anderledes  forholder  det  sig  med  Stereometrien,  som  Platon  vil  have 
indskudt  som  Nr.  3  mellem  Pythagoreernes  mathematiske  Videnskaber:  Arithmetik, 
Geometri,  Astronomi  (Sfærik)  og  Musik.  Han  har  allerede  begyndt  at  tale  om  Astro- 
nomien, da  han  synes  at  komme  i  Tanke  om,  at  der  mangler  noget,  som  bør  følge 
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umiddelbart  efter  Læren  om  plane  Figurer.     Fra  dem  burde  man  ikke  umiddelbart 
gaa  videre  ved  at  tage 


(528  a  9.)  èv  mpupopà  Ttv  -qdrj  azepzov 
XußovTSC,  Ttp\v  aoTO  Tiaifwjxh  Xaßsiv  ■  optUbç 
âè  ë^ei  éç^ç  fiSTÙ  dsurépav  aS^rjv  zptryjv  Xaii- 
ßdveiv.  eau  as  ttou  zntjzo  mp}  rfjH  zùiv  x'j- 
ßcav  au^rjv  xac  zh  ßdöouc  pszé^ov. 


Rumfîgurer  i  deres  Bevægelse,  førend  vi 
har  betragtet  dem  i  og  for  sig  selv. 
Det  rigtige  er  efter  den  anden  Ud- 
strækning at  gaa  over  til  den  tredje, 
jeg  mener  nemlig  Ivubernes  Udstrækning 
og  alt,  hvad  der  har  Dybde. 

Til  den  Bemærkning,  at  en  saadan  Videnskab  endnu  ikke  synes  at  være  fun- 
den, svares; 

Og  det  af  to  Aarsager.  Den  første  er,  at 
fordi  ingen  Stat  holder  denne  Videnskab 
i  Ære,  bliver  den  ikke  drevet  med 
Kraft,  vanskelig  som  den  er;  den  anden 
er,  at  de,  der  forsker  i  den,  behøver 
en  Anfører,  uden  hvilken  de  vel  næppe 
vil  finde,  hvad  de  søger.  Men  for  det 
første  vil  en  saadan  vanskelig  træde  frem, 
og  dernæst,  selv  om  han  kom,  vilde,  som 
Sagerne  nu  staar,  de,  der  er  beskæftigede 
med  disse  Undersøgelser,  af  Indbildskhed 
ikke  følge  ham.  Men  dersom  en  hel  Stal 
værdigede  Sagen  sin  Omsorg  og  holdt  den 
i  Ære,  saa  vilde  baade  disse  følge,  og 
ved  vedholdende  og  anspændt  Forskning 
vilde  Videnskaben  opklares  efter  sin  sande 
Beskaffenhed.  Thi  ogsaa  nu,  skønt  den 
ringeagtes  og  undertrykkes  af  Mængden 
og  af  de  Forskende  selv,  da  de  ikke  ind- 
ser, hvortil  den  nytter,  gaar  den  dog  til 
Trods  for  alt  dette  frem  ved  sin  ejendom- 
melige Ynde,  og  det  skulde  ikke  undre 
mig,  om  den  engang  vil  komme  for 
Lyset. 

Disse  Ytringer  vil  i  Øjeblikket  forbavse  den,  der  ved,  hvor  vidt  Stereometrien 
var  kommen  paa  Platon's  Tid,  ja  længe  forud.  Astronomien,  som  af  Pythago- 
reerne  kaldes  Sfærik,  var  knyttet  til  Behandlingen  af  Kuglen  og  dennes  for  Astro- 
nomien vigtigste  Storcirkler.  At  faa  rigtig  fat  paa  dem,  deres  Skæring  og  indbyrdes 
Beliggenhed,  og  at  gøre  de  Fremskridt  i  Opfattelsen  af  Himmellegemernes  Bevægelse, 
som  gik  forud  for  Platons  Tid,  har  krævet  en  ret  udviklet  Rumanskuelse.  Denne 
udvikledes  ogsaa  ved  Brug   af  Gnomon  og  Solure,   hvis   Konstruktion   knyttedes   til 

29* 


JiTzà  ydp  . .  .  r«  ac'zca'  Sn  zs  oodsfiia  TtôAcç  ii/- 
zéfÀWÇ  aùzà  b^sc,  àaiievwQ  Çrjzstzai  ^aÅsrrå 
(îvza,  èiziazÛTOu  zs  déovzac  (A  ^Tjzoôvzeç,  aveu 
où  o'jx  uv  eupotsv,  ?)v  npwzov  /uèu  yevéa^at 
^aXenôv,  eTtstza  xui  ■j'svn/jé'jou.  coç  uûn  'é-(et. 
oàx  av  Tiecitotvzo  oc  nsp)  zaùra  ^rjzrjzixoc  pe- 
faAo^povoôpevoc .  el  âè  n(')Acç  oXtj  auvEniazazol 
evzipcoç  ufouaa  wjzd,  obzoï  zs  äv  ttscI^oivzo  xai 
auvsyùç  ze  àv  xac  èvzôuwç  ^rjzoôpeva  sxcfavTJ 
•févoczo  fjTTTj  s'/sC  snsc  xac  vùv  ûno  zù)v  noXkwv 
àzcpaC,opsva  xat  xokouôpsva,  ùno  as  zwv 
^rjznûvzwv  Àôyov  oàx  èyôvzcuv  xaäTnc  yp'fjacua, 
opojç  npoç  anavza  zaùza  ß'ca  ùttô  ydptzoç 
aô^duezac,  xa}  oùdèu  äaupaazou  aàzk  tpavTjvac. 
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Projektion  paa  faste  Planer,  som  allerede  Ægypterne  har  brugt  i  deres  Bygnings- 
tegninger. Det  fremgaar  imidlertid  af  Begyndelsen  af  de  citerede  Ord,  at  Platon 
netop  paa  Grund  af  denne  Brug  af  Stereometrien  vil  have,  at  der  forud  for  Astro- 
nomien skal  gaa  et  selvstændigt  Studium  af  denne  Videnskab,  et  Studium,  der  da 
maa  bygges  paa  de  samme  exakte  Principer  som  Plangeometrien. 

Det  er  ogsaa  berørt,  at  man  paa  Platon's  Tid  kendte  de  5  regulære  Polyèdre, 
et  Kendskab,  der  delvis  skrev  sig  fra  Pythagoreerne.  Det  er  det  Emne,  hvormed 
Euklid's  Elementer  ender,  men  i  en  Skikkelse,  som  sikkert  naar  videre  end  den, 
hvori  Platon  kendte  det,  og  som  i  det  hele  stemmer  med  de  Grundsætninger,  som 
han  gør  sig  til  Talsmand  for.  Der  løses  nemlig  for  alle  Polyedrene  den  Opgave  at 
indskrive  dem  i  en  given  Kugle;  dermed  føres  dels  et  Bevis  for  deres  Existens,  dels 
er  den  løste  Opgave  den  geometriske  Algebras  Form  for  den,  der  nu  gaar  ud  paa 
at  give  algebraiske  Udtryk  for  Kanterne,  naar  den  omskrevne  Kugles  Badius  eller 
Diameter  er  given.  Et  Arbejde  i  den  Betning  var  dog  vistnok  alt  paabegyndt  af 
Theaitet. 

Ligeledes  har  Eudoxos  vistnok  uafhængig  af  Platon's  Opfordring  fundet  sin 
Formulering  af  infinitesimale  Bestemmelser,  som  indenfor  Stereometrien  tillod  ham 
at  føre  exakte  Beviser  for  de  af  Demokrit  fundne  Bestemmelser  af  Pyramidens  og 
Keglens  Bumfang.  Begge  disse  Fremskridt  viser  imidlertid  baade,  at  Stereometrien 
var  kommen  ret  vidt,  og  at  den  gjorde  vigtige  Fremskridt  netop  paa  Platon's  Tid, 
saa  her  ikke  synes  at  have  været  Grund  til  Klage. 

Hvad  der  blandt  stereometriske  Fremskridt  mest  maatte  interessere  Platon, 
er  dog  vistnok  den  Udvidelse  af  den  geometriske  Algebra,  som  knytter  sig  til  Ste- 
reometrien, idet  en  Fordring,  som  vi  nu  vilde  udtrykke  ved  en  Ligning  af  tredje 
Grad  mellem  Størrelser  fremstillede  ved  rette  Liniestykker,  fremstilles  som  en  Be- 
lation  mellem  retvinklede  Parallelepipeder  (og  Kuber).  Vi  har  saaledes  nævnt  hans 
Omtale  i  „Timaios"  af  den  simpleste  Opgave  af  denne  Art,  Terningens  Multipli- 
kation x'-'  =  a"  b  og  den  dermed  identiske  Bestemmelse  af  to  Mellemproportionaler. 
Denne  beskæftigede  Mænd,  som  stod  Platon  nær.  Ahchytas  havde  løst  den  ved 
en  Anvendelse  af  Flader  og  en  Bumkurve,  der  i  sig  selv  røber  stor  stereometrisk 
Færdighed;  Eudoxos  anvendte  nogle  plane  Kurver,  hans  og  Platon's  Discipel 
Menaichmos  Keglesnit.  Det  vilde  ikke  være  urimeligt  at  antage,  at  Platons  Øn- 
sker om  Stereometriens  Fremme  særlig  kunde  gælde  saadanne  Bestræbelser.  Forskel- 
ligheden i  de  gjorte  Forsøg,  blandt  hvilke  han  dog  næppe  har  kendt  Menaichmos', 
kan  da  have  fremkaldt  Ønsket  om  en  „Anfører",  der  kunde  opstille  en  Normalløs- 
ning. Ukendt  med  de  dermed  forbundne  Vanskeligheder,  kan  han  endog  have 
tænkt  paa  en  saadan,  som  omfatter  alle  Ligninger  af  3.  Grad  paa  samme  Maade, 
som  de  allerede  kendte  Fladeanlæg  omfatter  dem  af  2.  Grad.  Hans  sidst  anførte 
Ord  kunde  da  tolkes  som  et  Udtryk  for  dette  Haab. 

Selv  om  Platon  tillige  har  næret  saadanne  Ønsker,  er  der  dog  en  Ting,  hvor- 
paa  han,  efter  hvad  der  forud  var  sagt  om  Arithmetik  og  Geometri,  maatte  lægge 
særlig  Vægt,  nemlig  et  ligesaa  fast  Grundlag  for  Stereometrien  som  rationel  Viden- 
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skab  som  det,  hvorfor  han  allerede  havde  berominet  den  øvrige  Mathematik.  I  en 
saaledes  grundlagt  og  rationelt  gennemført  Behandling  vilde  han  ogsaa  se  den 
sikreste  Vej  til  den  Udvidelse,  som  han  efter  vore  foregaaende  Bemærkninger  kan 
have  ønsket. 

Med  denne  Forklaring  forekommer  det  mig,  at  de  anførte  Ytringer  —  ogsaa 
de,  for  hvilke  vi  har  nævnt  en  anden  Forklaring  som  mulig  —  bedst  stemmer. 
Havde  Talen  været  om  Udførelsen  af  nye  stereometriske  Undersøgelser,  vilde  det 
navnlig  gælde  om,  at  hver  enkelt  Forsker  gjorde  et  godt  Arbejde,  og  ikke  om,  at 
han  fulgte  en  Anfører  nøjagtig.  En  Banebryder  paa  et  eller  andet  Omraade  giver 
vel  ogsaa  andre  god  Vejledning  og  aabner  nye  Adgange  for  dem;  men  disse  ud- 
nyttes bedst  af  den,  der  mere  selvstændig  benytter  dem  og  sætter  egne  Kræfter  ind 
paa  at  komme  videre.  Anderledes  gaar  det  ved  den  systematiske  Opforelse  af  en 
Lærebygning._  Det  i  en  saadan  fulgte  System  har  nemlig  altid  noget  vilkaarligt  ved 
sig,  saaledes  Valget  af  Udgangspunkter  og  Symboler.  Der  kan  være  to  eller  flere 
Sandheder,  hvoraf  det  er  nødvendigt  at  postulere  en,  hvorefter  de  andre  kan  be- 
vises; men  Valget  af  den,  som  skal  postuleres,  kan  være  vilkaarligt.  Det  var  netop 
den  Vilkaarlighed,  som  ligger  i  Valget  af  det  Talbegreb,  som  man  opstiller  og  læg- 
ger til  Grund  for  Arithmetiken,  der  nys  bragte  os  til  at  antage,  at  de  græske 
Mathematikere  paa  dette  Omraade  havde  sluttet  sig  til  en  „Anfører"  —  vi  for- 
modede, at  det  var  Theaitet.  Platon  kan  have  ønsket  en  lignende  Fører  ved 
Dannelsen  af  et  exakt  Grundlag  for  Stereometrien. 

Sigter  hans  Bemærkninger  hertil,  kan  det  imidlertid  ikke  undre  os,  at,  som 
vi  ser  af  de  anførte  Ord,  Platon  ikke  fandt  megen  Lydhorhed  hos  dem,  der  var 
optagne  af  at  arbejde  paa  Stereometriens  positive  Fremskridt.  Saadanne  drager 
ikke  sjelden  Opmærksomheden  bort  fra  det  mere  formelle  systematiske  Arbejde,  og 
dertil  var  der  saa  meget  mere  Anledning  her,  som  den  nødvendige  logiske  Sikker- 
hed i  stereometriske  Undersøgelser  kunde  vindes  ved  at  føre  dem  tilbage  til  plan- 
geometriske Udgangspunkter.  Her  tog  da  hver  Forsker,  hvad  han  netop  havde 
Brug  for  uden  at  underordne  sig  en  enkelt  Fører.  Ved  den  endelige  Op- 
førelse af  en  samlet  geometrisk  Lærebygning  blev  Platon's  Opfordringer  dog 
respekterede;  men  den,  som  vi  finder  hos  Euklid,  bærer  dog  endnu  Prægel  af,  at 
den  deri  indeholdte  Stereometri  er  føjet  til  en  næsten  færdig  langt  mere  udviklet 
Plangeometri.     Hertil  skal  vi  komme  tilbage  i  XIV.  Kapitel. 

Ogsaa  Astronomi  og  Musik  vil  Platon  have  dyrket,  ikke  af  Hensyn  til  de 
nyttige  praktiske  Anvendelser,  men  med  Henblik  paa  Værdien  af  den  den  derved 
vundne  Viden  og  Forstaaen.  Astronomi  (Sfærik)  og  Musik  indeholdt  forøvrigt  paa 
den  Tid  ikke  alene  Anvendelser  af  Mathemaliken,  men  tillige  selve  de  dertil  nær- 
mest tjenende  Dele  af  henholdsvis  Stereometri  og  Arithmetik. 

For  Astronomiens  Vedkommende  saa  vi  nys,  at  Platon  ønskede  det  rent 
rumlige  henvist  til  Stereometrien:  men  ogsaa  Læren  om  Himmellegemernes  Be- 
vægelse vilde  han  paa  samme  Maade  have  bygget  paa  rent  rationelle  Principer, 
som    den    selv  opstiller,    saaledes  at  Afvigelser   i  den  virkelige  Bevægelse  fra  de  op- 
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stillede  Love  betragtes  som  uvæsentlige.  Han  gør  saaledes  her  Astronomien  til 
en  rent  mathematisk  Videnskab.  Det  samme  gælder  om  Musiken,  hvor  det  endog 
betegnes  som  noget  latterligt  at  sætte  Ørerne  højere  end  Fornuften!  Platon  ser 
altsaa  i  denne  Sammenhæng  bort  fra  de  Erfaringer  med  Øjne  og  Ører,  med  hvilke 
de  Forudsætninger,  som  man  opstiller  for  Astronomi  og  Musik,  helst  skulde  bringes 
i  saa  nær  Overensstemmelse  som  muligt,  hvad  man  jo  netop  prøver  ved  at  lægge 
behørigt  Mærke  til  de  Afvigelser  fra  rationelt  opstillede  Love,  som  kan  iagttages. 

I  nærværende  Arbejde  kan  vi  imidlertid  holde  os  til,  hvad  der  er  udtalt  om 
Arithmetik,  Geometri  og  Stereometri.  For  Arithmelikens  Vedkommende  saa  vi,  at 
Platon  allerede  forefandt  det  Talbegreb,  som  senere  Euklid  gaar  ud  fra,  og  han 
maa  have  kendt  den  Maade,  hvorpaa  Theaitet  byggede  videre  herpaa,  og  som 
vist  er  den,  vi  genfinde  i  Euklid  VII.  Paa  andre  Punkter  var  man  næppe  da  kommen 
saa  vidt.  Dels  fremgaar  ikke  noget  saadant  af  hans  mere  almindelig  holdte  Be- 
mærkninger, dels  kan  f.  Eks.  hans  S.  13(211)  anførte  Udtalelse  om  de  tre  Slags 
Vinkler,  o:  spidse,  rette,  stumpe,  at  disse  Begreber  selv  ikke  trænger  til  nærmere 
Forklaring,  tyde  paa,  at  han  —  som  vi  senere  skal  se  ogsaa  om  en  filosofisk  Nu- 
tidsforfalter  —  nøjes  med  en  rent  intuitiv  Skelnen  mellem  disse  uden  at  tænke 
paa  Nødvendigheden  af  bestemt  at  formulere  Skelnemærket. 

Hans  Bemærkninger  om  Geometrien  som  rationel  Videnskab  peger  imidlertid 
tydelig  hen  paa  de  Krav,  den  skulde  opfylde  for  virkelig  at  være  det.  Naar  nu 
de  Mathematikere,  som  sluttede  sig  til  ham,  dog  bemærkede,  at  der  paa  mange 
Punkter  maatte  gaas  længere  tilbage  for  at  opfylde  dem,  maatte  Platons  Udtalelser 
her,  saa  vel  som  sikkert  mange  tidligere  mundtlige  Udtalelser,  netop  være  dem  en 
kraftig  Opfordring  til  et  virksomt  Arbejde  paa  at  realisere  det  af  Platon  opstillede 
Ideal.  At  der  i  Plangeometrien  allerede  var  naaet  saa  meget,  at  Platon  selv  her 
ikke  finder  Grund  til  Klage,  kan  for  en  Del  være  sket  i  Henhold  til  tidligere  mundt- 
lig Opfordringer  fra  ham  i  samme  Retning.  For  Stereometrien  kræver  ogsaa  han 
et  helt  nyt  Arbejde  af  denne  Art. 

Arbejdet  paa  for  hele  Matliematikens  Vedkommende  og  langt  fuldstændigere, 
end  det  var  naaet  paa  Platon's  egen  Tid,  at  virkeliggøre  de  af  ham  opstillede 
Idealer,  fortsattes  nu  fra  Platon  til  Euklid,  hvorefter  man  blev  staaende  ved  den 
Virkeliggørelse,  som  er  givet  i  dennes  Elementer.  Dette  Synspunkt  giver  det 
bedste  Middel  til  fuldtud  at  forstaa  disse.  Rigtigheden  af  selve  det,  som  Euklid 
siger,  kræver  vel  ingenlunde  en  saadan  Forklaring;  netop  ved  den  rationelle  Be- 
handling træder  denne  af  sig  selv  frem  paa  ethvert  Punkt.  At  han  har  haft  de  af 
Platon  skildrede  Maal  for  Øje,  giver  derimod  Forklaring  paa,  hvorfor  han  netop 
er  gaaet  de  Veje,  han  har  valgt  for  at  opnaa  denne  Sikkerhed.  Meget,  som  i  første 
Øjeblik  synes  tilfældigt,  træder  nu  frem  som  villet  og  tilsigtet.  Lige  saa  vel  som 
de,  der  i  vore  Dage  undersøger  Geometriens  Forudsætninger,  tilsigter  Euklid  ved 
dem,  som  han  opstiller,  at  definere  og  afgrænse  det  Omraade,  indenfor  hvilket  han 
drager  .sine  Slutninger.  Over  2000  Aar  efter  kan  man  vel  paavise  Steder,  hvor  det 
ikke    ganske    lykkes    ham   at    naa   dette    Maal,    som  Platon    havde   peget   hen   paa. 
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Hvorledes  han  dog  i  det  mindste  har  haft  det  for  Øje,  skal  jeg  i  flere  af  de  føl- 
gende Kapitler  søge  at  paavise  og  derved  tillige  at  bidrage  til  en  bedre  Forstaaelse 
af  Euklids  berømte  Værk. 


Kap.  IV. 
Den  „analytiske  Methode";  „Elementer". 

Her  rejser  sig  nu  det  Spørgsmaal,  om  Platon  selv  paa  anden  Maade  end  ved 
saadanne  almindelig  holdte  Udtalelser  som  dem,  vi  her  har  anført,  har  bidraget  til 
at  give  Geometrien,  og  dermed  den  i  geometrisk  Form  iklædte  Algebra,  en  saadan 
ideel  Skikkelse  som  den,  vi  træffer  hos  Euklid.  Det  er  ikke  om  en  Udvidelse  af 
den  geometriske  Viden  lier  er  Tale,  men  om  en  Overgang  fra  en  mere  intuitiv 
Tilegnelse  af  denne  til  en  sammenhængende  rationel  Begrundelse,  som  gaar  ud  fra 
de  allerenklesle  Forudsætninger.  Det  er  netop  disse  og  den  Maade,  hvorpaa  den 
mere  intuitive  Viden  er  sammensat  eller  dog  lader  sig  sammensætte  af  dem,  som 
man  ikke  har  gjort  sig  Rede  for  under  den  intuitive  Tilegnelse.  Spørgsmaalet 
derom  var  imidlertid  forlængst  rejst  ved  Opdagelsen  af  irrationale  Størrelser,  og 
dets  Behandling  var  paa  dette  Omraade  efterhaanden  naaet  til  en  vis  Fuldkommen- 
hed (se  Oversigt  1910  og  1915).  Efter  Opdagelsen  af,  at  V2  er  irrational,  laa  det 
straks  nær  intuitivt  at  antage,  at  Kvadratrødderne  af  andre  Ikke-Kvadrattal  ogsaa 
maatte  være  det;  men  dette  Spørgsmaal,  hvis  Interesse  er  rent  rationel,  maalte 
kræve  en  rationel  Besvarelse.  Den  negative  Bestemmelse:  irrational,  blev  ført 
tilbage  til  Bestemmelsen:  inkommensurable  Størrelser,  som  vel  formelt  ogsaa  er 
negativ;  men  der  lader  sig  dog  opstille  en  Regel  for,  ved  Anvendelse  af  Bestem- 
melsen af  største  fælles  Maal,  at  prøve,  om  Størrelser  er  kommensurable  eller 
inkommensurable.  Det  er  ikke  svært  at  paavise  Irrationalitet  af  Rodslørrelser, 
naar  man  først  kan  gaa  ud  fra,  at  et  Primtal  ikke  kan  gaa  op  i  et  Produkt  uden 
at  gaa  op  i  en  af  Faktorerne.  Dette  sidste  vil  vel  ingen  nægte,  som  har  nogen 
Fortrolighed  med  Talbehandling;  men  han  kommer  i  Forlegenhed,  naar  man 
spørger  :  hvorfor.  Her  er  altsaa  i  Virkeligheden  kun  Tale  om  en  intuitiv  Viden  ; 
en  rationel  Besvarelse  faas  først,  naar  man  gaar  tilbage  til  et  klart  opstillet  Tal- 
begreb. Saaledes  maa  Theaitet  være  kommen  til  det  Talbegreb,  som  Platon  til. 
lægger  Mathematikerne.  Gaaende  ud  fra  dette  og  den  Operation,  som  bruges  ved 
Bestemmelse  af  største  fælles  Maal,  har  han  dernæst  bevist  den  nævnte  Sætning  og 
dermed  de  antagne  Sætninger  om  Rationalitet  og  Irrationalitet. 

De  her  beskrevne  Betragtninger  udgør  den  ved  Theaitet  og  hans  F'orgængere 
udførte    Analyse   af  de    Sætninger,    som    skulde    prøves,    efterfulgt   af  en   Synthese, 
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som  fra  de  Forudsætninger,  hvortil  man  var  naaet  tilbage,  førte  til  de  Resultater, 
som  man  i  dette  Tilfælde  vistnok  fra  det  Øjeblik,  man  havde  opdaget,  at  der  existerer 
irrationale  Størrelser,  maatte  have  været  tilbøjelig  til  at  antage.  Disse  Operationer 
er  vistnok  bragte  til  Afslutning  af  Theaitf.t  uden  nogen  direkte  Medvirkning  af 
Platon,  om  end  dennes  Bifald  af  hans  rationelle  Behandling  kan  have  ydet  Theaitet 
en  stor  Støtte  under  hans  Bestræbelser.  Men  derefter  har  Platon  kunnet  støtte 
sine  Opfordringer  til  at  stræbe  at  naa  lige  saa  vidt  paa  Matheniatikens  andre  Om- 
raader  ved  en  Henvisning  til,  hvad  der  var  naaet  paa  det  her  nævnte,  og  til,  hvor- 
ledes det  var  naaet.  At  han  har  gjort  det,  derpaa  tyder  den  Omstændighed,  at 
Brugen  af  den  analytiske  Methode  i  Oldtiden  jævnlig  tillægges  Platon,  uden 
at  man  just  i  hans  Skrifter  finder  nærmere  herom  eller  de  dertil  hørende  Kunstord, 
og  den,  at  Dannelsen  af  de  Former,  under  hvilke  Methoden  optræder  hos  de  græske 
Mathematikere,  gaar  tilbage  til  Platon's  nærmeste  Efterfølgere. 

Vi  skal  nu  foreløbig  se,  at  den  Brug  af  den  analytiske  Methode,  som  vi  her 
tilskriver  Platon's  Tilskyndelser,  stemmer  overens  med  de  Udtalelser  om  denne 
Methode,  som  er  bevarede  hos  Oldtidens  Forfattere.  Herom  giver  Pappos  (Hultsch's 
Udgave  p.  634,1 1 — 636,14)  følgende  Oplysninger: 


'Aud?M(Ttç  Toivuv  earcv  ôôoç  àrth  toü  C,7jroufi.i\>ou 
ô)C,  bptoXoyo'jfiévou  dià  twv  sf^yç  àxoXoùbmv 
STüi  Ti  ofwÅoyoijf^evov  nuvdéasi  •  èv  [Av  yàp 
zfi  àvaXùaei  to  ^rjzouijsvou  cbç  ysyovùç 
ônodéfievui  to  èç  ou  toûto  aujißaivsi  axonoû- 
iieëa  xai  ttû/m  èxshnu  to  iiporjjoùjiEvov,  iwç 
àv  (jStojç  âvuTToâi^ovTSÇ  xaTavrfjamfiev  eïç  u 
rwi'  ^ÔTj  yvwpt^ofxéuwu  ^  Tdçw  àffj(T^q  ^/"'■'' 
T(üv  xac  zijv  ToiaÛTT/V  e<podov  dud/.uffw 
xaÀotifjtsv,  olov  dvdnahv  kôaiv.  èv  dk  ttj 
auvbéaet  è$  bnooTpof^ç  to  èv  zfj  àvaAôasi 
xuTaATjfOèv  uffTUTOv  iJTtoffT^aduzVoc  ysyovoQ 
Yjàrj  xai  knojiiva  rà  ix€i  èvzœJba  Ttporfyoù- 
itzva  xazà  fûaiv  TdçavTsç  xac  à'Akfjhnç  ènt- 
auvbévTeç  sic  tsaoç  dfcxvoô/iaâa  ttjç  toù 
^rjToufiévoi)  xuTaaxsurjÇ'  xa\  touto  xaXoùpzv 
aùvbzaiv. 


JcTTÔv  â^èaùv  dvaXùaacuQ  yévoç,  to  uèv  Ç^tyj- 
Ttxtiv  xdXfjdoùç,  ?t  xaXeUza'.  beaoprjTixôv.  to  dh 
nopioTtxbv  TOÜ  npoTabévToç  [Xéyeiv],  ?i  xaXenac 
npoßXrjiJianxov   .   èm  /lïv  ouv  toTj  bsojprjzixoTj 


Analysen  er  Vejen  fra  det  søgte  som  ind- 
rømmet gennem  det,  som  videre  følger 
deraf,  til  det,  som  er  indrømmet  i  Syn- 
thesen ;  thi  idet  vi  i  Analysen  betragter 
det,  som  søges,  som  alierede  blevet  til, 
undersøger  vi  del,  hvoraf  dette  fremgaar, 
og  videre  det,  som  ligger  endnu  længere 
tilbage,  indtil  vi  under  denne  Tilbage- 
gang støder  paa  noget,  som  allerede  er 
bekendt  eller  regnes  med  til  Grundlaget 
(^Forudsætningerne);  og  en  saadan  Me- 
thode, kalder  vi  Anal  y  se,  en  Slags  bag- 
lænds Løsning  (Lysis).  I  Synthesen 
derimod  stiller  vi  omvendt  det,  som  vi 
i  Analysen  sidst  fik  fat  paa,  i  Spidsen 
som  allerede  blevet  til,  lader  det,  som  før 
gik  forud,  efter  Tingenes  Natur  følge  efter, 
og  idet  vi  føjer  Led  til  Led,  naar  vi  til 
Tilvejebringelsen  af  det  søgte,  og  det 
kalder  vi  Synthese. 

Der  er  to  Slags  Analyse;  den  ene, 
som  gaar  ud  paa  at  søge  noget  rigtigt, 
kaldes  theoretisk,  den  anden,  som  gaar 
ud    paa    at    tilvejebringe    noget    forlangt. 
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yévnuç  rô  ^rjToôfJtEvou  wç  w  ùzofféusuin  xac 
wç  àlrjhéç,  £na  dià  uou  êçrjÇ  àxnhtùiJwv  l'oq 
àkrjHùv  xac  ùjç  ïauv  xaiV  ûxiiiisacu  TzposAâôv- 
r£Q  èni  n  ôfioXoynùnEvov,  èàv  lAu  ùÀrjoèç  ij 
ixtivo  TO  otioXnjoufievov,  uArjßec  éazw.  xac  to 
^i^Toôfjisiiou,  xac  Y^  drcfiâecçcç  (hTcarpoçoç  ttj 
àvaXvaec,  èàv  ås  cpeùdec  ôfioXoyoupÀMw  èi/z'j- 
^wpev,  tpeùdoç  ïazac  xac  to  ^t^Toûfisuoii  .  èttc 
de  TOÜ  TcpoßlrjfiaTcxoü  jivouç,  to  Tüpnzahh-u  â)(; 
yvaaifkv  ÛTtoDépsvoc,  eira  ocà.  tcuv  éç'^ç  àxo- 
Aouöwu  wç  flArjlfaJv  jrpoeXdôvTBÇ  ènc  tc  npnXo- 
yoûfjisvov,  èàv  [xèv  to  ôfioAoyoôinevov  âuvuTov 
fi  xac  TTopcaTi'ju,  ô  xahiôacv  oc  àno  zwv  jiadrj- 
fidziüv  dodév,  duvfiTov  sazac  xac  to  npozaltév, 
xa\  ndhv  Tq  dxôdscitç  dvTcoTpocpoç  ttj  àvaXôasc, 
èàv  âè  dduvaTU)  h^ioXo^oufiivu)  èvTÙ^wixsv, 
àdûvaTov  ïoTuc  xac  to  7:poßkrjfia.  ^) 


kaldes  problematisk.  I  den  theoretiske 
Analyse  forudsætter  vi,  at  det  undersøgte 
virkelig  forholder  sig  saaledes  [som  det 
paastaas],  derpaa  gaar  vi  Skridt  for  Skridt 
gennem  det,  som  videre  følger  deraf,  idet 
vi  forudsætter  det  som  sandt  og  virkeligt, 
til  en  logisk  Konsekvens;  hvis  saa  Konse- 
kvensen er  rigtig,  vil  ogsaa  det  omspurgte 
være  det,  og  Beviset  vil  i  omvendt  Orden 
svare  til  Analysen;  kommer  vi  derimod 
til  en  urigtig  Konsekvens,  vil  ogsaa  det 
omspurgte  være  urigtigt.  I  den  proble- 
matiske Analyse  derimod  betragter  vi 
det,  som  forlanges,  som  bekendt  og  gaar 
derpaa  Skridt  for  Skridt  gennem  det,  der 
følger  deraf  som  rigtigt,  til  en  logisk  Kon- 
sekvens; hvis  saa  denne  Konsekvens  er 
mulig  og  kan  tilvejebringes  (hvad  Mathe- 
matikerne  kalder  „givet"),  er  ogsaa  det 
forlangte  muligt,  og  atter  vil  Beviset  svare 
omvendt  til  Analysen;  men  hvis  man  om- 
vendt kommer  til  en  umulig  Konsekvens 
vil  ogsaa  Opgaven  være  umulig. 


Beskrivelsen  af  disse  to  Analyser  er  tydelig  nok;  og  navnlig  vil  den  negative 
Anvendelse  af  den  theoretiske  Analyse  til  at  bevise  Urigtigheden  af  en  Antagelse  og 
Anvendelsen  af  den  problemaliske  Analyse  saavel  til  at  finde  Løsningen  af  en  Op- 
gave som  til  at  bevise  dens  Umulighed  til  alle  Tider  være  anvendt  i  mathematiske 
Undersøgelser.  Pythagoreerne  har  f.  Eks.  brugt  den  første  til  at  bevise,  at  [2  ikke 
er  en  Brok,  og  hvad  der  overhovedet  menes  med  en  eller  anden  Opgave,  forstaas 
jo  først  samtidig  med,  at  man  tænker  den  løst.  I  vore  Dage  giver  man  Analysen 
en  bestemt  Form  ved  at  kalde  en  søgt  Størrelse  x  og  opstille  og  løse  den  Ligning, 
som  udtrykker,  at  den  virkelig  tilfredsstiller  den  opgivne  Betingelse.  At  man  ogsaa  i 
Oldtiden  var  sig  Brugen  og  Betydningen  af  en  Analyse  og  en  dertil  knyttet  Synthese  fuldt 
bevidst,  fremgaar  af  ovenstaaende  Beskrivelse,  der  netop  bliver  bestemt  og  almindelig 
ved  sin  Korthed.  Forstaaelsen  af  baade  den  heuristiske  og  logiske  Værdi  af  disse  Opera- 
tioner træder  endvidere  frem  i  den  regelbundne  Leddeling  af  Theoremer  og  Problemer 
og  den  dertil  hørende  Analyse  og  Synthese;  af  disse  nøjedes  man  i  en  systematisk 


'j  De  her  hrugte  Udtryk,  særlig  åuiarw  og  a'Kvazov,  bekræfter  den  Anskuelse,  jeg  længe  har  gjort 
gældende,  og  ligeledes  i  det  følgende  hævder,  at  de  gamle  „Problemer"  særlig  gaar  ud  paa  at  bevise 
Muligheden  eller  Eksistensen  af  det,  som  i  dem  konstrueres. 

I).  K.  I).  Vidensk.  Selsk.  Skr.  naturvidensk.  og  raathein.  .4fd.,  8.  Række,  I.  5.  30 
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Fremstilling  af  en  sammenhængende  Lære  jævnlig  med  at  fremsætte  den  sidste,  da 
denne  indeholder  den  tilstrækkelige  Begrundelse,  som  Analysen  da  blot  havde  tjent 
til  at  finde.  Alt  dette  og  hvert  Leds  logiske  Betydning  er  udførlig  beskrevet  i 
Hankel:  Geschichte  der  Mathematik  im  Altertum  imd  Mittelalter,  saavel  som  i  min 
Lærebog  med  samme  Emne. 

Det  kan  synes  noget  underligt,  at  man  har  villet  tillægge  Platon  Opfindelsen 
af  en  i  og  for  sig  saa  selvfølgelig  Methode  som  den  analytiske,  der,  som  vi  har 
nævnt  Eksempler  paa,  jævnlig  har  været  anvendt  før  hans  Tid;  han  kan  derimod 
nok  have  fremdraget,  hvad  det  er,  der  karakteriserer  disse  ældre  Udledelser  af  en 
Begrundelse  eller  af  en  Konstruktion,  Denne  Tilknytning  til  hans  Navn  og  den 
derpaa  følgende  Udformning  af  Methoden  forklares  dog  bedst  ved  den  store  Betyd- 
ning, som  den  fik  netop  for  det  Formaal,  for  hvilket  Platon  gjorde  sig  til  Tals- 
mand, og  som  satte  de  samtidige  og  umiddelbart  efterfølgende  Mathematikere  i 
Arbejde.  Dette  Formaal  var  en  Omstøbning  af  den  Samling  af  geometrisk  Viden, 
hvoraf  man  alt  var  i  Besiddelse,  til  en  synthetisk  Lærebygning. 

Dertil  krævedes  først  og  fremmest  en  Anvendelse  af  den  i  det  citerede  Stykke 
hos  Pappos  beskrevne  Analyse,  som  dog  ganske  af  sig  selv  maatte  blive  en  anden 
end  den  Erhvervelse  af  nye  Resultater,  paa  hvilken  Pappos  nærmest  tænker,  og 
som  vi  ogsaa  i  Nutiden  tænker  paa,  naar  vi  anvender  den  analytiske  Methode. 
Pappos  og  vi  søger  at  løse  de  nye  Opgaver  ved  at  føre  dem  tilbage  til  noget  forud 
bevist  eller  i  sidste  Instans  til  forud  opstillede  Definitioner  og  Postulater.  Den 
Gang  derimod  besad  man  i  ikke  ringe  Omfang  en  geometrisk  Viden  i  den  færdige 
og  mere  sammensatte  Skikkelse,  hvori  netop  Intuitionen  giver  den;  del  gjaldt  da 
omvendt  at  finde,  hvilke  mindre  sammensatte,  men  ikke  altid  opstillede  Sætninger, 
derïligger  til  Grund  for  dem,  som  man  kendte,  indtil  man  kom  til  Paastande,  fra 
hvilke  det  er  umuligt  at  naa  tilbage  til  noget  endnu  simplere.  Dette  maatte  nu 
udtrykkelig  opstilles  som  Forudsætninger,  hvorpaa  Lærebygningen  kan  opføres  ved 
en  Bevægelse  i  modsat  Retning. 

Her  bliver  ligesaa  vel  Brug  for  den  the  ore  tiske  Analyse  som  for  den  pro- 
blematiske. Hvad  der  forelaa  paa  Platon's  Tid,  var  dels  Forestillinger  om  Fi- 
gurer, som,  om  de  end  oprindelig  var  vundne  ved  Intuition,  dog  allerede  var  saa 
klare  og  og  tydelige,  at  man  uden  at  gribe  fejl  kunde  lægge  dem  til  Grund  for 
rigtige  Slutninger,  dels  et  Kendskab  til  Egenskaber  ved  saadanne  Figurer,  i  hvis 
Erhvervelse  baade  Intuition  og  Slutninger  havde  Del.  Paa  de  første  maatte 
man  anvende  den  problematiske  Analyse,  til  man  naaede  tilbage  til  de  simpleste 
Forestillinger  af  samme  Art  og  de  første  Regler  for  deres  Forbindelse,  som  man  da 
udtrykte  ved  Definitioner  og  Postulater;  paa  de  bekendte  Egenskaber  anvendte  man 
den  theoretiske  Analyse,  til  man  kom  tilbage  dels  til  den  samme  Art  af  Forudsæt- 
ninger, som  netop  udtrykker  Grundegenskaberne,  dels,  naar  Talen  er  om  Størrelse, 
til  saadanne  Forudsætninger,  som  indeholdes  i  Euklid's  „Almindelige  Begreber". 
Oprindelig  havde  de  nævnte  Forestillinger  og  den  omtalte  Viden  ikke  bevidst  været 
byggede  paa  disse  Forudsætninger;    men    efter  paa  den   Maade   at   være    fundne   og 
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udtrykkelig  opstillede,  danner  disse  det  Materiale,  hvoraf  Euklid's  Lærebygning  der- 
efter synthetisk  er  opført. 

Det  er  netop  dette  Billede,  som  finder  Udtryk  i  Ordene  Analyse  og  Synthese. 
Ved  Analysen  opløser  eller  udstykker  man  den  foreliggende  Sætning,  som  for  Pro- 
blemernes Vedkommende  gælder  Eksistensen  af  visse  Figurer,  for  Theoremernes 
saadanne  Figurers  Egenskaber,  i  en  Del  simplere  Sætninger,  som  i  begge  Tilfælde 
kan  høre  til  begge  de  nævnte  Kategorier.  Af  disse  kan  man  omvendt  sammen- 
sætte den  først  forelagte  mere  indviklede  Sætning;  dette  sker  ved  Synthese. 
Den  ved  Analysen  fundne  Gruppe  af  enkelte  Sætninger,  eller  snarere  Beviserne  for 
disse,  udgør  de  Elementer  {aimyzui),  hvoraf  den  forelagte  Sætning,  eller  snarere 
Beviset  for  denne,  er  sammensat.  Hver  enkelt  af  de  fundne  simplere  Sætninger 
lader  sig  paa  lignende  Maade  opløse,  indtil  man  tilsidst  kommer  til  de  Forudsæt- 
ninger, som  under  forskellige  Benævnelser  anføres  i  Spidsen  for  den  hele  synthe- 
tiske  Lærebygning,  og  som  udgør  de  „Elementer",  hvoraf  alle  dens  Sætninger 
(eller  Beviser)  er  sammensatte. 

P.  Tannery  gør  i  sin  interessante  Afhandling:  Sut  l'histoire  des  mots  analyse 
et  synthèse  en  mathématique  ')  opmærksom  paa,  at  en  saadan  Brug  af  Analyse  og 
Synthese  som  Kunstord  ikke  findes  i  Platon's  Skrifter;  men  de  er  i  den  Grad 
Sprogets  naturlige  Udtryk  for  de  Operationer,  som  der  er  Brug  for,  naar  man  vilde 
give  Geometrien  den  af  Platon  priste  rationelle  Skikkelse,  at  hans  mathematiske 
Disciple  og  Efterfølgere  ganske  naturlig  bragtes  til  af  sig  selv  at  anvende  disse  Ord. 
Og  at  man  paa,  eller  dog  lige  efter  hans  Tid  anvendte  Ordet  axnr/ûa  netop  paa 
Resultatet  af  den  her  beskrevne  Analyse,  fremgaar  af  et  Sted  hos  Aristoteles 
(Metaph.  IV,  3,  1004  a),  som  Tannery  citerer,  og  hvor  der  i  det  hele  gøres  Rede  for, 
i  hvilke  Betydninger  Ordet  arniy_zia  tages.  Efter  at  have  omtalt  de  materielle  For- 
klaringer af  Ordet  siger  han: 

napaTtXrjauoQ  ås   xa:   rå    rwu   âta-j-pa/jt/idrcoi/  Paa  samme  Maade  siger  man  „Elementer" 

azoi-(da  kéyszat,  xai  uÅmc  zà  tüv  dmidclçscuiJ  •  i    Geometrien    og    i    Almindelighed    i    de 

a'i   jap    TtpCorai    àrcodsiçstç    xat    sv   nksîoacu  deduktive  Videnskaber;  thi  de  første  Be- 

àizodsiçs/jw  èvu-âpyouaat,  aurai  aroiysta  nuv  viser,    som    genfindes    i    flere   andre   føl- 

âTcodsiçswv  Åéynuzac.  gende,    kaldes    disse    Bevisers  Elementer. 

Aristoteles  kræver  vel  en  vis  Oprindelighed  af  disse  „første  Beviser",  naar 
han  bagefter  siger,  at  Elementer  skal  være  smaa,  enkelte  og  udelelige,  hvad  der 
kun  vilde  være  Tilfældet  med  Axiomer  (Postulater);  men  denne  Indskrænkning  er 
faldet  fuldstændig  bort  i  følgende  Forklaring  af  den  samtidige  Mathematiker  Me- 
naichmos,  som  iøvrigt  fastholder  den  samme  Sammenhæng  som  Aristoteles  mellem 
to  Sætninger  (eller  Beviser),  naar  den  ene  skal  være  Element  af  den  anden.  Der 
siges  nemlig  hos  Proklos  (S.  72,23 — ^73.14): 

„løvrigt  siger  man  Element  paa  to  Maader  (to  amiyslnv  kéjsrat  Si/iüq),  saaledes 


')  Atti  del  Congresso  internazionale  di  Scienze  storiche,  (Roma,  1903),  vol.  XII  Sez.  VIII. 

30* 
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som  Menaichmos  bemærker;  thi  det  som  tjener  til  at  opnaa  (to  xaraaxs'jdQov)  er 
Element  af  det,  som  opnaas  {zou  xaraaxsuaConévnu),  saaledes  som  Euklid's  første 
Sætning  er  det  af  den  anden  [Problemer]  og  den  fjerde  af  den  femte  [Theoremer]. 
Paa  denne  Maade  kan  man  ogsaa  kalde  flere  Sætninger  Elementer  af  hverandre 
{ouTco  de  xac  ùÀ'/.rjho-u  sluac  Tznllù.  azoiyzla  firjiHjazzox);  thi  de  opnaas  ved  hverandre. 
Saaledes  slutter  man  Antallet  af  rette  Vinkler,  som  en  Polygons  indvendige  Vinkler 
udgør,  deraf,  at  Summen  af  de  ydre  Vinkler  er  lig  4  Rette,  og  omvendt.  Et  saadant 
Element  ligner  el  Lemma.  Men  paa  anden  Maade  siger  man  Element  om  det,  som 
er  det  simplere,  hvori  det  sammensatte  deler  sig  {eIq  ?>  ar.loùaxzpnv  ùndpynv  ticatpatzai 
TO  aùvHtxnv).  Paa  denne  Maade  kan  man  ikke  mere  sige,  at  alt  er  Element  af  alt, 
men  kun,  at  det  mere  fundamentale  er  Element  af  det,  der  kan  karakteriseres  som 
Resultat,  saaledes  som  Postulaterne  er  Elementer  af  Theoremerne.  1  denne  Betydning 
af  Elementer  er  ogsaa  Euki.id's  Elementer  udarbejdede  saavel  for  Plangeometrien 
som  for  Stereometrien,  og  saaledes  har  mange  ogsaa  skrevet  Elementer  i  Arithmetik 
og  i  Astronomi. 

Citaterne  efter  Euklid  viser,  at  der  ikke  her  foreligger  et  ganske  ordret  Ud- 
drag af  Menak.hmos,  til  hvem  det  heller  ikke  er  rimeligt  at  henføre  Sammenligningen 
med  et  Lemma.  Dette  Kunstord  er  vistnok  yngre,  og  det  er  Proklos,  der  bruger 
det  til  Forklaring  af  de  ham  mere  fremmede  Elementer  af  første  Art.  Det  er  den 
anden  Brug  af  Ordet  „Elementer",  som  Proklos  bedst  kender,  og  til  hvilken  ogsaa  vi 
har  sigtet,  naar  vi  har  talt  om,  at  Sætninger  hos  Eukud  til  Elementer  har  de 
simplere  forudgaaende  Sætninger  og  tilsidst  de  opstillede  Forudsætninger,  og  vi  ser 
heraf  Grunden  til,  at  selve  Euklid's  Bog  og  lignende  Værker  kaldes  „Elementer": 
de  bliver  nemlig  Elementer  af  de  Sætninger,  som  man  sammensætter  deraf  i  videre- 
gaaende  Undersøgelser.  Efter  selve  denne  anden  Betydning  af  Elementer  maa  de 
findes  ved  en  Analyse  og  bruges  ved  en  Synthese,  Operationer,  som  vi  senere  faar 
andre  Beviser  for,  at  Menaichmos  kender.  Naar  han  dog  ikke  bruger  disse  Ord, 
maa  det  bero  paa,  at  de  lige  saa  lidt  var  slaaet  fast  paa  hans  Tid  som  paa  hans 
Lærer  Platon's;  havde  han  brugt  disse  senere  saa  kendte  Ord,  vilde  hverken 
Proklos  eller  hans  nærmeste  Kilde')  have  undladt  at  referere  dem.  At  de  ikke 
bruges  her-),  er  derimod  et  Bevis  paa,  at  Operationerne  er  ældre  end  Ordene,  og 
Henvisningen  til  Menaichmos  paa,  at  det  er  med  Rette,  at  den  melhodiske  Brug  af 
selve  Operationerne  henføres  til  Platon's  Skole. 

Denne  anden  Art  af  Elementer,  som  er  simplere  og  mere  oprindelige  end 
de  Sætninger,  som  de  skal  tjene  til  at  bevise,  er  vistnok  den,  paa  hvilken  Benæv- 
nelsen Elementer  særlig  anvendtes,  men  fra  denne  Indskrænkning  ser  Menaichmos 

')  Efter  Tannery's  Formodning  Geminos;  se  La  Géométrie  grecque  p.  136.  Alle  de  Brudstykker 
efter  Menaichmos,  som  her  benyttes,  findes  i  denne  Bog. 

-)  Naar  den  mere  indviklede  Sætning  i  Citatet  efter  Menaichmos  kaldes  aûwtsrov,  er  det  i  samme 
Betj'dning,  som  vi  vilde  sige  „sammensat"  uden  særlig  at  tænke  paa  de  Dele,  hvoraf  den  er  sammen- 
sat. Ordet  optræder  saaledes  endnu  ikke  her  som  Kunstord,  men  viser  blot,  at  Brugen  af  Synthese 
som  Kunstord  er  meget  nærliggende,  ligesom  det  er  det  for  os  at  betegne  de  to  Operationer  som  Op- 
løsning og  Sammensætning. 
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bort  i  den  første  Forklaring,  som  derved  faar  en  almindeligere  Karakter,  men  og- 
saa  passer  paa  Elementer  af  anden  Art.  Den  er  den  selvsamme  som  den  nysnævnte 
hos  Aristoteles.  En  Sætning  A  siges  da  at  være  Element  af  en  anden  B,  naar 
den  overhovedet  benyttes  i  Beviset  for  den,  selv  om  Sætningerne  A  og  ß  i  sig  selv 
er  lige  simple.  I  saa  Fald  kan  man  ogsaa  først  bevise  B  og  dernæst  udlede  A  af 
denne,  hvad  Menaichmos  netop  fremhæver  ved  sit  Eksempel  :  Bestemmelsen  af  en 
Polygons  Sum  af  udvendige  og  Sum  af  indvendige  Vinkler,  som  ikke  er  taget  fra 
Euklid  og  altsaa  vistnok  er  brugt  af  Menaichmos  selv.  Saadanne  Tilfælde, 
hvor  det  kunde  være  tvivlsomt,  hvilken  af  lo  Sætninger  man  skulde  sætte  først,  og 
hvilken  man  skulde  sætte  sidst  i  et  System,  der  tilfredsstillede  Platons  Fordringer, 
maatte  Menaichmos,  som  vi  skal  se  blandt  de  første,  der  stræbte  at  efterkomme 
disse  Fordringer,  let  støde  paa.  Vi  ser  her,  at  han  ogsaa  i  saadanne  Tilfælde  kaldte 
den  af  disse  Sætninger,  som  han  valgte  at  bevise  først.  Element  af  den  anden. 
Derved  undgik  man  de  Tvivl,  som  Muligheden  af  at  tage  forskellige  Udgangspunkter 
ellers  let. vilde  fremkalde. 

Overensstemmende  med  Menaichmos'  anden  og  i  det  mindste  i  Tidens  Løb 
sædvanlige  Forklaring  af  Benævnelsen  Elementer  er  ikke  blot  Navnet  Elementer  paa 
Euklid's  Bog,  men  ogsaa  Apollonios'  Betegnelse  af  de  4  Bøger  af  hans  Keglesnit 
som  Keglesnitslærens  Elementer.  Her  fremsættes  de  „Elementer",  o:  de  Sætninger  og 
Beviser  for  samme,  hvoraf  man  bagefter  kan  sammensætte  nye,  mere  indviklede 
Sætninger  og  Beviserne  for  disse.  De  nævnte  Værker  afviger  derved  fra  den  Fore- 
stilling, som  man  nu  ofte  forbinder  med  Betegnelsen:  elementær  Lærebog,  nemlig 
at  man  ikke  vil  stille  strenge  videnskabelige  Fordringer  til  en  saadan,  medens  der 
netop  maatte  stilles  strenge  videnskabelige  Fordringer  til  de  Bøger,  der  skulde  an- 
vendes som  „Elementer"  i  den  antike  Betydning.  Paalideligheden  og  Almindelig- 
heden af  det,  som  man  videre  skulde  finde  ved  Sammensætning  af  disse  Elementer, 
eller  af  de  videregaaende  Undersøgelser,  som  man  vilde  bygge  paa  denne  Grund- 
vold, maatte  afhænge  af  dennes  egen  Soliditet  og  Almindelighed.  Havde  man  saa- 
ledes  først,  som  det  er  Tilfældet  med  Euklids  Elementer,  sørget  for  at  bevise  Sæt- 
ningerne saaledes,  at  de  i  lige  Grad  var  anvendelige  paa  rationale  og  irrationale 
Størrelser,  vilde  ganske  af  sig  selv  det  samme  være  Tilfældet  med  det,  som  man 
dernæst  fandt  ved  Benyttelse  af  disse  Elementer. 

Hvad  der  karakteriserer  et  saadant  Værk,  som  fortjener  Navnet  „Elementer" 
i  denne  Betydning,  træder  godt  frem,  naar  man  sammenligner  de  to  videstgaaende 
Bøger  i  Apollonios'  Keglesnit^):  den  IIL  og  den  V.  Den  første  regner  han  med  til 
Keglesnittenes  „Elementer",  den  sidste  ikke.  Det  er  ganske  misforstaaet,  naar  man 
har  villet  sætte  dette  i  Forbindelse  med  den  Omstændighed,  at  Apollonios  i  den 
sidstnævnte  Bog  naar  til  Resultater,  der  falder  sammen  med  den  moderne  Bestem- 
melse af  Keglesnittenes  Evoluter,  som  nu  foretages  ved  infinitesimale  Hjælpemidler 
og  derved  kan  henregnes  til  det,  som  vi  nu  kalder  højere  Mathematik.  At  denne 
Bog  ikke  henregnes  til  Elementerne,    betyder,   at   dens  Hovedformaal    er   den    fuld- 

')  Sinlgn.  min  Redegørelse  for  disse  Bøger  i  „Keglesnitslæren  i  Oldtiden" 
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stændige  Behandling  af  en  bestemt  Opgave:  Nedfældelsen  af  en  Normal  fra  et  Punkt 
paa  en  Keglesnitslinie.  En  saadan  Behandling  niaa  indbefatte  baade  Opgavens 
Løsning  og  dens  Diorisme  eller  Afgrænsningen  af  de  Tilfælde,  hvor  flere  eller  færre 
Løsninger  er  mulige.  Denne  Afgrænsning,  som  nøje  knytter  sig  til  Opgavens  Løs- 
ning og  ikke  umiddelbart  har  noget  med  Infinitesimalundersøgelser  at  gøre,  kommer 
til  at  indbefatte  Evolutens  Bestemmelse.  Hele  Undersøgelsen  støtter  sig  paa  de 
almindelige  Egenskaber  ved  Keglesnittene,  som  er  fremsatte  i  disses  i  I— IV.  Bog 
indeholdte  „Elementer";  dette  er  jo  netop  Elementernes  Bestemmelse,  men  deri 
ligger  ogsaa,  at  man  ikke  i  V.  Bog  er  førl  ind  i  en  ny  og  højere  Sfære.  Denne 
sidste  Omstændighed  skal  naturligvis  ikke  formindske  vor  Paaskønnelse  af,  at 
Apollonius  i  denne  Bog  saa  smukt  og  sikkert  naar  det  Maal,  han  har  sat  sig;  men 
saalænge  han  stiler  mod  det  bestemte  Maal  og  er  tilfreds  med  at  naa  det  for  dets 
egen  Skyld,  bliver  Udbyttet  ikke  „Elementer".  Noget  andet  er  det,  at  man  ved 
videre  Forarbejdelse  kan  faa  dannet  „Elementer"  for  endnu  videregaaende  Under- 
søgelser. Ogsaa  dette  antyder  Apollonios  i  Fortalen  ved  at  omtale  Betydningen 
af  Løsning  af  de  nævnte  Opgaver  og  overhovedet  af  Berøringsopgaver  for  Bestem- 
melsen af  Maxima  og  Minima. 

I  III.  Bog  har  han  derimod  fuldstændiggjort  de  Elementer,  hvoraf  en  vigtig 
Klasse  af  videregaaende  Undersøgelser  lader  sig  sammensætte.  Af  denne  Bog  frem- 
drages vel  ofte  det  smukke  og  let  læste  —  altsaa  ogsaa  i  moderne  Betydning  „elementære" 
—  Afsnit  om  Brændpunkterne;  men  Apollonios  selv  peger  i  sin  Fortale  især  hen  paa 
den  større  forudgaaende,  ingenlunde  let  læste  og  derfor  mindre  paaagtede  Del  af 
Bogen,  naar  han  skal  nævne  de  Klasser  af  videregaaende  Undersøgelser,  ved  hvilke 
der  bliver  Brug  for  denne  Bogs  Indhold,  og  hvis  „Elementer"  den  altsaa  indeholder. 
I  denne  Del  af  Bogen  fuldstændiggøres  det  vistnok  tidligere  af  Euklid  opstillede 
Bevis  for  Potenssælningen  eller  „Newtons  Sætning",  som  man  har  kaldt  den. 
Fuldstændiggørelsen  er  sikkert  den,  som  først  blev  mulig,  da  Apollonios 
fandt  paa  at  betragte  to  sammenhørende  Hyperbelgrene  som  en  og  samme 
Kurve.  Denne  Fuldstændiggørelse  var  netop  nødvendig  for  Sætningen  som  „elemen- 
tær" i  den  antike  Forstand,  nemlig  som  en  saadan,  der  skal  spille  en  Hovedrolle 
ved  Sammensætningen  af  nye  Sætninger;  uden  det  vil  ogsaa  disse  blive  ufuldstæn- 
dige, hvad  Apollonios  netop  i  sin  Fortale  bebrejder  Euklid.  Af  Fortalen  erfarer 
man,  at  denne  Bogs  Sætninger,  blandt  hvilke  de  forskellige  Skikkelser  af  den  nævnte 
Sætning  spiller  Hovedrollen,  er  nyttige  for  „Synthesis"  og  Diorismer  af  „rumlige 
Opgaver"  (altsaa  af  saadanne,  som  vi  nu  løser  ved  Ligninger  af  3.  Grad),  endvidere 
for  en  fuldstændigere  „Synthesis"   af  Stedet   til    3  eller  4  Linier'),   end  Euklid   har 

')  I  det  citerede  Skrift  henstiller  Paul  Tannery  til  mig  at  gøre  Rede  for  denne  sidste  Anvendelse 
af  Ordet  „Synthese".  1  den  Anledning  skal  jeg  bemærke,  at  det  endnu  ikke  kan  kaldes  en  „Synthese'' 
af  disse  geometriske  Steder,  naar  det  bevises,  at  et  Keglesnit  omskrevet  om  en  Firkant,  eller  som  be- 
rører to  Sider  i  en  Trekant  i  deres  Skæringspunkter  med  den  tredie,  kan  betragtes  som  „Sted  til  disse 
Figurers  4  eller  3  Sider".  Den  sidste  Sætning  er  bevist  i  Apollonios'  111.  Bog,  53—56;  den  første  lader 
sig,  naar  to  modstaaende  af  de  4  Linier  er  parallele,  paa  lignende  Maade  knytte  til  „Potenssætningen", 
hvis  forskellige  Tilfælde  bevises  i  Apollonios'  111.   Bog,  16—23.    1  Hovedsagen   raaa  den  oraspurgte  Syn- 
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givet.     Der  gives  altsaa  netop  Anvisning   paa  Brug  af  dens  Sætninger   til    deraf  at 
„sammensætte"   videregaaende  Sætninger    og  Løsninger    af  Opgaver    af   en    bestemt 


these,  hvilken  Apoi.lonio.s  ikke  har  medtaget  i  sine  Keglesnitselementer,  men  —  overensstemmende  med 
„Elementer's  Hensigt  -  muliggjort  ved  disse,  bygges  paa  disse  Sætninger;  det  er  ogsaa  af  dem,  at 
Newton  udleder  sin  Bestemmelse  af  de  to  Steder. 

En  Synthese  vil,  naar  de  3  eller  4  Linier  samt  Forholdet  a  er  opgivne,  være  en  fuldstændig 
Bestemmelse  af  den  Kurve,  hvis  Punkters  Afstande  x,  y,  z,  u  fra  Linierne  tilfredsstiller  en  af  Betingelserne 

X-  =  a-y  u  eller  x  z  ^  a  •  g  u. 

Denne  Synthese  vil,  ligesom  Menaichmos'  Bestemmelse  af  andre  geometriske  Steder,  som  vi  i 
næste  Kapitel  skal  omtale,  fremtræde  som  en  Konstruktion  (f.  Eks.  af  Akserne  i  det  ved  en  af  disse 
Ligninger  bestemte  Keglesnit),  efterfulgt  af  et  Bevis  for,  at  den  konstruerede  Kurve  virkelig  har  den  for- 
langte Egenskab.  En  saadan  Synthese  vil,  ligeledes  som  hos  Men.^ichmos,  svare  til  en  foregaaende 
Analyse,  ved  hvilken  det  søgte  geometriske  Sted  antages  at  foreligge,  hvorefter  man  af  den  opgivne 
Egenskab  udleder  saadanne,  som  kan  benyttes  til  den  forlangte  Konstruktion.  Mangler  ved  Analysen 
vil  da  medføre  tilsvarende  i  det  Grundlag,  hvorpaa  Synthesen  skal  bygges.  Det  er  en  saadan  Mangel, 
Apollonios  tillægger  Euklid,  idet  han  endog  tilføjer,  at  ,,det  ikke  var  muligt  at  tilendebringe  Synthesen 
uden  det  af  mig  fundne"  (où  )-àp  i^"  àufaràv  ä>eu  rûti'  -pooEupr/ße^wi'  fjiih  TsÅstw'/fj'.'ai  t^c  oJ^'>£<7(v). 

Nu  er  der  et  Fremskridt,  som  man  ogsaa  har  andre  gode  Grunde  til  at  tillægge  Apollonios,  og  som 
netop  vil  have  ydet,  hvad  Apollonios  her  siger.  Ved  en  Analyse  vil,  naar  man  holder  sig  til  et  Sted  til  4  Linier, 
af  hvilke  x  =  O  og  z  =  O  er  parallele,  og  benytter  den  nys  nævnte  Potenssætning,  Stedet  vise  sig  at 
være  et  Keglesnit  omskrevet  om  det  af  de  fire  Linier  dannede  Paralleltrapez.  Dette  kan  dog,  naar 
Kurven  er  en  Hyperbel,  kun  gælde,  naar  man  betragter  dennes  to  Grene  under  et  som  en  Kurve.  Det 
har  Apollomos  virkelig  gjort  fra  først  af,  og  han  har  fremhævet  det  ved  i  Fortalen  at  betegne  Ind- 
holdet af  1.  Bog  som  en  alraindeliggjort  Behandling  af  de  tre  Keglesnit  og  „modstaaende  ijù/f  ù>zust/iévw>) 
Keglesnit".  Euklid,  der  ogsaa  kendte  Potenssætningen,  hvad  man  kan  slutte  af  Archimedes'  Anvendelse 
af  denne  Heibergs  2.  Udg.  I,  S.  270  fl.),  har  sikkert  ogsaa  brugt  den  til  Bestemmelse  af  Stedet  til  fire  Linier. 
Analysen  vilde  da  fare  til  samme  Resultat,  naar  Kurven  viste  sig  at  være  en  Ellipse  eller  Parallel;  men 
naar  den  Del  af  det  søgte  geometriske  Sted,  som  skulde  bestemmes  i  Synthesen,  var  en  enkelt  Hyperbel 
gren,  vilde  den  muligvis  kun  gaa  gennem  to  eller  ingen  af  Trapezets  Vinkelspidser.  I  Stedet  for  de  4 
Bestemmelser,  som  denne  Del  af  Analysen  hos  Apollonios  stiller  til  Haadighed  for  den  synthetiske 
Konstruktion  af  Keglesnittet  (og  som  skal  suppleres  ved  en  Anvendelse  af  Konstanten  a),  faar  Euklid, 
naar,  som  det  tør  antages,  ikke  allerede  han  har  suppleret  den  ene  Hyperbelgren  med  den  modstaaende, 
kun  4,  2  eller  O  Bestemmelser  (eller  ialt  5,  3,  1),  hvorved,  som  Apollonios  siger,  Synthesen  bliver ,, umulig". 
Allerede  Analysen  vil  iøvrigt  hæmmes  ved  den  Begrænsning  i  Potenssætningen,  som  følger  med  Anven- 
delsen paa  en  enkelt  Hyperbelgren. 

Iøvrigt  henvises  til  VII.  og  VIII.  Afsnit  af  „Keglcsnitslæren  i  Oldtiden".  Den  omtalte  Anvendelse 
af  Potens.sætningen  til  at  reducere  Opgaven  til  Bestemmelsen  af  et  Keglesnit,  som  er  omskrevet  om  et 
Trapez  og  yderligere  bestemmes  ved  Værdien  af  Konstanten  a,  lægges  ved  Apollonios'  111.  Bog  saa  nær, 
at  det  næppe  kan  betvivles,  at  han,  som  efter  ham  Newton,  er  gaaet  denne  Vej.  For  virkelig  at 
gennemføre  Synthesen  maa  han  imidlertid  endnu  bestemme  Keglesnittet  ved  disse  Betingelser,  og  man 
maa  forstaa  hans  Ord,  som  om  hans  III.  Bog  ogsaa  giver  Midler  hertil.  Den,  der  virkelig  vil  skaffe 
Klarhed  over,  hvad  Apollonios  formaaede,  kan  derfor  ikke  unddrage  sig  for  at  prøve  om,  og  om  muligt 
paavise,  at  saadanne  Midler  virkelig  foreligger.  De  Veje,  ad  hvilke  dette  kan  ske,  er  imidlertid  saa 
forskellige,  at  man  ikke  kan  sikre  sig  netop  at  angive  den,  som  Apollonios  selv  er  gaaet;  men  allerede 
ved  at  vise,  at  der  overhovedet  i  hans  III.  Bog  findes  Sætninger,  der  kan  tjene  til  Grundlag  for  en  saa- 
dan Vej,  styrker  man  Tilliden  til  hans  Oplysninger  om,  hvad  hans  III.  Bog  kunde  bruges  til  ogsaa  paa 
hans  Tid. 

Her  bar  vi  vel  kun  lait  om  Stedet  til  fire  Linier  i  det  Tilfælde,  hvor  Linierne  x  =  O,  r  =  O  er 
parallele;  men  Stedet  til  tre  Linier  er  et  specielt  Tilfælde  heraf,  og  Bestemmelsen  af  det  almindelige 
Sted  til  fire  Linier,  som  overhovedet  af  geometriske  Steder,  der  bliver  Keglesnit,  lader  sig  føre  tilbage 
hertil  (Keglesnitslæren  i  Oldtiden,  VIII.  og  X.  Afsuit|. 
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Art,  medens  Euklid's  Keglesnitselementer  kun  paa  en  ufuldstændig  Maade  ydede 
det  samme.  Hvor  egnet  netop  Potenssætningen  er  til  at  staa  i  „Elementer"  i  den 
Betydning,  hvori  de  gamle  tog  denne  Benævnelse,  viser  sig,  naar  baade  Akchimedes 
(der  dog  kun  kendte  den  i  dens  ældre,  ufuldstændige  Skikkelse)  gør  Brug  af  den 
ved  Bestemmelsen  af  Snit  i  sine  Omdrejningsflader  af  2.  Orden,  og  Apollonius  kan 
pege  hen  paa  dens  Anvendelse  til  Bestemmelse  af  geometriske  Steder,  og  Newton 
gennemføre  en  saadan,  som  stemmer  med  Apollonios'  Anvisning. 

Vor  Henvisning  til  Apollonios' Keglesnitselementer  vil  have  tydeliggjort  Betyd- 
ningen af,  at  Euklid's  Hovedværk  har  Navnet  „Elementer".  Af  disse  Elementer  kan  man 
sammensætte  nye  Sætninger  og  løse  nye  Opgaver.  Hvilke  af  de  i  dette  Værk  fore- 
liggende Elementer  man  skal  anvende  særlig  til  at  løse  en  stillet  Opgave,  maa  man 
finde  ved  derpaa  at  anvende  den  problematiske  Analyse  i  den  Form,  hvori  Pappos 
har  meddelt  den.  Til  Hjælp  ved  Eftersporingen  af  de  Elementer,  som  man  kan 
faa  Brug  for,  tjener  Euklid's  „Data",  et  Værk,  hvis  Indhold  ikke  gaar  væsentlig  ud 
over  det,  som  findes  i  hans  Elementer,  men  hvori  Sætningerne  har  faaet  en  til 
denne  Eftersporing  bekvem  Form,  idet  der  udtales,  at  naar  noget  vist  er  givet  {diiöau), 
vil  noget  andet  derved  ogsaa  være  det.  Kunstordet  âufJé'^  har  derved  den  i  Slut- 
ningen af  Citatet  fra  Pappos  S.  25  (223)  beskrevne  Betydning.  I  „Mathematisches  zu 
Aristoteles"  S.  27  viser  Heiberg,  at  delte  med  Analysen  saa  nøje  sammenhængende 
Begreb  gaar  tilbage  til  Tiden  Jige  efter  Platon.  Det  kunde  naturligvis  ogsaa  finde  Anven- 
delse under  den  Analyse,  som  man  anvendte  paa  den  ældre  mathemaliske  Viden 
for  at  skabe  et  Værk  som  Euklid's  Elementer,  saavel  som  senere,  da  man  besad 
baade  dette  Værk  og  Euklid's  Data,  for  at  anvende  disse  til  nye  Undersøgelser. 

Endnu  skal  bemærkes,  at  den  Forklaring,  som  her  er  givet  af  Navnet  „Ele- 
menter", i  hvert  Tilfælde  ikke  kan  anvendes,  naar  man  f.  Eks.  beretter,  at  Hippo- 
krates  fra  Chios  har  skrevet  Elementer,  da  disse  ikke  kan  være  udarbejdede  efter 
de  samme  platoniske  Principer  som  Euklid's;  men  Benævnelsen  kan  være  ført  til- 
bage paa  en  Samling  af  de  vigtigste  geometriske  Sætninger,  der  har  været  ordnet 
paa  en  Maade,  hvorom  vi  intet  ved. 

Den  her  skildrede  Brug  af  Ordene  Analyse  og  Synthese  turde  i  sig  selv  være 
naturlig  nok  til  at  gøre  P.  Tannery's  Henvisning  til  Brugen  af  de  samme  Ord  i 
den  græske  Regnekunst  overflødig,  og  det  saa  meget  mere,  som  de  i  denne  ikke 
betegner  Operationer,  der  er  hinanden  modsatte,  saaledes  som  de  af  Pappos  og  her 
skildrede.  Fuidstændigere  er  Overensstemmelsen  med  den  af  Tannery  berørte 
Brug  af  Analyse  og  Synthese  i  den  græske  Grammatik,  som  ogsaa  omtales  af  Proklos 
(S.  72,6).  Ved  Analysen  opløses  Sproget  i  Sætninger,  Ord  og  Bogstaver,  og 
disse  „Elementer"  sammensættes  igen  synlhetisk  til  det  skrevne  Sprog.  Sammen- 
ligningen passer  saa  meget  bedre,  da  det  heller  ikke  her  var  Elementerne,  der 
fra  først  af  forelaa,  men  et  Talesprog,  som  man  maatte  begynde  med  at  opløse  i  Sæt- 
ninger, Ord  og  Lyde,  der  fremstilles  ved  enkelte  Bogstaver,  og  da  Analysen  og 
Synthesen  ogsaa  her  har  faaet  en  ny  Anvendelse,  naar  Skriftsproget  og  dels  Ele- 
menter foreligger,  og  det  gælder  om  at  anvende  det  rigtigt. 
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Noget  tilsvarende  gælder,  som  vi  saa,  for  Mathematikens  Vedkommende,  hvor 
Analyse  og  en  paafølgende  Synthese  dels  har  været  anvendt  til  fra  den  alt  kendte 
Geometri  at  naa  tilbage  til  dens  simpleste  Forudsætninger  og  af  disse  sammensætte 
et  rationelt  System,  dels,  da  et  saadant  var  blevet  til,  skulde  vejlede  til  dets  rette 
Brug  i  videregaaende  Undersøgelser.  I  begge  Tilfælde  maatte  man  sikre  sig  hver 
enkelt  Operations  logiske  Rækkevidde.  Denne  Sikkerhed  skaffede  man  sig  ved  den 
alt  omtalte  Leddeling  baade  af  Analysen  og  Synthesen,  hvormed  forbandt  sig  en 
tilsvarende  Udvikling  af  selve  det  mathematiske  Sprog,  saa  Brugen  af  et  Ord  helst 
aldrig  maatte  være  vilkaarlig,  Betydningen  aldrig  tvivlsom.  Var  end  Dannelsen  af 
et  saadant  Sprog  begyndt  langt  tidligere,  var  det  dog  i  Forbindelse  med  Brugen  af 
den  analytiske  Methode,  at  det  naaede  til  den  stereotype  Fuldkommenhed,  som  vi 
møder  i  Euklid's  sproglige  Fremstilling,  og  som  dernæst  holdtes  vedlige  i  den  græske 
Mathematik. 

Det  er  altsaa  under  Anvendelse  af  den  analytiske  Methode,  at  den  Omform- 
ning af  Geometrien  fandt  Sted,  som  tilsidst  førte  til  Euklid's  Elementer.  Platon 
har  vistnok  peget  hen  paa  denne  Methode  ;  men  en  Methode  selv  bliver  i  Virkelig- 
heden først  til  under  Brugen  og  antager  først  bestemte  Former,  naar  man  gennem 
de  enkeltes  individuelle  Arbejder  paa  de  enkelte  Opgaver,  gennem  de  Vanskeligheder, 
som  disse  frembyder,  og  de  Midler,  som  klartskuende  Mennesker  finder  heldige  at 
anvende  over  for  disse,  kommer  paa  det  rene  med,  hvilke  Former  der  er  de  bedste 
og  fuldkomneste.  Gennem  det  Arbejde,  som  vi  skal  omtale  i  det  følgende  Kapitel, 
naaede  man  paa  samme  Tid  til  Fuldendelsen  af  Euklid's  Elementer  og  af  de  Former 
og  den  Leddeling,  hvori  den  analytiske  Méthodes  to  Afdelinger,  Analyse  og  Synthese, 
senere  optræder  hos  Grækerne.  Dette  ses  af,  at  Euklid  i  Fremstillingen  af  sine  Sæt- 
ninger overalt  bruger  den  for  Synthesen  foreskrevne  Leddeling.  Han  bruger  den 
saa  nøjagtig,  at  man  overalt  vilde  kunne  opstille  den  tilsvarende  Analyse,  der  ved 
den  formelle  Brug  af  den  analytiske  Methode  skal  gaa  forud  for  den  tilsvarende 
synthetiske  Fremstilling.  I  det  hele  og  store  er  sikkert  ogsaa,  som  vi  her  har  gjort 
gældende,  en  Analyse  gaaet  forud  for  den  synthetiske  Fremstilling  af  Elementerne. 
En  saadan  kan  ogsaa  være  gaaet  forud  for  P'remstillingen  af  mange  enkelte  Sæt- 
ninger. Saaledes  kan  Euklid's  berømte  Bevis  for  den  pythagoræiske  Sætning  godt 
være  dannet  ved  en  forudgaaende  Analyse  af  denne  da  velkendte  Sætning  og  være 
en  til  denne  Analyse  svarende  Synthese.  Men  under  det  Arbejde,  hvoraf  Euklid's 
Elementer  er  fremgaaet  i  Tiden  fra  Platon  til  Euklid,  har  man  dog  sikkert  ofte 
paa  en  friere  Maade  forbundet  Analyse  og  Synthese,  dog  stadig  med  det  Formaal 
sluttelig  at  faa  en  saadan  fuldt  sammenhængende  rent  synthetisk  Lærebygning  som 
den,  vi  har  i  Euklid's  Elementer. 


1)   K    [).  Vidensk.  SelsU.  Ski-.,  nnluivklcnsk.  Ofc'  matheni.  AM.,  8.  HækUe.  I.   5.  31 
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Kap.  V. 
De  mathematiske  Iværksættere  af  den  platoniske  Reform. 


Hele  denne  Udvikling  maatte  skyldes  Mathematikere  af  Fag.  De  egentlig 
mathematiske  Fremskridt,  som  tillægges  Platon  selv,  er  enten  ikke  tilstrækkelig 
sikrede  eller  ikke  betydelige  nok  til  at  karakterisere  ham  som  saadan,  og  mærk- 
værdigvis vedkommer  de  aldeles  ikke  et  saadant  systematiserende  Arbejde  som  det, 
han  pi-iser  i  „Staten"').  Hans  Ytringer  i  „Staten"  og  andetsteds  røber  imidlertid  en 
Opfattelse  af  Mathematiken  og  dens  Sætninger,  som  har  været  klar  nok  til  at  ud- 
finde visse  almindelige  Krav,  der  maatte  stilles  for  at  omdanne  den  til  en  rent 
rationel  Videnskab.  Denne  Klarhed  er  sikkert  vunden  og  skærpet  ved  Forhandlinger 
med  de  Mathematikere,  som  han  efterhaanden  fik  til  at  beskæftige  sig  med  denne 
Omformning,  og  som  han  flere  Gange  viser  hen  til  („de,  der  beskæftiger  sig  med 
Geometri"  o.  s.  v.).  At  han  ogsaa  i  herhen  hørende  Spørgsmaal  har  besiddet  en  vis 
Myndighed  overfor  disse  Mænd,  ser  vi  af  den  Tillidsfuldhed,  hvormed  han  paa 
flere  Steder  uddeler  sin  Ros  og  Daddel  ;  af  hans  Tone  kan  man  se,  at  denne  i  Reglen 
har  været  respekteret,  selv  om  han  beklager,  at  man  ikke  endnu  har  villet  behandle 
Stereometrien  saaledes,  som  han  krævede  det. 

Dog  maa  man  ikke  overvurdere  den  umiddelbare  Andel,  som  Platon  kan 
have  haft  i  Iværksættelsen  af  de  mathematiske  Fremskridt,  som  han  bidrog  til  at 
fremkalde.  En  saadan  vilde  han  have  haft,  hvis  han  sagde:  den  og  den  Sætning 
eller  Gruppe  af  Sætninger  er  slet  begrundet,  man  maa  gaa  længere  tilbage  for  at 
faa  en  fuldstændigere  Begrundelse,  eller  den  og  den  Fremstillingsform  er  ufuldstændig; 
den  giver  ikke  Sikkerhed  mod  enhver  Mulighed  for  Undtagelser.  Den  Mathematiker, 
der  i  Henhold  til  saadanne  nøjere  præciserede  Anker  foretog  Udstykningen  af  Sæt- 
ninger i  „Elementer"  eller  uddannede  betryggende  Former  for  den  problematiske 
ell&r  theoretiske  Analyse,  vilde  da  gøre  bestilt  mathematisk  Arbejde,  maaske  ud- 
mærket Arbejde,  men  et  saadant,  for  hvilket  den,  der  først  fik  Øje  for  dets  Nød- 
vendighed, vilde  have  en  meget  væsentlig  Andel  i  Æren.  Saaledes  har  Platon 
efter  „Staten"  imidlertid  ikke  formet  sine  Opfordringer.  Bortset  fra  Stereometrien, 
hvor  hans  Klager  just  ikke  giver  Anvisning  paa  Midler  til  at  afhjælpe  dem,  priser 
han  Mathematiken  som  den,  der  allerede  er  en  rationel  Videnskab,  og  hvoraf  han 
ser,  at  et  saadant  Ideal  lader  sig  realisere.  Denne  Pris  maatte  imidlertid  for  Mathe- 
matikerne  indeholde  en  Opfordring  til  at  prøve,  om  det  skildrede  Ideal  var  naaet 
paa  en  Maade,  som  ogsaa  de  fuldtud  kunde  godkende,  og  til  at  stræbe  at  udfylde 
de  Mangler,  som  de  maatte  opdage.  Det  er  sikkert  ikke  Platon,  der  har  gjort 
EuDOxos   opmærksom    paa    Utilstrækkeligheden    af  tidligere    infinitesimale  Grænse- 


')  Tværtimod  tillægger  man  ham  Opfindelsen  af  et  Apparat  til  mekanisk  Konstruktion  af  to 
Mellemproportionaler  og  en  numerisk  Losning  af  Ligningen  x--\-  y-  ^  z-,  som  turde  have  været  kendt 
langt  tidligere. 
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overgange,  og  han  kan  næppe  have  anet  Nødvendigheden  af  ved  en  Konstruktion 
at  tilvejebringe  ligesidede  Trekanter  og  Kvadrater,  førend  man  gjorde  Brug  af  disse 
Figurer.  De  Indvendinger,  som  Speusippos,  saaledes  som  vi  straks  skal  se,  gjorde 
mod  denne  af  Menaichmos  indførte  Brug  af  ,, Problemer",  nemlig  at  Figurerne  som 
evige  ikke  behøver  at  tilvejebringes,  er  jo  netop  en  Genklang  af,  hvad  Platon  selv 
siger  om  de  mathematiske  Sandheder.  Platon  har  saaledes  næppe  selv  vist  Mathema- 
tikerne  de  Veje,  ad  hvilke  de  skulde  naa  det  af  ham  opstillede  Ideal;  men  ved  at 
holde  dem  dette  for  Øje  har  han  faaet  dem  til  at  sætte  deres  egen  mathematiske 
Skarpsindighed  ind  paa  at  naa  del  paa  en  langt  fuldstændigere  Maade,  end  det 
hidtil  havde  været  Tilfældet. 

Paa  en  Indflydelse  af  den  her  skildrede  Art  passer  det,  som  udsiges  om  Platon 
og  hans  nærmeste  Efterfølgere  i  Eudemos'  ved  Proklos  (S.  65 — 68  i  Friedleins  Udgave) 
bevarede  Mathemalikerfortegnelse.  Naar  Platon  selv  her  berømmes  for  den  „betyde- 
lige Udvikling"  (ijsycarrj  èniooatç),  som  han  gav  Mathematiken  i  Almindelighed  og  Geo- 
metrien i  Særdeleshed,  motiveres  dette  ikke  ved  nye  Opdagelser  eller  deslige,  men  „ved 
den  Iver,  som  han  udfoldede  for  disse  Videnskaber,  og  hvorom  hans  [ogsaa  af  os 
kendte]  Skrifter  vidner,  idet  de  alle  er  fulde  af  mathematiske  Betragtninger  og  over- 
alt hos  dem,  der  giver  sig  af  med  Filosofien,  vækker  Interesse  for  disse  Videnskaber". 
Det  er  aabenbart,  at  hans  Filosofi  da  ogsaa  omvendt  maatte  tiltrække  Folk  med 
mathematisk  Anlæg  og  ægge  dem  til  saadant  mathematisk  Arbejde,  som  var  for- 
nødent for  at  gennemføre  hans  Krav  til  Mathematiken  som  rationel  Videnskab. 

Naar  Proklos  andetsteds  (S.  211,-'i)  siger  om  en  af  Platon's  samtidige,  Leo- 
DAMAS,  at  Platon  „meddelte"  ham  den  analytiske  Methode,  ved  Hjælp  af  hvilken 
han  derpaa  gjorde  sig  bekendt  som  Ophavsmand  til  talrige  geometriske  Opdagelser 
—  om  hvilke  vi  iøvrigt  intet  ved — ,  vilde  det  lyde  underligt,  at  nye  positive  Frem- 
skridt i  Mathematiken  skulde  skyldes  Meddelelsen  af  en  Methode  af  saa  almindelig 
og  derved  ubestemt  Karakter  som  den  analytiske.  Leodamas  kan  derimod  nok  af 
Platon  have  faaet  Anvisning  paa  den  af  denne  ønskede  for  mell  e  Omdannelse  og 
med  Held  have  fulgt  denne  Anvisning. 

Paa  at  Eudoxos,  der  næsten  er  Platon's  samtidige,  i  Mathematikerfortegneisen 
betegnes   som  Discipel    af  Platon's  Venner,    bør   der   næppe    lægges   for   stor  Vægt 
(med    mindre   der   derved  skulde  tænkes  paa,  at  han  har   haft  samme   Lærere  som 
Platon).     Han   synes   nemlig   at  have  stiftet  sin  Skole  i  Kyzikos,   før  han  i  Athen 
sluttede  sig  til  Platon   og  dennes  Disciple,  og  sin  fremragende  Plads  som  Astronom 
og  Mathematiker  har  han  sikkert  indtaget  ret  uafhængig  af  Platon.     Der  meddeles 
endvidere,   at   han  har  behandlet  visse  Spørgsmaal,    rejste  af  Platon,   og  dertil  an- 
vendt Analyse;  men  dermed  siges  næppe  andet,   end  at  han  har  behandlet  Spørgs- 
maalene  efter  sin  Ankomst  til  Athen,  og  at  disse  da   ogsaa  har  interesseret  Platon. 
De  gjaldt  for  det  første  OpstiUingen  af  3  nye  „Proportioner",  nemlig 
a  —  X        b        a  —  X        b        a  —  x        x 
X  —  b        a'      X  —  b        x'     X  —  b        b' 
og  Opgaverne   maa   nærmest   have  gaaet   ud   paa  Bestemmelsen   af  „Mellempropor- 
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tionalen"  x  af  disse  Ligninger.  Løsningen  af  disse  Opgaver,  af  hvilke  de  to  sidste 
reduceres  til  „Fladeanlæg"  (Løsning  af  Ligninger  af  anden  Grad),  kan  ikke  have 
voldt  EuDOxos  nogen  Vanskelighed;  men  de  geometriske  Omformninger,  hvorved 
den  er  foretaget,  kan  have  frembudt  Interesse,  og  er  ganske  naturlig  fundne  ved 
„Analyse"  i  dette  Ords  mere  omfattende  Betydning.  Hvad  der  menes  med  de  der- 
næst omtalte  „Spørgsmaal  med  Hensyn  til  Snittet",  er  ikke  ganske  klart.  Foruden 
andre  af  Tannery  {Géométrie  grecque  p.  76)  berørte  Muligheder  kunde  jeg  tænke  mig, 
at  der  blot  sigtes  til  den  Snitbestemmelse,  hvortil  Løsningen  af  de  tre  alt  nævnte 
Ligninger  i  sin  geometriske  Form  fører;  men  herpaa  ligger  i  denne  Sammenhæng 
ingen  Vægt.  Naar  der  derimod  siges,  at  Eudoxos  forøgede  Antallet  af  de  saakaldte 
almindelige  Theoremer  (rcùv  xadOÅoo  xaÅou/iévcov  ëewprjfidToiv),  kan  derved  tænkes 
paa  den  Almindeliggørelse  af  den  tidligere  kun  for  kommensurable  Størrelser  gæl- 
dende Proportionslære,  som  opnaas  ved  Eudoxos'  berømte  i  Euklid  V.  Def.  4  frem- 
satte Postulat,  der  tillige  ligger  til  Grund  for  alle  infinitesimale  Grænseovergange. 
Denne  Definition  er  netop  det  amr/s'iov,  som  maatte  fremgaa  ved  en  Analyse  af  det, 
som  man  virkelig  foretager  sig  ved  en  saadan  Grænseovergang  som  dem,  Demokrit 
tidligere  maa  have  foretaget  sig  for  at  finde  Pyramidens  og  Keglens  Rumfang,  eller 
som  dem,  man  foretager  sig  ved  at  udvide  Sætninger  om  Forhold  mellem  kom- 
mensurable Størrelser  til  inkommensurable.  Analysen  af  denne  sidste  Udvidelse 
har  tillige  givet  andre  axor/^tia,  nemlig  Euklid  V.  Definitioner  5.  og  7.  paa  Forholds 
Ligestorhed  og  Uligestorhed.  Disse  Analyser  er  altsaa  nogle  af  de  betydningsfuldeste 
Eksempler  paa,  hvorledes  man  kommer  til  det  af  Platon  fordrede  rationelle  Grund- 
lag for  Geometrien  ;  men  deraf  følger  ingenlunde  straks,  at  Eudoxos  først  skulde 
have  foretaget  dem,  da  han  kom  under  Paavirkning  af  Platon.  Lige  saa  rimeligt 
er  det,  at  Eudoxos'  Analyse  paa  dette  vigtige  Punkt,  ligesom  Theaitet's  tidligere 
omtalte  Behandling  af  Kriterierne  paa  Rodstørrelsers  Kommensurabilitet,  har  bi- 
draget til  at  fremkalde  Platon's  almindelige  Krav. 

En  mere  direkte  Indflydelse  har  Platon  vistnok  udøvet  paa  de  Disciple,  som 
dernæst  omtales  i  Mathematikerfortegneisen,  nemlig  Amyklas,  Menaichmos,  der  til- 
lige var  Eudoxos'  Discipel,  Menaichmos'  Broder  Deinostratos,  Theudios  og  Athe- 
NAios.  Naar  der  siges,  at  disse  Forskere  samledes  i  Akademiet  og  gjorde  deres 
Undersøgelser  i  Fællesskab,  skal  dette  maaske  ikke  tages  ganske  bogstavelig;  men 
det  udtrykker  dog  sikkert  mere  end  det  ret  selvfølgelige,  hvorpaa  Indledningen  til 
Dialogen  „Rivalerne"  giver  et  Eksempel,  at  to  eller  flere  slog  sig  sammen  om  Studiet 
af  en  Forfatter  eller  om  en  fælles  Undersøgelse.  Hvor  saa  mange  Mathematikere 
samledes  som  i  Akademiet,  maatte  af  sig  selv  de  Spørgsmaal,  der  beskæftigede  dem, 
komme  til  mundtlig  P'orhandling,  og  da  ikke  mindst  det  af  Platon  selv  saa  stærkt 
fremdragne  om  Opførelsen  af  en  strengt  rationel  mathematisk  Lærebygning,  og  om 
de  Veje,  de  selv  som  Mathematikere  maatte  gaa  for  at  realisere  deres  filosofiske 
Lærers  Ønsker.  Aftaler  var  nødvendige  for  at  enes  om  en  fælles  Terminologi,  om 
fælles  Udgangspunkter  o.  s.  v.,  uden  hvilket  den  ene  ikke  vilde  kunne  dømme  om 
Værdien    af,    hvad    den    anden   havde  opnaaet,  og  disse  Aftaler  kunde  først  træffes 
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efter  Forhandlinger  om,  hvilke  Veje  der  er  at  foretrække.  Om  saadanne  Forhand- 
linger vidner  da  ogsaa  de  Efterretninger,  som  vi  her  kan  fremdrage  om  det  Ar- 
bejde, der  er  udført  af  de  nævnte  Mænd  og  deres  Efterfølgere  indtil  Euklid.  Noget 
saadant  som  de  faste  Former,  hvori  Grækerne  iklædte  Brugen  af  den  analytiske 
Methode,  og  hvis  Henførelse  til  den  Tid  bekræftes  ved,  hvad  der  siges  om  Deino- 
STRATOs  og  Menaichmos,  Og  ligeledes  de  sproglige  Regler  for  mathematisk  Fremstilling, 
som  Euklid  og  senere  Forfattere  saa  nøjagtig  følger,  bærer  Præg  af  at  være  frem- 
gaaet  af  Forhandlinger  og  en  fælles  Prøvelse  af  de  enkelte  Formers  logiske  Værdi 
og  Betydning.  løvrigt  peger  selve  den  Dialogform,  som  Platon  har  givet  sine  Ar- 
bejder, hen  paa  den  store  Betydning,  som  paa  hans  Tid  Samtaler  havde  for  Viden- 
skabens Udvikling. 

At  Geometriens  formelle  Behandling  har  været  et  Hovedemne  for  Forhand- 
lingerne mellem  Platons  mathematiske  og  filosofiske  Lærlinge,  ses  af  Beretninger 
hos  Proklos,  som  vi  straks  skal  omtale.  Hvilke  Bidrag  der  iøvrigt  skyldes  hver 
enkelt  af  Platons  ovennævnte  Disciple,  ved  vi  for  fleres  Vedkommende  ikke.  Dei- 
NOSTRATOS  gaar  lige  i  Eudo.xos'  Fodspor  i  sit  strenge  Bevis  for  en  rimeligvis  alle- 
rede af  HippiAS  benyttet,  men  ikke  nøjagtig  begrundet  Grænseovergang  (se  Oversigt 
1913,  S.  461).  Bevisets  Nøjagtighed  hænger  saa  nøje  sammen  med  den  Form, 
hvori  det  fremsættes,  at  det  tør  antages,  at  den  opbevarede  Form  (Pappos  ed. 
HuLTSc.H  p.  256)  i  det  væsentlige  er  den  samme,  som  Deinostratos  har  givet  det. 
Da  foreligger  allerede  her  den  typiske  Form  for  den  til  den  analytiske  Methode 
knyttede  Anvendelse  af  en  Reductio  ad  absurdum  til  Bevis  for,  at  en  Grænseværdi 
hverken  kan  være  slørre  eller  mindre  end  den  Størrelse,  som  det  i  Sætningen  ud- 
tales at  den  har;  det  er  den  samme  Skikkelse,  som  senere  Euklid  og  Archimedes 
giver  Beviserne  for  infinitesimale  Grænseovergange. 

Det  er  dog  fremfor  alle  Menaichmos,  hvem  bevarede  Brudstykker  udpeger  som 
virksom  for  at  fremme  og  fra  mathematisk  Side  uddybe  Platons  Tanker  om  en 
fuldtud  rationel  Behandling  af  Geometrien  og  udvikle  de  dertil  tjenende  Former. 
Vi  har  allerede  S.  27  —  28  (225—226)  set  ham  omtale  de  mathematiske  Sætningers 
Opløsning  i  og  Sammensætning  af  „Elementer".  Om  hans  Deltagelse  i  Forberedel- 
sen af  tilfredsstillende  „Elementer"  vidner  ogsaa  følgende  Meddelelse,  som  er  bevaret 
hos  Proklos  (S.  77,15—78,13). 

"Hdrj  dk  TÜ)V  r.alauov  ol  [jèu  ndvxa  ØemprjiiaTa  Allerede  blandt  de  gamle  foreslog  nogle, 

xa.Åsiv  Tj^Uoaav,   wc  ol  ntp't.  Uneuaimzov  xac  som  Speusippos  og  Amphinomos,  at  kalde 

'Afiftuofiov,  rjYoùfjLsvoi    zatç    dscoprjuxalc   im-  alt    Theoremer,    idet    de    mente,    at    Be- 

ajyjuaiç  olxstozépav  eJvai  ttju  nov  ësioprjuârwv  nævnelsen  Theoremer    passer   bedre    end 

nponfjyopiav  rj  rrjv  twv  TzpoßA-^udrcov,  uåXojq  Benævnelsen    Problemer    paa    theoretisk 

TS  xac  nspc  utdUuv  Trntoupévacç  rnbq  kôynuç.  oà  Viden,  især   paa   en   saadan,   der  gælder 

yåp  eau  yévsacç  èv  rolç  àïâcotç,    uiaze  oàdè  m  evige   Ting;  thi  det  evige  har   ingen  Til- 

npnßkfjiia  -/lôpav  sm  môiwv  àv  s](nu  yéi/eatv  blivelse,   saaledes   at  der  for   dettes  Ved- 

èTtaYyeA'AÔpevoMxcàTTnifjaiv  TOL)  uTj-Ko)  izpårspov  kommende     heller     ikke     er    Plads     for 


236 


V.  Kapitel. 


38 


ovToç,  otov  lamrXeùpnu  zpiymvou  aùaraavj  Yj 
Tsrpaymvou  doëdarjç  eùOeiaç  âvajpa<frj\/  rj 
ëéaiv  eàâscaç  npliç  zà)  onftévzc  arjusiw  .  äpeiiiov 
oùv  faoi  kéysiv.  flzt  -KÖ.vza  zauza  éazi.  raç  dk 
Ysvs(7st(  wjzmv  nå  Trmrjzixcuç  alla  yvaxjzixùiç 
ôpcopsv  waavû  jijvôiizva  lapßö.vovzic,  zà  âsi 
tivza.  œazs  xat  ndvza  aswprjuazixihç  èpoûusv 
dlÀ'oà  7rpoßlr/uazcx(oc  la/jßdvsaifat  .  oc  de 
àvdnahv  ndvza  npoßlrjitaza  léystv  èâcxfxlouv, 
(oç  01  Tzept  Mévar/jiov  pat^rjuazixni,  r/jv  ôk 
npoßolrjv  shac  dazrjv,  hzk  pkn  nopiaaabai  zo 
t^rjzoôpsvov,  Szs  de  Ttepuopiafiévov  laßovzao, 
îôs'cv,  ^  zl  èaziv,  iy  nolôv  zt,  ^  zl  nénovf^en, 
rj  zluaç  é^ei  irpliç  dlhi  ay^iazic,. 


Problemet,  som  udsiger  Tilblivelsen  og 
Frembringelsen  af  noget,  som  endnu 
ikke  er  til,  f.  Eks.  Dannelsen  af  en  lige- 
sidet Trekant  (Euklid  I,  1),  Tegningen 
af  et  Kvadrat  paa  en  given  Side  (1, 46) 
eller  Anbringelsen  af  en  ret  Linie  ^Li- 
niestykke)  saaledes,  at  den  faar  et  givet 
Endepunkt  (I,  2).  Det  er  altsaa  (siger  de) 
bedre  at  sige,  at  alle  disse  Ting  er  til, 
og  at  vi  ser  deres  Tilblivelse  ikke  frem- 
bringende, men  erkendende,  idet  vi  be- 
tragter de  altid  værende  Ting  som  bli- 
vende til.  Derfor  maa  vi  sige,  at  alt 
tages  i  Iheoretisk,  ikke  i  problematisk 
Form. 

Men  andre,  som  Menaichmos  og  de 
Mathematikere,  der  sluttede  sig  til  ham, 
vilde  omvendt  kalde  alt  Problemer;  men 
disse  havde  et  dobbelt  Formaal,  nem- 
lig enten  at  tilvejebringe  det  søgte  eller 
efterat  have  taget  noget  bestemt  at  under- 
søge, hvad  det  er,  eller  hvordan  det  er, 
eller  hvilke  Egehskaber  det  har,  eller  i 
hvilke  Forhold  det  staar  til  andet. 


Man  vil  bemærke,  at  begge  Parter,  der  forhandler  om  den  Form,  Geometriens 
Elementer  bør  antage,  er  enige  om,  at  der  ikke  er  nogen  væsentlig  Forskel  paa 
den  Rolle,  Problemer  og  Theoremer  deri  skal  spille;  kun  vil  det  ene  Parti  bruge 
Fællesbetegnelsen  Theoremer,  det  andet  Fællesbetegnelsen  Problemer.  Hvad  man 
saaledes  allerede  synes  at  være  bleven  enig  om,  er  den  ejendommelige  Rolle,  som 
Problemer  og  de  dertil  svarende  Konstruktioner  skulde  komme  til  at  spille  i  den 
græske  Geometri').  Om  man  tidligere  har  brugt  Ordet  Problemer  i  Geometrien,  ved 
jeg  ikke;  men  man  har,  som  vi  snart  skal  se,  i  hvert  Fald  løst  Konstruktions- 
opgaver, der  gik  ud  paa  Tegning  af  Figurer.  Derved  var  da  Tale  om  den  meka- 
niske Tilvejebringelse  af  disse  ved  de  i  hvert  Tilfælde  hensigtsmæssigste  Midler  og 
ikke  udelukkende  ved  Lineal  og  Passer,  som  det  efter  Euklid  blev  fordret,  naar 
det  overhovedet  er  muligt.  Ja  selv  disse  mekaniske  Redskaber  nævnes  ikke  i  Eu- 
klids   Elementer;    men    de    i    Problemerne    indeholdte     Konstruktioner    giver    blot 


•)    Se  min  Afhandling:    Om    Konstruktionen  som   Eksistensbevis  i  den  gamle  græske   Mathematik. 
Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik  A,  3|18{)2);  paa  Tysk  i  Mathematische  Annalen  47(1896). 
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Beviser  for,  at  den  ved  den  i  Ord  beskrevne  Konstruktion  tilvejebragte  Figur  maa 
eksistere,  saavidt  som  man  anerkender,  at  de  rette  Linier,  Cirkler  og  Punkter, 
hvis  Eksistens  kræves  anerkendt  i  Postulaterne,  virkelig  eksisterer.  De  udtrykker 
altsaa  en  af  al  mekanisk  Udførelse  uafhængig  Aarsagssammenhæng  mellem  Postu. 
laternes  Eksistenskrav  og  de  konstruerede  Figurers  Eksistens.  De  i  Proklos'  Med- 
delelse anførte  Eksempler  er  særlig  typiske  for  denne  euklidiske  og  senere  græske 
Brug  af  Problemer.  En  ligesidet  Trekant  eller  et  Kvadrat  skal  tilvejebringes  ved 
en  i  et  Problem  angivet  og  bevist  Konstruktion,  før  man  gør  nogen  Brug  af  disse 
Figurer.  Særlig  giver  1,2  Anvisning  paa  en  Omvej,  der  er  ganske  betydningsløs, 
naar  man  tænker  paa  mekanisk  Brug  af  Passeren,  og  den  kan  kun  sigte  til  An- 
vendelse af  Postulater,  der  har  en  rent  geometrisk  Karakter,  og  som  man  vil  op- 
stille i  et  saa  ringe  Antal  som  muligt. 

Disse  Eksempler  er  vistnok  de  samme,  som  i  sin  Tid  benyttedes  i  selve  den 
omtalte  Strid,  og  ikke  saadanne,  som  senere  er  tagne  af  Euklid's  Elementer  for  at 
belyse  denne.  Naar  Proklos  og  andre  senere  Forfattere  gør  dette,  f.  Eks.  paa  det 
S.  28  (226)  anførte  Sted,  hvor  Menaichmos  ogsaa  omtales,  anføres  Sætningerne  gerne 
med  Nummer.  At  to  af  de  Sætninger,  der  tages  til  Eksempel,  netop  er  de  to  første 
hos  EuKLiD,  maa  da  bero  paa,  at  det  forhandlede  Spørgsmaal  var  fremkommet  ved, 
at  det  nu  netop  blev  gjort  gjældende,  at  Geometriens  Elementer  maatte  begynde 
med  disse  Sætninger  som  de  første  Anvendelser  af  Postulaterne  til  at  sikre  sig  Eks- 
istensen af  de  i  disse  to  Sætninger  bestemte  Figurer  som  Udgangspunkter  for  den 
paa  ^  Postulaterne  samt  de  „almindelige  Begreber"  synthetisk  opførte  Lærebygning. 
Den  væsentlige  Andel  som  Menaichmos  har  haft  i  Valget  af  delte  Udgangspunkt 
for  geometriske  Elementer,  turde  fremgaa  af  den  her  foreliggende  Forhandling  om 
de  dertil  knyttede  Benævnelser  paa  Sætningerne  og  om  den  Betydning,  man  derved 
tillagde  dem,  og  den  bekræftes  ved,  at  vi  S.  28  (226)  saa  Menaichmos  nævne  Postu- 
laterne som  Geometriens  første  Elementer. 

Man  vil  maaske  her  indvende,  at  det  er  under  Omtalen  af  Speusippos'  og 
Amphinomos'  Mening,  at  de  tre  Eksempler  nævnes.  Dels  kan  man  imidlertid  ikke 
fra  dem  vente  et  særlig  i  mathematisk  Henseende  betydningsfuldt  Skridt,  dels  frem- 
kommer Eksemplerne  ikke  som  Forslag  til  en  Ordning  fra  deres  Side,  men  snarere 
som  Indvending  mod  en  Ordning  eller  i  det  mindste  imod  at  markere  den  ved  at 
give  de  anførte  første  Begyndelsessætninger  og  dem,  hvormed  man  i  Overensstem- 
melse dermed  ogsaa  maa  begynde  senere  Afsnit,  det  særlige  Navn  Problemer.  Med 
nogen  Ret  kan  der  siges,  at  de  netop  efter  den  Brug,  man  gør  af  dem,  bliver  en 
Slags  Theoremer,  nemlig  Eksistenstheoremer.  Ved  den  anførte  Begrundelse  heraf 
redder  Platon's  filosofiske  Efterfølger,  Speusippos,  som  alt  berørt  i  Begyndelsen  af 
dette  Kapitel,  sin  Tilslutning  til  Platon,  efter  hvem  de  mathematiske  Sandheder 
som  evige  Sandheder  ikke  kan  tilvejebringes.  Menaichmos  kommer  paa  en  anden 
Maade  til  sin  Sammenstilling  af  begge  Dele  som  „Problemer'',  idet  han  sylies  at 
fastholde,  at  baade  de  ideelle  Figurer  selv  og  deres  Egenskaber  kun  er  til  i  vor 
Erkendelse,   og   at  de   saaledes   først  bliver  til  ved  Eksistensbeviser,    eller    ved    det, 
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som  han  kalder  Problemer.  Maaske  er  del  i  Erindring  om  denne  Strid,  at  Euklid, 
ikke  som  mange  af  hans  Efterfølgere  ved  Overskrifter  betegner  om  de  enkelte  Sæt- 
ninger er  „Theoremer"  eller  „Problemer"  i  den  Betydning,  hvori  disse  Ord  altid 
senere  er  blevet  tagne.  Den  Forskel,  der  er  imellem  dem,  og  som  ogsaa  Menaich- 
Mos  anerkender  ved  Omtalen  af  to  Slags  Problemer,  træder  dog  altid  frem  i  Sæt- 
ningernes Form  og  Behandling,  saaledes  ved  at  ende  deres  Beviser  henholdsvis 
med  Ordene  „det,  som  skulde  gøres"  eller  „det,  som  skulde  bevises". 

Endog  det  store  positive  geometriske  Fremskridt,  som  tillægges  Menaichmos, 
kan  have  haft  at  gøre  med  Geomelriens  formelle  Konsolidering.  Jeg  tænker  paa 
Opdagelsen  af  plangeometriske  Hovedegenskaber,  der  karakteriserer  Keglesnitslinierne, 
eller  snarere  Anvendelsen  af  Keglesnit  til  at  konstruere  to  Mellemproportionaler; 
thi  begge  Dele  er  vel  næppe  fundne  samtidig.  Plane  Snit  i  Cylinderen  synes  navnlig 
at  have  været  undersøgt  tidligere,  og  det  er  ikke  umuligt,  hvad  Tanneiu'  antager, 
at  det  „Snit",  hvormed  Eudoxos,  som  vi  nys  saa,  skal  have  beskæftiget  sig,  kan 
have  været  et  plant  Snit  i  en  Kegleflade.  Hvad  der  særlig  tillægges  Menaichmos,  er 
Anvendelsen  af  Parablerne  x'''  ^  ay  og  y  '  ^  bx  og  Hyperblen  xy  =  ab  til  at  finde 
de  to  Mellemproportionaler  x  og  y  mellem  a  og  b,  saaledes  at  a:  x^  x  :  y  ^  y  .b.  Me- 
naichmos' Opdagelse  er  da  gaaet  ud  paa,  at  de  nævnte  Kurver,  hvis  x\nvendelighed  til  at 
løse  de  nævnte  Opgaver  er  iøjnefaldende,  og  som  maa  iiave  frembudt  sig,  da  man 
saa,  at  der  til  dette  Brug  krævedes  andre  Linier  end  ret  Linie  og  Cirkel,  kan  frem- 
stilles som  plane  Snit  i  Kegleflader.  Denne  Konstruktion  giver  netop  for  disse 
Kurvers  Vedkommende  det  Eksistensbevis,  paa  hvilket  vi  nys  saa,  at  Menaichmos 
lagde  saa  stor  Vægt.  Eksistensen  af  Kegler  og  af  plane  Snit  i  Kegler  følger  nemlig 
af  de  Eksistenskrav,  som  den  elementære  Geometri  stiller  for  Cirklens  og  den  rette 
Linies  Vedkommende. 

Ogsaa  den  Form,  hvorunder  Bestemmelsen  meddeles  af  Eutokios,  fortjener 
Opmærksombed').  Overskriften  'iJç  Mévar/jioç  synes  at  betegne,  at  her  virkelig  fore- 
ligger en  Gengivelse  af  den  overleverede  Form  for  Menaichmos'  egen  Fremstilling, 
Under  denne  Overlevering  med  et  eller  flere  Mellemled  er  der  ganske  vist  foregaaet 
Forandringer,  i  det  mindste  den  ret  selvfølgelige,  at  Keglesnitlenes  nyere  Benæv- 
nelser, Parabel  og  Hyperbel  er  indførte;  men  Delingen  i  en  Analysis  og  en  Synthesis, 
som  freinsæltes  i  de  for  disse  typiske  Former,  gaar  rimeligvis  tilbage  til  Menaich- 
mos. Al  selve  Ordet  Analyse  ikke  forekommer^),  stemmer  med,  at  han  ogsaa  efter 
Citatet  S.  28  (226)  endnu  ikke  synes  at  have  gjort  Brug  af  dette  Kunstord.  Naar  der- 
imod Synthesen  indledes  med  auvTEbqazxai  d/j  ouvw^,  kan  dette  enten  være  kommen 
ind  senere  eller  være  en  begyndende  Brug  af  Ordet  Synthese.  I  Analysen  træffer 
vi  Ordet  doifév  „givet"  i  den  samme  S.  32  (230)  omtalle  Betydning,  hvorom  det  da  be- 


'}  Heibehg  s  2.  Udgave  af  Archimedes  III.  S.  78  ff. 

-)  Det  kan  iøvrigt  staa  hen,  om  man,  selv  da  en  fuldstændigere  Terminologi  havde  udviklet  sig 
for  den  analytiske  Methode,  som  Overskrift  over  den  her  først  meddelte  Analyse  vilde  bruge  Ordet 
a'^äkuacg  eller  det  noget  mere  begrænsende  Ord  àrMj-wyr/.  1  en  videre  Forstand  tager  den  med  Menaich- 
mos samtidige  Aristoteles  Begrebet  Analyse,  naar  han  kalder  sin  Logik  IhaÅuztxa. 
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mærkedes,  at  den  gaar  tilbage  til  Aristoteles'  Tid.  Del  kan  altsaa  ogsaa  være  brugt 
af  Menaichmos.  Formerne  for  den  fuldstændige  saakaldle  problematiske  Analyse 
gaar  saaledes  tilbage  til  Platon's  nærmeste  Elever,  og  det  er  ikke  urimeligt  at  an- 
tage, at  Menaichmos,  der,  som  vi  saa,  fremhævede  Betydningen  af  „Problemer",  kan 
have  bidraget  væsentlig  til  at  udvikle  disse  Former.  Hans  opbevarede  Fremstilling 
vil  da  senere  have  staaet  som  en  Norm  for  Brugen  af  dem,  ligesom  Deinostratos' 
for  Fremstillingen  af  de  ligeledes  til  den  analytiske  Methode  knyttede  Beviser  for 
Grænseovergange  (S.  37  (235)). 

Om  Menaichmos"  Bidrag  til  Udvikling  af  den  analytiske  Methode  vidner  ogsaa 
den  Fastsættelse  af  Betingelserne  for  Paalideligheden  af  Omvending  af  Sætninger, 
som  efter  Proklos  (S.  254,4)  skyldes  Menaichmos  og  Amphinomos. 

Disse  forskellige  Meddelelser  om  Fremskridt,  der  skyldes  Menaichmos,  A^ed- 
rører  vel  forskellige  Spørgsmaal,  men  der  er  en  saadan  Sammenhæng  imellem  dem, 
at  de  godt  har  kunnet  rummes  i  et  enkelt  Skrift,  som  da  har  givet  en  skarpsindig 
og  opfindsom  Mathematikers  Svar  paa  de  Tilskyndelser  fra  Platon's  Side,  som 
særlig  kommer  til  Orde  i  „Staten".  Han  gaar  saa  grundig  tilværks,  at  han  ikke 
naar  selv  al  udarbejde  „Elementer";  men  han  giver  sikker  Anvisning  paa  de  mathe- 
matiske Principer  og  Betragtninger,  som  maa  lægges  til  Grund  for  Arbejdet  paa 
saadanne,  og  paa  de  Sætninger,  hvormed  der  maa  begyndes.  Og  han  viser  tillige, 
hvorledes  de  samme  Principer  kan  lægges  til  Grund  for  et  videregaaende  Arbejde 
(Keglesnit),  og  udvikler  de  paalidelige  og  frugtbare  Arbejdsformer  og  nøje  bestemte 
Fremstillingsformer,  hvoraf  Grækerne  skulde  gøre  saa  udstrakt  Brug.  El  Skrift  af 
ham  med  dette  Indhold  findes  dog  ikke  omtalt,  med  mindre  man  tør  lillægge  ham 
en  af  flere  Forfattere  omtalt  Kommentar  lil  Platon's  Stal,  hvis  Forfatter  er  en 
Menaichmos  fra  Alopekonnesos;  men  denne  antages  i  Almindelighed  at  være  for- 
skellig fra  Mathematikeren ').  Dog  har  H.  Martin  i  sin  Udgave  af  Theon  fra 
Smyrna  ment,  at  el  Citat  af  Mathematikeren  Menaichmos,  som  findes  der,  maa 
referere  sig  til  Platons  Omtale  i  X.  Bog  af  koncentriske  Planetsfærer  og  da 
skrive  sig  fra  den  omtalte  Kommentar  til  Staten.  Denne  skulde  saaledes  skyldes 
Mathematikeren.  Det  forekommer  mig,  at  denne  Formodning,  der  saaledes  skriver 
sig  fra  et  helt  andet  Citat,  i  høj  Grad  bestyrkes  ved,  at  Menaichmos'  her  refererede 
Ydelser  saa  nøje  svarer  til  Platons  Omtale  af  Mathemaliken  i  VI.  og  VII.  Bog  af 
„Staten".  Kominentaren  har  dog  saa  ikke  været  en  Forklaring  af  del  filosofiske 
Indhold  af  delte  Værk,  men  kun  belyst  de  deri  indeholdte  mathematiske  Bemærk- 
ninger og  vist,  hvorledes  dets  Udtalelser  om  Mathemaliken  mathemalisk  lader  sig 
gennemføre. 

Medens  Menaichmos  forbereder  en  ny  og  grundigere  Omdannelse  af  Geome- 
triens „Elementer",  forsøger  en  anden  af  Platon's  Disciple,  Theudios,  straks  al  ud- 
arbejde   saadanne,    i    hvilke   han  vistnok  maa  have  stræbt  at  iværksætte  en  Del  af 


'I   Saaledes   Ma.\  C.  P.  Schmidt   i    „Die   Fragmente    des   Mathematikers    Menächmus".     Philologus 
(1884J  Bd.  32.     P.  Tannery  antager  dem  derimod  for  identiske. 

D.  K.  D.  Vidensk.  Selsk.  Skr.,  naluividensk.  og  mathem.  Afd.,  8.  Rickke.  I.  5.  32 
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de  Forbedringer,  som  steinte  med  Platon'.s  ideelle  Krav.  Han  har  derved  f.  Ex. 
kunnet  tage  noget  Hensyn  til  Fremskridt,  som  skyldes  Eudo.xos,  men  den  fornødne 
samlede  Omarbejdelse  af  Elementerne  har  han  kun  kunnet  foretage  i  det  Maal,  som 
var  muligt  uden  saa  grundige  Forarbejder  som  dem,  Menaichmos  samtidig  paa- 
begyndte. De  „Elementer",  som  Theudios'  afløste,  var  skrevne  af  Leon,  der  vel 
var  yngre  end  Platon,  men  ikke  siges  direkte  at  være  paavirket  af  denne.  Ogsaa 
han  havde  dog  optaget  principielle  Spørgsmaal,  nemlig  Undersøgelsen  af  Muligheds- 
betingelsen for  stillede  Opgaver,  den  saakaldte  Diorisme,  der  senere  fik  en  særlig 
Plads  i  de  bestemte  Former  for  Analyse  og  Synthese  og  afgav  et  Hovedmiddel 
til  Bestemmelse  af  Maxima  og  Minima.  Om  Theudios  hedder  det,  at  han 
gjorde  forskellige  Sætninger  mere  almindelige,  hvad  der  passer  godt  med  den  ham 
tilskrevne  Paavirkning  fra  Platon.  løvrigt  har  Heiberg  i  „Mathematisches  zu 
Aristoteles"  paavist,  og  ved  sin  Samling  af  mathematiske  Steder  hos  Aristoteles 
givet,  et  godt  Middel  til  at  komme  til  Kundskab  om  Theudios'  Elementer  endog 
om  den  Form,  under  hvilken  mange  enkelte  Sætninger  er  fremsatte.  De  mathe- 
matiske Sætninger,  hvoraf  Aristoteles  gør  Anvendelse  som  Eksempel  paa  eller  til 
Sammenligning  med  sine  Betragtninger,  maa  nemlig  have  været  at  finde  i  de  da 
brugelige  „Elementer",  til  hvilke  ogsaa  hans  Disciple  kunde  henvises.  Sammen- 
ligning med  Euklid  giver  da  god  Lejlighed  til  at  bemærke,  hvilke  Fremskridt  i 
Stof  og  særlig  i  Behandlingsmaade  der  efter  Theudios  maa  være  vundne  ved 
mellemliggende  Mathematikeres  og  Euklids  eget  Arbejde.  Dette  Middel  skal  vi 
flere  Steder  benytte. 

Efter  de  her  omtalte  Akademikere  nævner  Mathematikerfortegneisen  endnu 
Hermotimos  og  Philippos.  Naar  det  særlig  siges  om  den  første,  at  han  fandt  Sæt- 
ninger af  Elementerne,  tyder  det  paa  en  Fortsættelse  af  Menaichmos"  Arbejde  paa 
at  give  Elementerne  den  rette  Skikkelse;  han  har  da  været  et  Mellemled  mellem 
Menaichmos  og  Euklid.  Hans  Behandling  af  geometriske  Steder,  som  ogsaa  næv- 
nes, kan  være  gaaet  ud  paa  ogsaa  at  bringe  Bestemmelsen  af  andre  geometriske 
Steder  ind  under  de  samme  analytiske  Former,  som  Menaichmos  allerede  havde 
anvendt  paa  Parablen  og  Hyperblen  (S.  40  (238)). 

Ved  Siden  af  Mathematikernes  Arbejde  og  indbyrdes  Samarbejde  har  deres 
Samarbejde  med  de  samtidige  Dyrkere  af  Filosofien  været  af  Betydning.  Et  Ex- 
empel  herpaa  har  vi  allerede  hafl  i  Speusippos;  men  en  alt  overvejende  Indflydelse 
paa  Arbejdet  paa  Opførelsen  af  en  rationel  mathematisk  Lærebygning  vil  dog  Ari- 
stoteles, der  grundlagde  og  opførte  Læren  om  selve  Tankens  almindelige  Love, 
have  haft,  medens  han  paa  sin  Side  ogsaa  kunde  hente  baade  Materiale  og  Ex- 
empler  fra  det,  som  Mathematikerne  paa  deres  Omraade  havde  naaet  og  vedblev 
at  gennemføre.  Hans  Opgave  var  paa  et  videre  Omraade  den  samme  som  de 
Mathematikeres,  der  gennem  en  Analyse  af  den  alt  bestaaende  Mathematik  udfandt 
den  rationelle  Sammenhæng  og  lagde  denne  til  Grund  for  en  ny  rationel  Opførelse 
af   den    hele    Lære.     Tænke   sikkert   og  klart   havde    man    længe    kunnet,    og  ikke 
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mindst  Mathematikerne  af  Platons  Slægtled  havde  vist,  hvor  stor  en  Finhed  der 
kunde  opnaas  paa  deres  Omraade,  hvor  man  kunde  holde  alle  de  Sidehensyn  borte, 
som  ellers  gør  logiske  Slutninger  indviklede  og  usikre.  Deres  Tankearbejde  ud- 
gjorde saaledes  en  særlig  frugtbar  Mark  for  den  Analyse,  hvorved  Aristoteles 
maatte  hente  de  Elementer,  hvoraf  han  paa  sin  Side  skulde  opføre  sin  omfattende 
Tænkelære.  I  denne  fik  Mathematikerne  paa  deres  Side  Lejlighed  til  at  se  de  Tankelove, 
som  de  selv  fulgte  paa  deres  mere  begrænsede  Omraade,  i  en  større  Sammenhæng, 
hvad  der  ogsaa  kunde  lære  dem  at  give  dem  fuldkomnere  Udtryk.  Aristoteles 
har  saaledes  baade  benyttet  den  foreliggende  Mathematik,  hvad  der  her  kommer 
os  til  Nj'tte  ved  hans  talrige  Citater  af  de  da  existerende  Elementer  (Theudios'), 
og  vistnok  samarbejdet  med  de  samtidige  Mathematikere  og  har  derigennem  og  ved 
sine  „Anahjtica",  da  de  udkom,  øvet  en  betydelig  Indflydelse  paa  Mathematikerne, 
vel  ikke  mindst  under  deres  Dannelse  af  de  faste  Former  for  Mathematikens  Be- 
handling, som  vi  har  omtalt  i  forrige  Kapitel.  I  Kap.  XI  skal  vi  se  et  Eksempel 
paa,  at  de  af  Aristoteles  hævdede  Principer  ogsaa  fik  Indflydelse  paa  selve  Ind- 
holdet af  de  mathematiske  Elementer. 

Menaichmos  og  Aristoteles  var  omtrent  samtidige;  hvis  det  er  rigtigt,  at 
ogsaa  Menaichmos  har  været  Lærer  for  Alexander  den  Store,  har  dette  været  et 
særligt  Bindeled  mellem  dem.  Vi  har  ogsaa  set  dem  udtale  sig  paa  overensstem- 
mende Maade  om  Brugen  af  Ordet  amc/s'ta.  Vort  sidste  Citat  af  Menaichmos  ved- 
rørte Betingelserne  for  Omvending  af  mathematiske  Sætninger;  det  samme  Spørgs- 
maal  behandler  Aristoteles  i  II.  Bog  24  af  Analyiica  priora  for  almindelige  Dom- 
mes Vedkommende. 

Derimod  har  det  været  underkastet  nogen  Tvivl,  om  Aristoteles  kender 
noget  til  den  Brug  af  Problemer  og  de  til  Grund  for  disse  liggende  Postulater,  hvis 
Indførelse  vi  særlig  har  tillagt  Menaichmos.  T.  L.  Heath  kommer')  i  sit  om- 
hyggelige Studium  af  Aristoteles'  Anahjtica  posteriora  I.  Kap.  10  (76  a  31 — 77  a  4) 
til  det  Resultat,  at  denne  deri  netop  gør  Rede  for  den  Brug  af  Postulater,  som  findes 
hos  Euklid  og  senere  hos  Archimedes;  Heiberg  hævder  derimod  (Mathematisches 
zu  Aristoteles  S.  5),  at  det  i  hvert  Tilfælde  ikke  er  paa  disse,  han  i  dette  Kapitels 
anden  Del  anvender  Ordet  aïzrjfm  (Postulat).  For  mit  Vedkommende  slutter  jeg 
mig  i  det  mindste  til  Heath's  Opfattelse  af  Kapitlets  første  Del,  hvor  dette  Ord 
endnu  ikke  forekommer,  men  hvor  der  peges  hen  paa  den  Brug,  som  der  virkelig 
er  for  Postulater  i  den  euklidiske  Betydning.  Aristoteles  begynder  med  at  tale 
om  de  Grundbegreber,  hvorom  man  ikke  kan  bevise,  at  de  er.  Hvad  de  er,  maa 
man  baade  om  dette  oprindelige  (zà  npcoza)  og  om  det  deraf  dannede  (r«  åx  zoùvwv) 
fastslaa  [nemlig  ved  Definitioner,  der  som  flere  Gange  bemærket  endnu  ikke  inde- 
holder nogen  Paastand  om  det  defineredes  Existens],  saaledes  i  Geometrien  baade 
hvad  en  ret  Linie  og  en  Trekant  er.     At  det  er,   forudsættes   for   det   oprindeliges 


')  Euclids  Elements  translated  from  the  text  of  Heiberg,  with  introduction  and  commentary. 
Cambridge  19Ü8,  vol  I,  S.  117  ff.  I  dette  Værk  gives  omfattende  og  kritiske  Oplysninger  om  den  Litte- 
ratur, hvorved  Euklid's  Elementer  belyses. 

32* 
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Vedkommende  [altsaa  om  rette  Linier]  og  bevises  for  det  øvriges  [f.  Ex.  Trekanter]. 
—  Det  er  jo  netop  det  første,  der  gøres  i  Euklid's  Postulater,  dog  saaledes,  at  der 
ikke  helt  i  Almindelighed  siges,  at  f.  Ex.  rette  Linier  existerer,  men  saadanne, 
som  er  bestemt  ved  to  Punkter  (Post.  1)  eller  ved  et  helt  Liniestykke  (Post.  2)  o.  s.  v. 
Ved  Beviserne  for  Existensen  af  de  sammensatte  Figurer,  begyndende  med  lige- 
sidede Trekanter,  benytter  Euklid  ikke  blot  de  for  Videnskaberne  fælles  Forudsæt- 
ninger (rå  xotvd),  af  hvilke  Euklid  som  „Almindelige  Begreber"  {xotuàt  evvoiai)  har 
anført  dem,  der  ogsaa  finder  Anvendelse  paa  Geometrien;  men  foruden  de  efter- 
haanden  beviste  Sætninger  bruges  ogsaa  de  Egenskaber  ved  Grundbegreberne,  som 
gaar  med  ind  i  Paastanden  om  deres  Exislens,  saaledes  for  den  rette  Linies  Ved- 
kommende dens  Bestemmelse  ved  to  Punkter.  Det  maa  være  disse  Egenskaber, 
som  Aristoteles  nævner  som  det  tredie  {xa\  rpirnv  ru  Ttdl^rj,  wu  zc  arjtiaivei  sxaazov), 
der  foruden  det,  som  Definitioner  og  Axiomer  (rà  xoivd)  indeholder,  behøves  i  et 
Bevis  og  kræves  forudsat.  Dette  passer  ganske  paa  Euklid's  Postulater;  men  for 
det  til  Euklid's  Benævnelse  svarende  Verbum  uheiv  (kræve)  bruger  Aristoteles 
her  endnu  Ordet  kaußdveiv  (tage),  der  ogsaa  kan  finde  Anvendelse  paa  andre  op- 
stillede Forudsætninger,  saaledes  i  Kapitlets  Begyndelse  paa  Definitioner.  Archi- 
medes kalder  ogsaa  de  af  ham  indførte  Forudsætninger  Aafißuvafisva.  Ordet  Postulat 
(aÏTïjfjta)  bør  da  vist  kun  som  hos  Euklid  anvendes  paa  Existensantagelser,  Exi- 
stenskrav. 

Dette  Ord  forekommer  som  sagt  først  i  den  anden  Del  af  Kapitlet  hos  Ari- 
stoteles, hvor  det  sammenstilles  med  [/Tïôasacç,  Forudsætning.  Noget  af  det,  som 
han  lier  siger  om  de  ved  disse  Ord  betegnede  Begreber,  kan  passe  godt  paa  de 
euklidiske  Postulater.  Naar  han  saaledes  siger,  at  der  ikke  er  nogen  Nødvendighed 
for  at  antage  dem,  vilde  dermed  udtrykkes  det  samme,  .som  jeg  S.  8  (206)  har  betegnet 
ved  at  kalde  dem  den  væsentlige  Del  af  Definitionerne,  idet  de  f.  Ex.  for  den  rette 
Linies  Vedkommende  ikke  følger  af  den  opstillede  Definition  4.  Denne,  der  blot 
knytter  sig  til  det  ydre  (rrpoc  zhv  iço)  Å/iyoi/),  er  geometrisk  intetsigende  (smlgn.  VIII. 
Kap.  i  nærv.  Skrift)  og  kan  ikke  bruges  i  Beviset.  Dette  maa  knyttes  til  det  indre, 
som  opfattes  med  Sjælen  (irpoç  tov  saw  eller  npôç  zîw  su  zfj  <pv^fj).  Netop  dette  Krav 
opfyldes  af  Euklid's  Postulater,  som  i  Modsætning  til  den  omtalte  Definition  anfører 
geotnetrisk  frugtbare  Egenskaber.  Endog  det,  der  særlig  siges  om  Postulater,  at 
Læreren  postulerer  det,  hvorom  Lærlingen  enten  ingen  Mening  har  eller  endog  en 
modsat,  kunde  forsvares  med,  at  de  ikke  passer  paa  de  tegnede  Figurer. 

Derimod  vil  det  være  vanskeligere  at  forlige  den  Antagelse,  at  de  her  omtalte 
Postulater  skal  være  de  euklidiske,  med  Aristoteles'  Forklaring,  at  man  deri  uden 
Bevis  antager  det,  som  dog  virkelig  er  bevist  {fhu  jukv  oùv  âetxzà  livra  kuiißdvei. 
aÙToQ  fifj  dti^ao),  en  Egenskab,  som  han  kommer  tilbage  til.  Heath  mener  at  komme 
ud  herover  ved  at  oversætte  deixrd  ved  „matter  of  proof",  hvad  han  i  sine  egne 
Forklaringer  omskriver  til  „a  proper  subject  of  demonstration".  Derved  kan  sigtes 
til,  at  Postulaterne  skulde  udtale  Sætninger  af  samme  Natur  som  dem,  man  sæd- 
vanlig beviser.     For  ikke  at  tale  om  4.  Postulat,   som    man   sædvanlig  undres  over 
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ikke  at  finde  mellem  beviste  Sætninger,  synes  en  saadan  Opfattelse  at  bekræftes 
ved  (le  talrige  Forsøg  paa  at  bevise  det  5te.  Disse  skriver  sig  dog  mest  fra  den 
Tid,  da  det  opstilledes  som  Ilte  Axiom,  og  man  endnu  ikke  saa,  at  det  var  uund- 
værligt som  Antagelse  af  en  Existens,  nemlig  af  et  Skæringspunkt.  Jeg  kunde 
bedre  tænke  mig,  at  der  ved  Anvendelsen  af  detxra  her  ikke  tænkes  paa  et  mathe- 
matisk  Bevis,  som  jo  netop  ikke  kan  føres,  men  paa  en  Eftervisning  af  den  paa- 
staaede  Mulighed  af  Post.  1,  2,  og  5  ved  Hjælp  af  Lineal,  af  3  ved  Hjælp  af  Passer 
og  af  4  ved  Hjælp  af  Gnomon  (se  i  det  følgende  Kap.  VII  og  VIII);  fi?^  dsi^aç  ud- 
trykker da,  at  Paastanden  gøres  gældende  uafhængig  af  denne  Eftervisning,  der  dog 
kun  kan  være  ufuldstændig. 

Der  er  dog  en  anden  Forklaring  af  Ordet  ùmU^eatç,  paa  hvilken  de  her  udtalte 
Ord  synes  at  passe  bedre,  nemlig  den,  som  vi  er  vante  til,  naar  vi  i  Udsigelse  af 
en  geometrisk  Sætning  skelner  mellem  Udsigelserne  af  de  Forudsætninger,  som 
gøres  om  den  forelagte  Figur,  og  af  de  Egenskaber,  den  da  skal  bevises  at  have  ; 
disse  kalder  vi  Hypothesis  og  Thesis.  Her  bevises  Hypothesis  ikke;  men  skal  man 
anvende  Sætningen  paa  en  forelagt  Figur,  maa  Hj'pothesis  forud  være  bevist  om 
denne.  Ogsaa  hvad  der  ellers  siges  i  Kapitlets  anden  Del  passer  paa  en  saadan 
Hypothesis,  det  tilsidst  anførte  Exempel:  at  en  Linie  paa  Figuren  siges  at  være 
en  Fod,  uden  dog  at  behøve  al  være  det  paa  den  tegnede  Figur,  endog  særlig  godt. 
Denne  Forklaring  af  Ordet  Hypothese,  for  hvilket  man  under  nærmere  betegnede 
Omstændigheder  skulde  kunne  sætte  Postulat  {aivrjua),  synes  at  være  den,  hvortil 
Heiberg  sigter;  men  som  sagt  betegner  den  da  noget  andet  end  det,  der  har  været 
Tale  om  i  Kapitlets  første  Del.  Hypotheser  i  denne  Betydning  vilde  overhovedet 
ikke  vedrøre  Grundbegreber  eller  Grundsætninger  (al  df>)rai),  der  betegnes  som  Ka- 
pitlets Indhold. 

Heller  ikke  ved  jeg  (hvis  Kundskaber  paa  dette  Omraade  dog  ikke  gaar  langt), 
om  AnisTOTELEs  særlig  anvender  Ordet  Hypothese  paa  denne  Art  Forudsætninger. 
Proklos  gør  det  vel  (S.  252,7),  naar  han  i  Anledning  af  Euklid  1,6  taler  om  Sæt- 
ningers Omvending,  som  sker  ved,  at  Hypothesis  —  i  den  her  nævnte  Betydning 
—  ombyttes  med  Thesis;  Thesis  kalder  han  derimod  her  i  Overensstemmelse  med 
sædvanlig  græsk  Sprogbrug,  Konklusion  {au/i^iepuafm).  Dette  sidste  gør  ogsaa  Ari- 
stoteles, naar  han  i  Anal.  priora  11,24  taler  om  Omvending  af  Sætninger;  men 
Ordet  b-i'ti^ea^ç  forekommer  ikke  her.  Derimod  har  Heath  henvist  til,  at  det  i 
Anal.  posteriora  1,2  netop  (72  a  14— 22|  bruges  til  at  betegne  de  i  første  Del  af  10. 
Kap.  omtalte  Existenspaastande,  hvorved  han,  og  jeg  med  ham,  mener,  at  der 
vises  hen  til  saadanne  Forudsætninger  som  dem,  hvilke  Euklid  kalder  Postulater 
{(ilov   Åiyw,  TO  slval  zt  iy  /n/j  elvai  r:). 

Af  alt  dette  ser  man,  at  Aristoteles  er  fortrolig  med  den  Tankegang,  som 
førte  til  Dannelsen  af  de  euklidiske  Postulater;  men  selv  om  man  fuldt  ud  holder 
sig  til  Heath's  Fortolkninger,  har  den  vistnok  endnu  været  temmelig  ny  og  Gen- 
stand for  Forhandlinger  vel  nærmest  mellem  Aristoteles  og  den  Geometer,  der 
havde  særlig  Brug  for  den  ved  saadanne  „Problemer"  som  dem,  hvormed  han  vilde 
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begynde  Geometrien,  nemlig  Menaichmos.  Af  Citatet  S.  28  (226)  saa  vi,  at  han 
kaldte  de  geometriske  Grundelementer,  hvortil  han  kommer  ved  sin  Analyse,  Postu- 
later {aczT/fiaza),  og  at  disse  i  det  mindste  var  af  samme  Aar  som  Euklid's,  ser  vi 
af  den  Maade,  hvorpaa  han  (S.  39  (237))  begyndte  at  opføre  Geometrien.  Det  turde 
da  være  i  Tilslutning  til  ham,  at  ogsaa  Aristoteles  i  visse  Tilfælde  vil  bruge  dette 
Ord,  medens  han  har  begyndt  med  at  kalde  den  Slags  Forudsætninger  Hypotheser. 
Menaichmos  havde  Brug  for  mere  formulerede  Postulater,  end  den  blotte  Paastand 
om  Existensen  af  en  ret  Linie  o.  s.  v.,  særlig  i  de  Sætninger,  hvormed  han  vil  be- 
gynde, for  Euklid's  Post.  1  og  3  og  maaske  for  Kvadratets  Vedkommende  for  4. 
Postulat  (se  Kap.  VIII).  Naar  derimod  Aristoteles  ikke,  saaledes  som  han  gør  for 
„Alm.  Begr.",  giver  noget  Exempel  paa  et  udformet  Postulat,  forklares  det  ved,  at 
saadanne  ikke  endnu  har  foreligget  i  Theudios'  Elementer,  men  netop  først  opstil- 
ledes paa  hans  Tid  af  Menaichmos.  Dette  Besultat  stemmer  med  det,  hvortil  Hei- 
berg var  kommen,  idet  han  slet  ikke  mente  at  finde  noget  om  de  euklidiske  Po- 
stulater hos  Aristoteles  1). 

Vi  skal  i  VIII.  Kap.  se,  at  et  Hovedformaal,  som  knyttede  sig  til  den  her  om- 
talte Brug  af  postulatbestemte  Problemer,  var  at  ombytte  de  anskuelige  meka- 
niske Flytninger  af  Figurer  med  Konstruktioner.  Vi  vil  da  ogsaa  faa  at  se,  hvilke 
Vanskeligheder  Mathematikerne  fra  Menaichmos  til  Euklid  havde  at  overvinde  for 
at  naa  dette  Maal,  som  først  Nutiden,  særlig  gennem  Hilbert,  har  naaet  paa  en 
Maade,  der  tilfredsstiller  den.  Først  maa  vi  dog  se,  hvor  stor  en  Rolle  saadanne 
Figurflytninger  spillede  i  den  førplatoniske  Geometri,  og  hvor  nær  det  psykologisk 
har  ligget  at  bruge  dette  Hjælpemiddel. 


Kap.  VI. 
Om  oprindelige  intuitive  Billeder;  Synsoplevelser. 


Hvad  der  indenfor  den  elementære  Geometris  Omraade,  det  vil  sige  indenfor 
det  Omraade,  som  behandles  i  Euklid's  Elementer,  særlig  beskæftigede  Mathema- 
tikerne  fra   Platon   til  Euklid,   var  Anvendelsen  af  den  analytiske    Methode   til   at 


')  Ved  Gennemsynet  af  Aristoteles'  Analytica  ser  jeg,  af  Anal.  Post.  1,7,  at  Mathematikerne  paa 
hans  Tid  allerede  maa  have  beskæftiget  sig  med  Spørgsmaalet  om  Løsningen  af  Ligningen  x^ -f-  y^  ^  z^ 
i  hele  Tal.  Det  nævnes  som  Exempel  paa  et  arithmetisU  (taltheoretisk)  Spørgsmaal,  der  ikke  kan  løses 
geometrisk  (o:  ved  den  almindelige  Størrelseslærc);  forud  er  det  omtalt,  at  der  ikke  kan  føres  arith- 
metiske  Bevrser  for  almindelige  geometriske  Sætninger.  Det  her  nævnte  Spørgsmaal,  som  ikke  vedkom- 
mer de  i  vor  Text  omtalte  Sager,  omtaler  jeg  her  som  et  Vidnesbyrd  om,  at  den  platoniske  Skoles  niathe- 
matiske  Undersøgelser  ogsaa  strakte  sig  til  dette  Spørgsmaal,  som  man  ellers  først  træffer  behandlet 
i  den  arabiske  iMatheinatik. 
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give  Geometrien,  der  tillige  omfattede  den  daværende  Form  for  en  almindelig  Alge- 
bra, en  saadan  Skikkelse   som    den,  Platon  krævede.     Den  første  Betingelse   for  et 
saadant  Arbejde  var,  at  der  allerede  existerede  en  Mathematik,  hvis  Sætninger  man 
kunde  udstykke  i  „Elementer",  ja  i  sine  første  Elementer,  Definitioner  og  Axiomer, 
for  af  disse  igen  at  sammensætte  baade  de  Sætninger,  man  gik  ud  fra,  og  nye  Sæt- 
ninger. At  denne  Betingelse  virkelig  var  til  Stede  i  et  Omfang,  der  i  sine  ydre  Om- 
rids   ikke    udvidedes  synderlig   ved   Euklid's   Elementer,    ser    vi   tildels   af  Hippo- 
KRATEs'  Behandling  af  Halvmaanerne,  der  viser,  at  han  besad  og  forstod  at  anvende 
hele  det  ikke  ubetydelige  Udsnit  af  geometrisk  Viden,   som   han    derved    kunde  faa 
Brug  for;  Demokrit  kendte  Pyramidens  og  Keglens   Rumfang,   og  de  fem    regulære 
Polyèdre   var   kendte    paa    Platon's  Tid.     Den   anden   Forudsætning   er,    at    denne 
ældre    Viden   ikke   allerede   selv  var   erhvervet   ad   væsentlig   de   samme   Veje,   som 
Euklid  følger  i  sine  Elementer,  og  som  vi  efter  ham  har  vænnet  os  til  at  betragte 
som  de  eneste,  der  fører  til  en  paalidelig  Viden.  Man  kunde  i  Virkeligheden  fristes 
til  al  tro,  at  Hippokrates'  Viden   er  vundet   ad    lignende  Veje,   naar  man  ser  ham 
benytte  den  paa    hans  Tid    foreliggende  Viden   til    ligesaa   korrekte   Slutninger   som 
dem,  Euklid  eller  en  nulevende  Mathematiker  vilde  gøre.    Mange  har  derved  ladet 
sig  friste  til  ogsaa  for  de  Sætningers  Vedkommende,  som  han  anfører  og   benytter, 
men  for  hvilke  vi  ikke  kender  hans  Begrundelse,  at  forudsætte  Begrundelser  stem- 
mende med  de  euklidiske  Principer.     Saaledes  har  endog  Hankel,   hvis   Omtale  af 
indisk  Mathematik  dog  viser  hans  Erkendelse  af,  at  der  ogsaa  gives  andre  Veje  til 
mathematisk  Viden  end  den  helt  igennem  forstandsmæssige  Behandling,  i  den  Grad 
forset  sig  paa  dennes  Optræden  hos  Grækerne,   at    han    overser,  at  den    heller  ikke 
hos   dem    kunde    være    Udgangspunktet,    men   kun   en    Behandlingsform,    som   først 
kunde  udvikle  sig,  efterhaanden  som  den   fik   Materiale    at   tumle   med.     Naar  saa- 
ledes  Hippokrates   ved,   at    Cirkler   forholder  sig  som  Kvadraterne   paa  deres  Dia- 
metre, kan  Hankel  kun  forestille  sig,  at  denne  Viden  er  erhvervet   paa   en  Maade, 
som  i  nogen  Maade  stemmer  med  Euklid's  Bevis  for  denne  samme  Sætning.   I  saa 
Fald  maatte  Hippokrates    have   foregrebet    Betragtningsmaader,  .som  Eudoxos   vist 
med   Rette    faar   Æren    for   at   have   indfort.     Paa    Grund   af  Manglen  af  de  samme 
Betragtningsmaader,  der  maa  kræves  anvendte  i  et  exakt  Bevis  for  Sætningerne  om 
Pyramidens  og  Keglens  Rumfang,  betænker  Archimedes  i  „Ephodos"  sig  paa  at  betragte 
Demokrit   som  disses   Opdager.     Og   som    virkehgt   Bevis  for  de   paa  Platon's  Tid 
kendte  fem  regulære  Polyèdres  Existens  betragtede  Grækerne  efter  Euklid  kun  den 
af  ham  givne  Konstruktion,   som    knytter   sig  til  den  forudgaaende   Inddeling  af  de 
Størrelser,  der  —  som  vi  nu  siger  —  er  irrationale  ved  Kvadratrod.    Den   formelle 
Opstilling   af    Definitioner   og   Axiomer,   som    danner   et   uundværligt   Grundlag   for 
en  systematisk  Behandling,  gaar,    efter  hvad  vi  ved,   heller  ikk'e   paa  noget  væsent- 
ligt Punkt  længere  tilbage  end  til  Platons  Tid.     Der  var  altsaa  virkelig   paa  hans 
Tid    noget   at    gøre   for   at    opføre   en    systematisk    Lærebygning,  der  omfattede  den 
geometriske  Viden,  som  man  alt  besad. 

Hvorledes   var  da  denne  ældre  Viden   erhvervet?    Og  hvorfra   skrev   sig  den 
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subjektive  Vished  om  denne  Videns  Gyidigiied,  som  man  ad  Tankens  objektive 
Veje  kun  kan  erhverve  ved  et  Bevis  —  der  jo  iøvrigt  kun  gør  Tilliden  til  den  be- 
viste Sætning  afhængig  af  Tilliden  til  de  Forudsætninger,  hvorpaa  det  bygger,  og 
til  de  Tankelove,  som  Slutningerne  følger?  Vi  har  rent  formelt  besvaret  dette 
Spørgsmaal  ved  flere  Gange  at  bruge  Ordet  Intuition.  Ordet  selv,  „Skuen",  inde- 
holder endog  en  Antydning  af  den  Vished,  som  den  indgyder,  men  det  er  kun  et 
Ord,  der  intet  siger  om,  hvorledes  dette  gaar  til.  Den  intuitive  Vished  gælder  et 
samlet  Billede,  medens  Tanken  erhverver  samme  Vished  ved  at  sammensætte  det 
af  dels  enkelte  Dele.  Selve  Intuitionen  er  ogsaa  en  sammensat  Tilegnelsesmaade, 
idet  den  erholdes  ved  en  Samvirken  af  forskellige  legemlige  og  sjælelige  Evner: 
Syn  med  begge  Øjne  og  efterhaanden  fra  forskellige  Steder,  Følelse  af  Modstanden 
hos  de  Legemer,  hvis  Form  man  danner  sig  en  Forestilling  om,  mod  at  forandres 
eller  flyttes  og  af  de  Stillinger,  vore  Arme  og  Fingre  derved  indtager  eller  gennem- 
løber o.  s.  V.,  og  sammen  dermed  en  Erindring  om  saadanne  tidligere  Sansninger  og 
en  Evne  til  at  samle  de  forskellige  samtidige  Sansninger  og  Erindringer  om  ældre 
Sansninger  til  et  Helhedsbillede.  Dette  opfattes  som  en  „Ding  an  sich",  der  har 
alle  de  Egenskaber,  for  hvilke  det  er  det  samlende  og  samlede  Udtryk.  Naar  delte 
Billede  kommer  til  at  staa  saa  klart,  at  man  derpaa  kan  aflæse  de  Egenskaber, 
som  det  samler,  uden  at  man  er  sig  de  enkelte  Sansuiinger  eller  den  Samlings- 
proces bevidst,  hvoraf  det  er  fremgaaet,  kalder  vi  det  el  intuitivt  Billede.  Delles 
Dannelse  begynder  med  Barnels  uvilkaarlige  Kombination  af  de  ved  de  forskellige 
Sansninger  modtagne  Indtryk,  og  dets  Indhold  udvides  sammen  med  Kredsen  af 
de  Sanseindtrj'k,  som  melder  sig,  eller  som  man  af  en  gavnlig  Nysgerrighed  skaffer 
sig  Lejlighed  til  al  modtage.  Derimod  vil  vi  her  saa  meget  som  muligt  se  bort 
fra  Dannelsen  af  de  Billeder,  hvis  Oprindelse  man  vel  ikke  øjeblikkelig  gør  sig 
Rede  for,  men  som  er  den  samlede  Frugt  af  foregaaende  Tænkning  eller  mod- 
tagen Lærdom.'  Er  det  virkelig  samlet  til  en  Helhed,  overfor  hvilken  man  glemmer, 
hvorfra  man  har  disse  Enkeltheder,  kan  ogsaa  det  kaldes  intuitivt').  I  Modsætning 
dertil  vil  vi  kalde  et  saadant  intuitivt  Billede,  der  ikke  saaledes  er  vundet  som 
Frugt  af  Tænkning  og  Skoling,  oprindeligt.  Det  er  en  psykologisk  Erfaring,  al 
denne  Oprindelighed  netop  ikke  tilhører  del,  som  en  logisk  Analyse  bringer  til  at 
betragte  som  de  første,  udelelige  „Elementer",  dem,  man  allerførst  definerer  og 
hvis  Egenskaber  man  gør  til  Axiomer,  men  netop  visse  logisk  talt  sammensatte 
Billeder  og  Begreber. 

For  ret  at  forslaa  de  ældste  Overleveringer  om  Begyndelsen  paa  geometrisk 
Arbejde  maatle  man  helst  vide  Besked  om,  hvilke  Billeder  og  dertil  knyttede 
Sandheder  der  frembj'der  sig  som  Genstand  for  en  oprindelig  Intuition;  men  om- 
vendt giver  ogsaa  den  historiske  Overlevering  Midler  til  at  finde,  paa  hvilke  intui- 
tive Billeder  dette  Arbejde  fra  først  af  har  bygget.  Disse  Billeder  fremtræder  som 
Forudsætninger,  hvorom  alle  antages  at  være  enige,  og  for  hvilke  ingen  falder  paa 

')  Om  en  saadan  ved  Tænlcning  vunden  og  siliret  „Helhedserkendelse"  henvises  til  min  Afhandling 
i  Videnskabernes  Selskabs  Oversigt  1914.  S.  274. 
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at  give  nogen  Begrundelse.  Den  Tænkning,  som  allerede  er  fornøden  for  at  beskrive 
et  Billede  i  Ord,  kan  dog  samtidig  have  faaet  nogen  Indflydelse  ogsaa  paa  dets  Dan- 
nelse; Udsigelsen  af  dets  enkelte  Træk  er  i  sig  selv  en  begyndende  Tænkning.  Bedst 
sikret  er  altsaa  den  oprindelig  intuitive  Karakter  af  Billeder,  hvis  Gyldighed  man 
betragter  som  saa  selvfølgelig,  at  man  finder  det  overflødigt  al  beskrive  deres  Ind- 
hold, ja  endog  blot  at  nævne  dem,  og  dog  bygger  paa  dem  som  Kendsgerninger. 

Et  Exempel  herpaa  frembyder  den  tidlige  Dannelse  af  Plangeometrien.  Her 
er  ikke  fjerneste  Tale  om,  hvad  en  Plan  eller  blot  en  Flade  er,  hvilket  jo  vilde 
kræve  rumlige  Forklaringer;  men  hvad  der  siges  om  Figurerne,  om  Stykker  af 
Marken,  som  maales,  om  de  Afbildninger,  man  gør  i  Sandet  eller  paa  andre  Flader, 
passer  kun  paa  Figurer  i  Planen.  Man  har  saaledes  et  intuitivt  Billede  af  Planen. 
Hvorledes  dette  er  opstaaet,  er  et  psykologisk  Spørgsmaal,  som  det  ikke  her  er  vor 
Sag  at  besvare.  Man  ser  bort  fra  de  Ujævnheder,  som  alle  de  Flader,  man  har  set 
eller  følt  paa,  frembyder;  man  foretager  altsaa  en  ubevidst  Abstraktion,  hvad  der 
er  mindre  mærkeligt,  naar  det  erindres,  hvad  vi  skal  vende  tilbage  til  i  XIII.  Kap., 
at  Evnen  til  at  abstrahere  paa  dette  Standpunkt  hænger  nøje  sammen  med  Mang- 
len paa  Evne  til  at  differentiere.  Hvorledes  det  nu  end  er  hermed,  saa  opererer 
man  i  en  Plan,  og  Operationerne  foretages  og  beskrives,  uden  at  der  tales  om  den 
Plan,  hvori  alt  foregaar.  Dens  Existens  vedbliver  som  en  Forudsætning  at  ligge 
bagved,  ogsaa  længe  efter  at  man  har  begyndt  at  ræsonnere  over  de  i  Planen  inde- 
holdte Figurer.  Deri  ligger  ogsaa  Grunden  til  det  store  Forspring,  som  en  viden- 
skabelig Behandling  af  Plangeometrien  fik  for  den  endnu  af  Platon  savnede  viden- 
skabelige Behandling  af  Stereometrien.  At  den  ideale  Plan  er  et  intuitivt  Billede, 
træder  os  iøvrigt  ogsaa  i  Mode  under  alle  de  Forsøg,  som  fra  Platon's  Dage  til 
nu  er  gjort  paa  at  definere  den  direkte  eller  ved  karakteriserende  Postulater.  Vi 
prøver  disse  Definitioner,  ikke  efter  om  de  pædagogisk  eller  videnskabelig  er  mere 
eller  mindre  hensigtsmæssige,  men  efter  om  de  stemmer  med  det  intuitive  Billede, 
vi  nu  engang  besidder,  og  i  Henhold  til   hvilket  vi    foretager  Operationer  i  Planen. 

Med  Billedet  af  en  ret  Linie  gaar  det  paa  samme  Maade.  Ja,  som  med  Planen 
er  det  endog  indtil  vore  Dage  vedblevet  at  gaa  med  det  tredimensionale  Rum.  Som 
intuitivt  Billede  har  dette  som  „Rummet"  dannet  Rammen  for  alle  geometriske 
Undersøgelser,  indtil  det  selv  som  tredimensionalt  er  indrammet  i  det  mere  abstrakte 
Begreb:  Rum  med  et  vilkaarligt  Antal  Dimensioner. 

For  at  vinde  den  rette  Forstaaelse  af  ældgammel  Geometri  vil  det  dog  være 
godt  tillige  at  have  andre  Midler  til  at  afgøre,  hvilke  intuitive  Billeder  der  har 
staaet  til  Raadighed  paa  den  Tid,  end  selve  Beretningerne,  der  jo,  som  vi  her  saa, 
ofte  kun  ved  deres  Tavshed  røber  dette.  Vi  maa  helst  have  en  Vejledning  af  samme 
Art  som  ved  Læsningen  af  de  mere  videnskabelige  Arbejder  fra  en  noget  yngre 
Tid.  Ved  den  gaar  vi  ud  fra,  at  Tankens  Love  var  de  samme  for  disses  Forfattere 
som  nu,  selv  om  de  kan  være  iklædt  saa  forskellige  Former,  at  det  kan  kræve  et 
vist  Arbejde  deri  at  genfinde  de  samme  Tankeforbindelser,  som  vi  nu  bruger.  For 
ret  at  forstaa  de  ældste   geometriske   Iagttagelser   maa   vi   paa   lignende   Maade   gaa 

D.  K.  D.  Vidensk.  Selsk.  Skr.,  naturvidensk.  og  mathem.  Afd..  8.  Række,  I.  5.  33 
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ud   fra,  at  disses  Iagttagere   var  udrustede    med    Evner   af  samme  Art   til  at  danne 
oprindelige  intuitive  Billeder,  som  findes  iios  nulevende  Mennesker. 

Vi  kan  prøve  de  intuitive  Billeder,  som  vi  selv  er  i  Stand  til  at  danne  os, 
men  maa  da  saavidt  muligt  se  bort  fra  den  geometriske  Skoling,  som  vi  selv  be- 
sidder. Den  Fare,  som  kommer  derfra,  kan  tildels  afhjælpes  ved  Forsøg  med  Per- 
soner, som  er  geometrisk  uskolede.  Selv  disse  vil  ganske  vist  ikke  kunne  frigøre 
sig  fra  Indtryk,  der  er  komne  til  dem  fra  Bygninger  og  deslige,  hvorpaa  geometri- 
ske Kundskaber  har  udøvet  en  Indflydelse,  der  ved  Brug  af  visse  Figurer  træder 
synlig  frem  ;  men  de  intuitive  Billeder,  der  danner  sig,  vil  i  hvert  Fald  i  meget 
stemme  med  med  den  oprindelige  Intuition,  hvis  Indflydelse  har  gjort  sig  gældende 
ved  Dannelsen  af  den  allerførste  Geometri. 

Dette  gælder  saaledes  om  de  „Synsoplevelser",  hvorover  Dr.  Rubin  har  gjort 
en  Række  af  systematiske  Iagttagelser  i  sin  Doktorafhandling').  De  intuitive  Bille- 
der, hvorom  jeg  har  talt,  og  som  jeg  har  Brug  for  at  kende,  er  bygget  paa  „Sanse- 
oplevelser", og  en  Sanseoplevelse  er  selv  —  som  det  fremgaar  af  de  af  Rubin  be- 
skrevne Synsoplevelser  —  det  samme  som  det  intuitive  Billede,  som  man  faar  ved 
en  bestemt  begrænset  Brug  af  Sanserne,  bl.  a.  begrænset  til  et  enkelt  Tidsrum  af 
en  vis  kort  Størrelse;  den  opleves  dog  kun  af  den,  der  ved  tidligere  Brug  af  San- 
serne er  opøvet  i  Sansning.  En  Synsoplevelse  kan  være  indskrænket  til  Syn  med 
ét  Øje,  holdt  paa  et  bestemt  Sted  i  Rummet.  Den,  der  ser  saaledes,  vil  dog  i  Erin- 
dring om  tidligere  Sansninger  af  forskellig  Art  kunne  have  en  bestemt  Forestil- 
ling om  Afstandens  Virkning  o.  s.  v.  Billedet  vil  imidlertid,  hvis  del  opfanges  af  en 
Plan,  blive  perspektivisk.  At  gamle  Iagttagere  slet  ikke  har  lagt  Vægt  paa  en  saa- 
dan  Begrænsning  af  Sansningen,  fremgaar  af,  at  det  først  var  i  Rennæssancetiden, 
at  Perspektiv  blev  en  Lov  for  Malerne.  Rubin  beskæftiger  sig  ogsaa  væsentlig  med 
Syn  med  begge  Øjnene,  hvad  der  sætter  Beskueren  i  Stand  til  at  opfatte  de  enkelte 
Punkters  Afstande  og  derved  faa  en  klarere  Forestilling  om  de  enkelte  Punkters 
indbyrdes  Beliggenhed,  altsaa  om  Figurernes  virkelige  Former.  Dette  opnaas  dog 
ikke  ved  noget  Ræsonnement,  men  ved  en  ubevidst  Evne,  der  maa  være  udviklet 
ved  tidligere  Kombination  af  forskellige  Sansninger.  Rubin  gør  forøvrigt  ogsaa  ofte 
andre  Indskrænkninger  i  de  Synsoplevelser,  som  han  underkaster  sine  Forsøgspersoner; 
idet  han  f.  Ex.  lader  dem  se  paa  et  Kvadrat  fra  et  Punkt  enten  over  en  Vinkelspids 
eller  over  Midten  af  en  Side.  Saadanne  Indskrænkninger  maa  naturligvis  interessere 
ham,  der  kun  ved  en  Deling  kan  naa  den  tilsigtede  psykologiske  Analjse;  de  kan 
ogsaa  interessere  os,  naar  de  ældgamle  Iagttagere  har  været  underkastede  lignende 
Indskrænkninger;  men  i  Reglen  vil  disse  have  haft  Lejlighed  til,  ja,  interesseret  sig 
for  en  mere  alsidig  Beskuen.  Meget  af  det,  som  Rubin's  Forsøgspersoner  har  syns- 
oplevet  under  mere  indskrænkede  Forhold,  lader  sig  dog  ogsaa  anvende  paa  de 
fuldstændigere  intuitive  Billeder,  hvortil  de  har  ydet  Bidrag. 

I  den  efterfølgende  Beretning  om  nogle  af  Rubin's    Undersøgelser  over  Synsop- 


')  E.  Rubin:  Synsoplevede  Figurer.    Studier  i  psykologisli  Analyse.  1915. 
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levelse  af  plane  Figurer  i  samme  Plan  vil  jeg  kalde  Flade  figur,  hvad  han  kalder 
Figur,  idet  jeg  har  en  mere  omfattende  Brug  for  Ordet  Figur,  og  foruden  om  Flade- 
figurer,  der  optager  en  Del  af  Planen,  ogsaa  taler  om  Linie  fig  ur  er  (der  kan  gen- 
gives ved  Stregfigurer).  Naar  to  Fladefigurer,  af  hvilke  den  ene  kan  være  sort,  den 
anden  hvid,  støder  sammen  langs  en  fælles  Grænselinie,  f.  Ex.  naar  den  ene  om- 
slutter den  anden,  gælder,  som  Rubin's  Forsøg  viser,  en  Synsoplevelse  kun  den  ene 
Fladefigur  ad  Gangen,  overfor  hvilken  den  anden  da  optræder  som  „Grund".  Er 
den  ene  omsluttet  af  den  anden,  vil  den  første  vel  sædvanlig  straks  opfattes  som 
Fladefigur,  den  anden  som  Grund.  En  Fladefigurs  Form,  f.  Ex.  et  Lands  paa  et 
Landkort,  kan  man  mere  eller  mindre  nøje  beskrive  ved  Angivelse  af  dens  udad- 
gaaende  Tunger  og  indadgaaende  Bugter.  Den  Viden,  man  ved  denne  Synsoplevelse 
faar  og  ved  Beskrivelsen  meddeler  om  Fladefigurens  Form,  rummer  logisk  talt  en 
tilsvarende  Viden  om  Grundens  Form  langs  hele  den  Grænselinie,  som  de  har  fæl- 
les; Tunger  paa  P^ladefiguren  svarer  til  Bugter  paa  Grunden  og  omvendt.  Denne 
nye  Viden  vindes  dog  først  ved  Slutninger,  og  rummes  ikke  i  den  første  Syns- 
oplevelse. Ved  en  Tilfældighed  eller  ved  en  Anstrengelse,  der  kan  foranlediges 
ved  den  nævnte  Slutning,  kan  man  derimod  opnaa  i  en  ny  Synsoplevelse  at  se 
det,  der  først  var  Grund,  som  Fladefigur,  og  omvendt. 

Ved  et  Arbejde,  som  bestaar  i  med  Blikket  at  gennemløbe  Skillelinien  eller 
en  Fladefigurs  hele  Omrids,  kan  man  syn.sopleve  denne,  hvorved  Fladefigurens 
Tunger  og  Bugter  bliver  til  Bøjninger  til  højre  og  venstre.  Dette  Arbejde  er  væsent- 
lig et  sjæleligt  Arbejde  og  behøver  i  det  mindste  ikke  at  være  forbundet  med  nogen 
Bevidsthed  om  en  tilsvarende  Bevægelse  af  Øjet  ;  en  saadan  kan  iøvrigt  ogsaa  være 
nødvendig  for  at  synsopleve  selve  Fladefiguren. 

Den  ved  Synsoplevelse  vundne  Viden  om  Omridsets  Form  medfører  ogsaa  en 
Viden  om  den  deraf  indesluttede  Fladefigurs.  Ja,  dette  kan  ikke  alene  ske  ved  en 
Slutning,  men  Fladefiguren  tilegnes  saa  umiddelbart  ved  Fremstillingen  af  dens 
Omrids,  at  man  gennem  en  Stregfigur,  der  i  sig  kun  fremstiller  Omridset,  umid- 
delbart kan  synsopleve  Fladefiguren  uden  at  bruge  en  virkelig  Synsoplevelse  af 
Omridset  til  Gennemgangsled.  Dette  har,  som  man  ser  af  de  ældste  Afbildninger, 
allerede  i^'ældgammel  Tid  været  benyttet  til  Afbildning  ved  Stregfigurer. 

Rubin  meddeler  S.  164  ff.  nogle  meget  velvalgte  Forsøg,  som  skal  oplyse,  om 
den,  der  ved  et  Omrids  afbilder  en  Figur,  der  er  forelagt,  ikke  ved  sit  Omrids, 
men  som  farvet  Fladefigur  paa  en  Grund  af  anden  Farve,  opnaar  dette  ved  at  syns- 
opleve Fladeflguren  selv  eller  dens  Omrids.  Forsøgene  udgjorde  4  forskellige  Ræk- 
ker, hvis  Forskelle  beroede  paa,  at  dels  de  afbildede  Figurer  enten  vedblev  at 
være  synlige  under  Tegningen  eller  skulde  erindres  efter  at  have  været  forelagte 
en  vis  Tid,  dels  de  eftertegnede  Billeder  under  Tegningen  enten  var  synlige  eller 
usynlige  for  Tegneren.  Forsøgspersonerne  var  geometrisk  skolede,  maaske  fordi  de 
da  bedre  kunde  gøre  Rede  for  deres  Oplevelser.  Ellers  kunde  jeg  ønske,  at  de 
havde  været  saa  uskolede  som  muligt.  Ulemperne  ved  deres  Skoling  falder  imid- 
lertid bort  derved,  at  deres   forskellige   Udtalelser   røber,  i   hvilken   Grad   de  havde 

33* 


250  VI.  Kapitel.  52 

forstaaet  at  frigøre  sig  fra  Skolingen.  Denne  kan  nemlig  efter  det  følgende  kun 
have  medført  en  Tilbøjelighed  til  at  fæste  Opmærksomheden  ved  Omridset.  Man 
tør  derfor  holde  sig  til  Udtalelserne  fra  den  Person,  som  øjensynlig  bedst  holder 
sig  fri  for  Paavirkning  fra  Skolingen,  og  fra  hvem  de  øvrige  kun  afviger  ved  nogle 
Opfattelser,  der  ret  tydelig  bærer  Præg  af  denne.  Bortset  fra  de  Vanskeligheder, 
som  Tegningen  paa  et  Blad,  som  man  ikke  selv  saa,  voldte,  og  som  man  maatte 
overvinde  ved  at  følge  Omridsene,  foregik  Tegningen  nærmest  ved  en  Omkresning 
af  Fladebilleder,  som  man  tænkte  overført  paa  Billedplanen.  Deraf  fremgaar,  at  Op- 
levelsen af  Fladefiguren  frembyder  sig  mere  umiddelbart  end  Oplevelsen  af  Omridset. 

Det  kunde  være  interessant  ligeledes  at  erfare,  om  Afbildninger  af  en  Streg- 
figur  ved  en  Fladefigur  eller  ved  en  ny  Stregfigur  vilde  give  samme  Resultat.  I 
sidste  Tilfælde  vilde  der  dog  foreligge  en  stor  Fristelse  til  umiddelbart  at  efterligne 
den  foreliggende  Figurs  Streger. 

Helt  anderledes  gaar  det,  naar  man  i  Ord  skal  gøre  Rede  for  den  forelagte  Figurs 
Egenskaber,  eller  naar  man,  som  ved  det  Forsøg,  der  dannede  en  Undtagelse,  skal 
gøre  Brug  af  disse.  Da  vil,  naar  man  skal  gaa  videre  end  til  at  nævne  de  før  om- 
talte Tunger  og  Bugter,  Omtalen  af  Omridset  spille  en  større  og  større  Rolle,  jo 
videre  man  gaar,  og  i  en  geometrisk  Behandling  vil  dette  efterhaanden  blive  Hoved- 
sagen. Paa  den  vigtigste  Grund  hertil  peger  Dr.  Rubin  S.  179.  Vi  vil  dog  omskrive 
hans  Forklaring  saaledes:  Omridset  har  kun  en  Dimension,  medens  Fladefiguren 
har  to,  eller  hin  indeholder  oo'  Punkter  og  kan  gennemløbes  ved  en  kontinuert 
Bevægelse  af  et  Punkt,  hvad  Fladefiguren,  der  indeholder  oo",  ikke  kan.  Paa  den 
anden  Side  faar  man  lige  saa  meget  at  vide  ved  at  undersøge  Omridset.  Ved  at 
holde  sig  til  dette  gør  man,  hvad  der  maa  gøres  i  enhver  indgaaende  logisk  Be- 
handling: ved  at  se  bort  fra  det,  der  ligger  indenfor  Omridset,  abstraherer  man  fra 
noget,  som  ingen  Indflydelse  kan  faa  paa  Resultatet  af  den  foreliggende  Undersøgelse 
af  Fladefigurens  geometriske  Egenskaber. 

Det  første  Skridt  i  denne  Retning  var  den  alt  omtalte  Tegning  af  et  Omrids, 
der  skal  gælde  som  Fremstilling  af  selve  Fladefiguren  og  ogsaa  opfattes  saaledes. 
At  man  udenfor  mathematiske  Betragtninger  fastholder  den  oprindelige  Opfattelse 
som  Fladefigur,  stemmer  med  den  daglige  Brug  af  Ord  som  Trekant  og  Firkant, 
hvor  „Kant"  betyder  det  samme  som  Rubin  kalder  „Tak"  paa  Figuren,  o:  en  skarp 
„Tunge".  Det  var  først  Mathematikerne,  der  fik  Brug  for  Ord  som  Treside  og  Fir- 
side. Euklid  bruger  endda  kun  TpinXe'jpa  og  Terpdnhupa  som  Adjektiver  til  n^rjuam 
(Figurer),  medens  man  af  Definitionerne  1,20  og  21  ser,  at  zpiywvov  er  Sprogets  sæd- 
vanlige Ord  for  Trekant.  Naar  han  har  maattet  kalde  almindelige  Firkanter  „fir- 
sidet  Figur",  kommer  det  af,  at  Sprogbrugen,  ligesom  ofte  i  populært  Dansk,  havde 
lagt  Beslag  paa  Ordet  rerpdyMvov  (Firkant)  for  Kvadrat.  Paa  Dansk  og  Tysk  er  „Fir- 
side" jo  kun  et  Kunstord,  som  Mathematikerne  fik  Brug  for,  da  de  skulde  tale  om 
den  fuldstændige  „Firside"  med  6  „Vinkelspidser". 

Paa  lignende  Maade  er  det  gaaet  med  Ordet  a^rjua.  Figur.  Det  er,  som  vi  ser 
af  Euklid's  Definitioner,  oprindelig  Udtryk    for   en    begrænset   Fladefigur,    men    er 
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efterhaanden  gaaet  over  til  at  betegne  hele  den  tegnede  Figur  med  dens  Linier,  som 
man  fik  Brug  for  i  den  mere  indgaaende  geometriske  Undersøgelse,  og  som  baade 
indbefattede  Fladefigurernes  Omrids  og  andre  Linier,  som  der  under  Undersøgelsen 
blev  Brug  for.  Den  samme  Overgang  har,  som  jeg  bemærkede,  fundet  Sted  fra 
Rubins  Sprogbrug  til  min,  netop  fordi  jeg  skulde  knytte  mere  geometriske  Hensyn 
til  de  intuitive. 

Skønt  Rubin  ikke  siger  noget  nærmere  derom,  og  det  for  den  her  omtalte 
Undersøgelse  om  Forhold  mellem  Fladefigur  og  Omrids  har  været  uvæsentligt,  an- 
tager jeg,  at  den  Genfremstilling  af  plane  Figurer  paa  ny  Planer,  som  her  har 
været  tilsigtet,  er  Genfremstilling  ved  kongruente  (eller  dog  ligedannede)  Figurer 
og  navnlig  ikke  perspektiviske  Billeder.  Der  foreskrives  nemlig  i  Reglen  intet  om 
kun  at  bruge  ét  Øje  og  holde  det  og  Tegnefladen  i  bestemte  Stillinger.  Prøverne 
giver  altsaa  en  Bekræftelse  paa,  hvad  man  ogsaa  kan  se  af  de  ældste  opbevarede 
.-afbildninger,  at  plane  Figurer  kongruente  med  en  forelagt  hører  med  til  de  intuitive 
Billeder,  som  kan  tilegnes  alene  ved  Sanseoplevelser  0.  Det  samme  maa  da  ogsaa 
være  Tilfældet  med  Kongruens  af  Dele  af  samme  Figur.  Særlig  naar  disse  er  sym- 
metrisk beliggende,  vil  en  saadan  Symmetri  træde  tydelig  frem,  naar  man  ser  paa 
Figuren  fra  et  Punkt  af  Symmetriplanen.  Paa  denne  Maade  kan  man  faa  en  intuitiv  Vis- 
hed for  Existensen  af  Rektangler,  nemlig  Firkanter,  hvis  fire  „Takker",  hvormed  Rubin 
betegner  Vinklerne,  som  de  optræder  paa  Fladefiguren,  er  ganske  ens,  derigennem  for 
at  de  to  Trekanter,  hvori  Rektanglet  deles  ved  en  Diagonal,  er  ganske  ens,  og  derved,  at 


')  Da  sædvanlige,  tegnede  eller  malede  Billeder  vel  nærmest  skal  gengive  Synsoplevelser,  kan  der 
niaaske  rejses  nogen  Tvivl  om  Eneberettigelsen  af  Brug  af  Perspektiv.  Som  en  Nødhjælp  til  Gen- 
givelse af  en  rumlig  Figur  ved  et  Billede  i  en  Plan  kan  den  perspektiviske  Gengivelse  ikke  omfatte  den 
hele  Synsoplevelse,  men  alene  et  enkelt  Synsindtryk,  nemlig  Synet  med  ét  Øje  fra  et  bestemt  Sted. 
Der  gøres  herved  et  vilkaarligt  Valg  indenfor  de  Synsindtryk,  som  bidrager  til  den  hele  Synsoplevelse, 
som  foruden  ved  Brug  af  to  Øjne  yderligere  kan  være  fuldstændiggjort  ved  Flytning  af  Øjnene.  Den 
ved  dette  Valg  begrænsede  Opgave  har  ganske  vist  den  store  Fordel  at  være  geometrisk  bestemt;  men 
det  kan  næppe  betragtes  som  givet  paa  Forhaand,  at  man  ved  netop  at  vælge  denne  Indskrænkning 
i  alle  Tilfælde  faar  den  mest  levende  Gengivelse  af  den  fuldstændige  Synsoplevelse  ogsaa  da,  naar  de 
afbildede  Genstande  er  nære  nok  til  at  give  de  to  Øjne  forskellige  Synsindtryk.  Som  Gengivelse  af  et 
enkelt  Synsindtryk  skulde  man  tro,  at  den  perspektiviske  Gengivelse  kun  vilde  have  Værdi,  naar  den 
ses  fra  det  tilsvarende  Øjepunkt;  set  fra  andre  Synspunkter  vil  det  perspektiviske  Billede  give  et  Syns- 
indtryk, som  man  ikke  vilde  faa  ved  se  den  afbildede  rumlige  Genstand  faa  nogetsomhelst  Synspunkt. 
At  dog  Synet  af  Billedet  fra  forskellige  Synspunkter  kan  tilfredsstille  i  det  mindste  dem,  der  er  vant 
til  at  se  Billeder,  maa  bero  paa,  at  den  Synsoplevelse  af  plane  Figurer,  med  hvilke  vi  her  beskæftiger 
os,  og  ved  hvilken  kongruente  Figurer  opfattes  som  ens,  hos  dem  er  bleven  saa  stærkt  udviklet,  at  det 
tegnede  eller  malede  plane  Billede  opfattes  som  det  samme,  fra  hvilket  Punkt  man  end  ser  det,  og 
at  man  derved  faar  en  bestemt  Følelse  af,  at  der  e.xisterer  et  Punkt  i  Rummet,  for  hvilket  dette  Bil- 
lede er  en  virkelig  perspektivisk  Gengivelse  af  de  afbildede  Genstande  i  Rummet.  Flytningen  af  Øjet 
kan  derimod  ikke,  naar  man  holder  sig  til  de  geometriske  Forhold,  give  det  en  Dybde,  som  det  ikke 
selv  har,  og  vel  næppe  illudere  nogen  anden  Dybde  end  den,  man  bedst  forestiller  sig  med  det  perspek- 
tiviske Øjepunkt  til  eneste  Synspunkt.  Det  kan  maaske  lønne  sig  at  se  med  det  ene  Øje  fra  dette 
Punkt;  men  stiller  man  sig  andre  Steder,  faar  man  Brug  for  begge  sine  Øjne,  da  man  maa  have  en 
fuldstændig  Synsoplevelse  af  den  plane  Afbildning  for  at  faa  en  rigtig  Forestilling  om,  hvorledes  den 
maa  vise  sig  fra  et  Øjepunkt,  hvorfra  man  da  ikke  selv  ser  den. 
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de  er  lige  store.  Den  intuitive  Vished,  som  man  begynder  med  at  have  herom, 
hører,  som  vi  skal  se,  til  det  første,  hvorpaa  man  har  bygget  de  ældste  geometriske 
Betragtninger,  man  kender.  I  Forbindelse  hermed  staar  Deling  af  Planen  ved  to 
Sæt  Paralleler  i  Rektangler  og  Kvadrater. 


Kap.  VII. 

Brug  af  Figurflytning  i  de  ældste  Tider; 
geometriske  Redskaber. 


Den  Overgang,  som  vi  her  har  omtalt,  fra  den  Synsoplevelse  af  Fladefigurer, 
som  først  frembyder  sig,  til  en  nærmere  Beskæftigelse  med  de  Liniefigurer,  der 
benyttes  til  paa  en  nemmere  Maade  at  reproducere,  beskrive  og  nøjere  undersøge 
de  hele  Figurer,  har  efterhaanden  fundet  Sted  fra  de  ældste  geometriske  Betragt- 
ninger indtil  den  euklidiske  Geometri.  Det  skyldes  dog  ikke  udelukkende  Synsop- 
levelser, at  man  fra  først  af  lagde  mere  Vægt  paa  selve  de  lukkede  Figurer  end 
paa  deres  Omrids,  men  vel  ogsaa  de  økonomiske  Formaal,  for  hvis  Skyld  man 
dyrkede  Geometrien.  For  de  ægyptiske  Landmaalere  f.  Ex.  kom  det  betydelig 
mere  an  paa  de  begrænsede  Figurers  Fladeindhold  end  paa  Formerne  af  deres  Om- 
rids. Det  gjaldt  om,  med  saa  god  Tilnærmelse  som  muligt  at  faa  den  indenfor  Om- 
kredsen liggende  Flade  opfyldt  med,  eller  tænke  den  opfyldt  af,  lige  store  Kvadra- 
ter og  tælle  disse.  Omridsene  selv  kom  da  kun  i  Betragtning  i  Forhold  til  den 
større  eller  mindre  Lethed,  med  hvilken  dette  lod  sig  gøre.  Bedst  lykkedes  del 
for  Rektanglers  Vedkommende,  som  man  snart  lærte  at  maale  ved  Produktet  af 
Rektanglets  Længde  og  Bredde  udtrykt  i  Længdemaal,  hvad  der  i  dette  Tilfælde  er 
det  samme  som  to  sammenstødende  Sider  af  Omkredsen.  Paa  en  Tid,  da  Omkred- 
sens og  dens  Forms  Sammenhæng  med  Arealels  Størrelse  endnu  ikke  var  nøjere 
undersøgt,  kunde  det  ligge  nær,  naar  en  anden  Firkant  var  givet,  at  prøve  paa 
anden  Maade  at  benytte  den  foreliggende  Figurs  Omrids  til  at  udmaale  den 
„Længde"  og  „Bredde",  som  skulde  multipliceres,  og  da  er  man  faldet  paa  at  prøve 
at  anvende  Middeltallene  mellem  modstaaende  Sider.  Naar  denne  Beregningsmaade 
anvendes  paa  Firkanter,  der  nærmer  sig  til  at  være  Rektangler,  giver  den  ganske 
gode  Resultater,  idet  Resultatets  Afvigelse  fra  det  rigtige  bliver  lille  af  anden  Orden, 
naar  Vinklernes  Afvigelser  fra  at  være  rette  betragtes  som  smaa  af  første  Orden. 
De,  der  af  dette  Held,  som  jo  nok  kunde  efterprøves  ved  Skøn  eller  ved  anden 
Deling  af  Figurerne,  lod  sig  friste  til  at  antage  Fremgangsmaaden  for  almengæl- 
dende,  maatte  imidlertid  i  andre  Tilfælde  komme  til  Resultater,  som  enten  røbede 
Reglens   Ubrugelighed    og   da    maatte   opfordre   til    mere   indgaaende    Undersøgelser, 
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eller  godkendtes  i  Henhold  til  gammel  Slendrian  og  da  røbede  en  fuldstændig  Man- 
gel paa  Evne  til  selvstændig  geometrisk  Undersøgelse.  I  første  Tilfælde  nødtes  man 
til  paa  Figuren  ogsaa  at  indføre  andre  Linier  end  Omkredsens  Sider;  i  sidste  kunde 
det  gaa  saa  vidt,  at  saadanne  Regler  fik  en  vis  Lovkraft,  og  deres  Udførelse  lagdes 
i  Hænderne  paa  Folk,  som  uden  at  brj'de  sig  om  Sagen  selv  kun  tænkte  paa  at 
udføre,  hvad  der  blev  dem  paalagt. 

Sammenhængen  med  de  Synsoplevelser,  hvis  nøjere  Beskaffenhed  Rubin  har 
undersøgt,  træder  fuldstændigere  frem  ved  den  Samling  af  geometriske  Sætninger, 
som  er  opbevaret  os  i  de  indiske  Culbasiitraer '),  der  er  omtrent  fra  Pythagoras' 
Tid,  men  peger  tilbage  til  en  meget  ældre  Fortid;  de  indeholder  nemlig  overleverede 
rituelle  Forskrifter  for  Konstruktionen  af  Altre  samt  de  geometriske  Sætninger, 
der  ligger  til  Grund   for  disse. 

Undtagelsesvis  finder  man  her  foruden  Sætninger  et  geometrisk  Bevis,  nemlig 

for,  at  (Fig.  1)  det  ligebenede  Trapez  ABCD  med  Grundlinierne    c     ^ B 

30  {CD)  og  24  (AB)  og  Højden  36  {AE  eller  BF)  er  972  Kva- 
dratenheder. Man  omformer  Trapezet  til  et  Rektangel  GBFI) 
ved  Flytning  af  Trekanten  ßCF  til  Stillingen  DAG.  Paa  samme 
Maade  kunde  vi,  Euklid's  Disciple,  bevise  at  Paralleltrapezet 
er  lig  Rektanglet,  men  kun  under  Forudsætning  af,  at  vi 
først    har    faaet    bevist    selve    Paralleltrapezets   Existens,   der-  '^' 

under  Existensen  af  parallele  Linier,  eller  saadanne,  der  overalt  har  samme 
Afstand,  og  dernæst  Ligestorheden  af  de  to  Trekanter.  Den  sidste  vises  ved,  at  de 
har  saadanne  Sider  og  Vinkler  lige  store,  at  de  maa  være  kongruente,  og  Beviserne 
for  alt  dette  maa  kunne  føres  tilbage  til  udtrykkelig  opstillede  geometriske  Forud- 
sætninger. Særlig  kan  det  fremhæves,  at  man  ved  disse  Beviser  helt  igennem  be- 
handler de  forskellige  Fladefigurers  Omkredse,  deres  Siders  Længder  og  Vinklerne 
imellem  dem. 

Apastamba  derimod  betragter  alle  disse  Ting  som  umiddelbart  indlysende. 
Han  maa  læse  dem  ud  af  et  ved  Synsoplevelser  vundet  intuitivt  Billede.  Dette 
falder  ind  under  dem,  som  man  mest  umiddelbart  har  kunnet  danne  sig.  Vi  har 
blandt  saadant  udtrykkelig  nævnt  Billedet  af  et  Rektangel;  paa  dette  fremtræder 
Billedet  af  Paralleler  med  overalt  lige  store  Afstande,  og  dertil  knytter  sig  Billedet 
af  et  Paralleltrapez;  i  Kraft  af  Synsoplevelse  af  Symmetri  faar  man  særlig  et  Bil- 
lede af  ligebenede  Trapezer.  Denne  Symmetri  viser  ogsaa,  at  den  Trekant,  vi  har 
kaldt  BCF,  er  lige  stor  med  Trekant  ADE,  der  som  fremkommen  ved  Deling  af  et 
Rektangel  er  lige  stor  med  DAG.  Alt  dette  har  kunnet  samle  sig  i  et  intuitivtJBil- 
lede  af  Figuren,  og  det  saa  meget  lettere,  som  man  har  indskrænket  sig  til  en  Fi- 


')  I  Cantor's  Mathematikens  Historie  gøres  efter  Thibaut  (Journal  of  the  Asiatic  Society  of  Ben- 
gal 1875,  1)  nærmest  Rede  for  BaudhSyana  Çulbasiîtra.  BOrk  har  i  Zeitschrift  d.  Deutsch.  Morgenland. 
Gesellschaft,  LVl  (1901)  gengivet  den  dermed  i  Hovedtrækkene  stemmende  Apastamba  Culbasiitra,  til  hvil- 
ken jeg  har  holdt  mig  i  en  Artikel,  som  er  forelagt  den  II.  internationale  Kongres  for  Filosofi  i  Genève 
1904  og  optaget  i  Beretningen  om  denne  Kongres. 
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gur,  der  forelaa  med  bestemte  Maal.  Dertil  kommer  da  kun  den  logiske  Slutning, 
at  BCF  og  DAG,  der  begge  er  lige  store  med  en  og  samme  tredie,  er  indbyrdes  lige 
store;  men  netop  saadanne  Slutninger  gaar  helt  ind  i  Intuitionen,  uden  at  man 
bliver  sig  dem  særlig  bevidst,  hvad  der  jo  vilde  være  en  begyndende  geometrisk 
Analyse.  Den  første  Begyndelse  til  en  saadan,  som  vi  kender,  er  netop  den  her 
virkelig  forekommende  Udskillelse  af  Trekanternes  Ligestorhed  som  Middel  til  at 
sikre  Trapezets  og  Rektanglets.  Det  bemærkes,  at  saavel  de  benyttede  intuitive  Bil- 
leder, som  selve  det  beskrevne  Bevis,  udelukkende  knytter  sig  til  Fladefigurerne. 
Stregfigurerne  tjener  kun  til  at  fremstille  disse  ved  deres  Omrids. 

Det  er  værd  at  prøve,  om  de  øvrige  geometriske  Resultater,  som  Çulbasûtra- 
erne  meddeler,  kan  være  vundne  alene  gennem  lignende  Intuitioner,  forbundne  med 
saadanne  Omlægninger  som  den,  der  anvendes  i  dette  eneste  opbevarede  Bevis.  Da 
faar  vi  i  det  mindste  en  Forklaring  paa,  at  de  indiske  Géomètre  overhovedet 
kunde  naa  saa  vidt,  særlig  naar  de  Figurer,  hvormed  vi  ser,  at  de  beskæftiger  sig, 
maatte  lede  Sans  og  Tanke  hen  i  de  Retninger. 

Hvad  der  i  de  indiske  Çulbasûtra'er  vækker  størst  Opmærksomhed,  er  den 
deri  indeholdte  almindelige  Udsigelse  af  den  pythagoreiske  Læresætning  (Apastamba 
1,4),  idet  blot  Siderne  i  en  retvinklet  Trekant  ombyttes  med  Diagonalen  og  Siderne 
i  et  Rektangel.  Tillige  findes  angivet  en  Del  Grupper  af  hele  Tal  a,  b,  c,  som  til- 
hører Siderne  i  retvinklede  Trekanter  (Diagonal  og  Sider  i  Rektangler),  idet  a"  =  &' -{-  c\ 
Som  noget,  der  staar  i  Forbindelse  med  denne  sidste  Viden,  kan  nævnes  en  jævnlig 
Brug  af  en  Belægning  af  en  Grund  med  Sten  af  en  vis  Form.  Denne  Form  er  til- 
dels et  Formaal  for  den  geometriske  Undersøgelse;  men  hvad  man  gaar  ud  fra 
som  det  simpleste,  er  Kvadrater.  Man  blev  saaledes  —  som  det  sker  ved  den  Brug 
af  kvadreret  Papir,  der  nu  jævnlig  gøres  ved  den  indledende  geometriske  Undervis- 
ning —  vant  til  at  operere  paa  et  Felt,  der  er  inddelt  i  Kvadrater.  Disse  samler 
sig  i  større  Kvadrater.  I  Apastamba  II.  og  III.  gøres  Rede  for  Antallene  af  de 
smaa  Kvadrater,  som  findes  i  to  saadanne  større  Kvadrater  og  i  disse  større 
Kvadraters  Ditîerens.  Denne  fremstilles,  idet  de  to  Kvadrater  lægges  saaledes,  at 
et  Par  Vinkler  falder  sammen,  ved  den  samme  Figur,  som  Grækerne  benyttede 
paa  samme  Maade  og  kaldte  Gnomon.  Det  Resultat,  som  man  kan  aflæse  ved  Be- 
tragtning af  denne  Figur,  er  det  samme,  som  vi  nu  udtrykker  ved  de  algebraiske 
Formler 

(a±bf  =  a'  +  b^~±2ab,  (1) 

og    a' —  b' =  {a  +  b)  (a  —  b),  (2) 

der  kun  er  de  forskellige  Omskrivninger  af  det  ved  Gnomonfiguren  under  ét  givne 
Resultat,  som  man  faar  ved  at  lade  de  hele  Tal  a  og  ft  betegne  henholdsvis  Siden 
i  det;  mindre  eller  det  større  Kvadrat  og  Gnomons  Bredde,  eller  Siderne  i  begge 
Kvadrater.  Figuren  kan  da  anvendes  til  ved  geometrisk  Omlægning  eller  Tælling 
af  de  smaa  Kvadrater,  som  fylder  de  tre  Figurer,  at  foretage  de  samme  Operationer 
som  man  algebraisk  udfører  ved  Formlerne.  Naar  man  saaledes  bestemmer  en 
Gnomon,  hvis  Antal  af  smaa  Kvadrater  selv  er  et  Kvadrattal,   finder    man   en  Løs- 
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ning  i  hele  Tal  af  den  pylliogoreiske  Ligning  a"  —  5- =  c'-.  Saaledes  forstaar  man, 
at  der  i  Çulbasutra'erne  angives  nogle  Beslemmelser  af  Grupper  af  hele  Tal  for  Sider 
i  retvinklede  Trekanter.  Disse  Talgrupper  svarer  til  Gnomonbredderne  1  og  2.  Be- 
handlingsmaaden  er  den  samme,  som  Grækerne  anvendte.  Den  Løsning  af  den 
pythagoreiske  Ligning,  som  man  (Proklos  S.  428)  har  tillagt  Pythagoras,  svarer 
til  Gnomonbredden  1,  den,  som  man  har  tillagt  Platon,  til  Gnomonbredden  2.  Det 
er  dog  ingenlunde  min  Mening  at  tillægge  Inderne  paa  den  Tid,  der  beskæftiger 
os,  nogen  saadan  Sammenfatning  i  almindelige  Regler'),  men  kun  at  pege  paa,  at 
de  samme  simple  Forhold,  som  ligger  til  Grund  for  disse,  har  tilladt  Inderne  at 
finde  hvert  enkelt  af  de  dem  bekendte  Resultater  ved  Tælling  af  de  i  Gnomonfigurer 
indeholdte  Kvadrater. 

At  Çulbasutra'ernes  Forfattere  og  deres  Forgængere  ogsaa  kunde  gøre  videre 
gaaende  Anvendelser  af  Gnomonfiguren,  ses  navnlig  af  deres  derpaa  grundede  Kon- 
struktion af  et  Kvadrat  lige  stort  med  et  givet  Rektangel,  som  er  den  samme,  som 
vi   genfinder  i  Euklids  II,  14,  og  som  rimeligvis  Pythagoreerne  anvendte.     I  en  ny 


')  T.  A.  Heath  tillægger  mig  (Euclid  I  S.  363)  en  saadan  Anskuelse,  fra  hvilken  han  da  ganske 
naturlig  tager  Afstand.  Hans  Anskuelse  sj'nes  iøvrigt  at  stemme  med  en  anden  Hypothese  om  Indernes 
Opdagelse  af  forskellige  pythagoreiske  Trekanter  og  en  dertil  kn3'ttet  Opdagelse  af  den  pj'thagoreiske 
Sætning,  for  hvilken  Beppo  Levi  gar  Rede  i  Bibliotheca  mathematica  9'  (1908).  Som  det  ses  af  Çul- 
basutra'erne, forslod  Inderne  til  den  intuitive  Opfattelse  af  Figurens  indre  Symmetri  at  knytte  den  ogsaa 
nu  brugelige  Konstruktion  af  en  ret  Linie,  som  i  Midtpunktet  C  af  en  ret  Linie  AB  staar  vinkelret 
paa  denne;  den  skal  ogsaa  gaa  igennem  et  andet  Punkt  D,  som  er  lige  langt  fra  A  og  B.  I  Stedet 
for  Passer  brugte  man  til  Bestemmelsen  af  D  en  Maalesnor.  Da  det  nu  for  at  faa  aldeles  bestemte  Regler 
for  Konstruktion  af  Altre  havde  nogen  Betydning,  at  alle  derved  brugte  Maal  fik  bestemte  Værdier,  har 
man  efter  Levi's  Formodning  prøvet  at  finde  saadanne  Snorlængder,  at  ikke  blot  AC  og  AD,  der  umid- 
delbart anvendes  ved  Konstruktionen  af  den  vinkelrette,  men  ogsaa  Katheten  CD  kunde  udtrykkes 
ved  et  vist  Maal,  taget  et  helt  Antal  Gange.  Forsøg  herpaa  lykkedes  paa  forskellig  Maade,  hvorved 
man  fik  de  forskellige  i  Culbasiitra'erne  angivne  retvinklede  Trekanter  med  Sider  udtrykte  i  hele  Tal. 
For  disse  Tilfælde  viste  det  sig,  at  Hypotenusens  Kvadrat  var  lig  Summen  af  Katheternes;  ved  en 
Induktion  sluttede  man  da,   at   det  samme  ogsaa  gjaldt  om  andre  retvinklede  Trekanter. 

Jeg  skal  derimod  bemærke  for  det  første,  at  den  Induktion,  hvorved  man  skulde  have  alminde- 
liggjort en  Iagttagelse  fra  nogle  specielle  Tilfælde,  ikke  under  de  foreliggende  Omstændigheder  vilde 
kunne  være  ledet  af  en  intuitiv  Følelse  af  en  Sammenhæng  mellem  de  numeriske  og  geometriske  Egen- 
skaber, som  i  disse  Tilfælde  havde  vist  sig  at  være  forbundne.  Endvidere  maatte  man  vente,  at  den 
pythagoreiske  Sætning,  hvis  den  paa  denne  Maade  fra  forst  af  særlig  var  knyttet  til  en  Konstruktion 
af  Trekanter,  ved  hvilken  de  af  disse  dannede  Rektangler  er  ganske  ligegyldige,  ogsaa  vilde  være  bleven 
udtalt  om  Trekanter  og  ikke  som  i  Culbasiitra'erne  om  Rektangler.  Af  disse  Grunde  forekommer  Hypo- 
thesen mig  noget  vilkaarlig.  At  B.  Levi  har  fundet  den  nødvendig,  beror  efter  mit  Skøn  ogsaa  paa  en 
Undervurdering  af  det  intuitive  Overblik,  som  i  det  hele  lægges  for  Dagen  i  Culbasiitra'erne,  og  hvoraf 
navnlig  den  Omdannelse  af  et  Rektangel  til  et  Kvadrat,  som  vi  straks  skal  omtale,  er  en  betydelig 
Frugt.  Culbasiitra'erne  røber  for  megen  Figursans  og  Figuiglæde  til,  at  det  skulde  være  nødvendigt  at 
antage,  at  det  er  udelukkende  praktiske  Formaal,  der,  gennem  de  til  disses  Opfj'Idelse  nødvendige 
forsøgsmæssige  Konstruktioner,  ret  tilfældig  og  ved  en  ret  dristig  Induktion  har  ført  til  at  opstille  den 
almindelige  pythagoreiske  Sætning.  Det  er  Figurglæde,  som  man  lægger  for  Dagen  ved  at  give  sine 
Helligdomme  netop  saadanne  Former,  hvor  de  forskellige  retvinklede  Trekanter,  som  man  kendte,  og 
hvoraf  en  enkelt  vilde  være  nok  for  Konstruktionens  Skyld,   samtidig  forekommer  hver  paa  sin  Maade. 

D.K.  D.  Vidensk.  Selsk.Slii-.,  naturvidensk.  og  niathem.  Afd.,  8.  Række.   1.5.  34 
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algebraisk  Omskrivning  af  Gnomonfiguren,  ved  hvilken  vi  sætter  Kvadratsiderne 
lig  "T  og  — ^  ,  og  som  nærmest  svarer  til  den  geometriske  Omdannelse  i  Eu- 
klid 11,8,  udtrykkes  den  alt  betragtede  Egenskab  ved  denne  Figur  ved') 

(-i^)-(-^)=afc.  (3) 

Er  X'  =  ab,  kan  x  altsaa  ifølge  den  ogsaa  af  de  indiske  Forfattere  kendte  pytha- 
goreiske  Sætning  bestemmes  som  Kathete  i  en  retvinklet  Trekant,  hvis  Hypotenuse 

er      "T    ,  medens  den  anden  Kathete  er   -  -     •  —    Det   kan  mærkes,  at  ved  denne 

og  de  andre  Konstruktioner,  hvor  Linierne  og  deres  Længder  benyttes,  bliver  det 
en  retvinklet  Trekant,  man  benytter,  medens  Sætningen  oprindelig  var  knyttet  til 
et  Rektangel.  Dette  sidste  var  naturligt,  under  Opfattelsen  af  en  Sandhed,  som  fra 
først  af  var  knyttet  til  Fladefigurer,  medens  den  Betragtning  af  retvinklede  Tre- 
kanter, som  vi  nu  er  vante  til,  af  sig  selv  har  gjort  sig  gældende,  da  man  skulde 
bruge  Linier  og  deres  Længder  til  geometrisk  Konstruktion. 

Çulbasutra'erne   giver   os  vel   ingen  direkte  Oplysning  om,  hvorledes  man  var 
bragt  til    at  opstille  den    pythagoreiske   Læresætning;  men   en  ældgammel  kinesisk 

Tavle  -)  lærer  os  i  hvert  Fald,  hvorledes  man  i  tidlig  Tid 
i  Østasien  er  kommen  til  den  netop  gennem  saadanne 
Figurbetragtninger  og  Figuromlægninger  som  dem,  hvor- 
med Çulbasûtra'ernes  Forfattere  paa  anden  Maade  har  vist 
sig  fortrolige.  Tavlens  Alder  lader  sig  vel  ikke  bestemme, 
og  navnlig  vides  ikke,  om  dens  Indhold  skulde  skyl- 
des indisk  Paavirkning,  eller  omvendt  den  derpaa  ud- 
trykte Viden  kan  have  forplantet  sig  fra  Kina  til  Indien; 
men  i  alle  Tilfælde  er  den  et  Vidnesbyrd  om  gammel 
asiatisk  Anvendelse  af  den  intuitive  Figuropfattelse,  hvor- 
med vi  her  beskæftiger  os. 

Figuren  er  efter  Beskrivelsen  som  Fig.  2.  Den  frem- 
stiller aabenbart  et  Kvadrat,  som  ved  6  Paralleler  med  hvert  Par  modstaaende 
Sider  er  delt  i  49  lige  store  Kvadrater.  At  den  indskrevne  Firkant,  hvis  Vinkel- 
spidser  deler  den  givne  Side  i  Stykkerne  3  og  4  ligeledes  er  et  Kvadrat,  vil  ogsaa 
uden  nogen  nærmere  Begrundelse  have  været  indlysende  paa  Grund  af  den  ganske 
ensartede  Bestemmelse  af  dens  Sider  og  Vinkler.  De  Trekanter,  som  ved  Siderne 
i  det  mindre  Kvadrat  skæres  bort  af  det  store,  er  hver  Halvdelen  af  et  Rektangel 
med  Siderne  3  og  4.  Tilsammen  udgør  disse  Trekanter  altsaa  saa  meget  som  24 
smaa  Kvadrater.     Det  indre  Kvadrat,  der  til  Side  har  Diagonalen  i  de  nævnte  Rekt- 


Fig.  2. 


')  Kor  a  =  4,  b  =  3  kan  den  med  (3)  stemmende  Formel  (a -)  fc)- —  (a — b)- ^  i  ab  ogsaa  aflæses 
af  den  Fig.  2  afbildede  gamle  kinesiske  Tavle,  der  saaledes  ogsaa  fører  til  den  her  skildrede  Omdan- 
nelse af  et  Rektangel. 

-)  Se  BiOTS  Artikel  i  Journal  Asiatique  1841,  S.  601,  Note  1. 
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angler,  er  altsaa  netop  lig  Summen  25  af  Kvadraterne  9  og  16  paa  disse  Kvadraters 
Sider.  Dette  er  alt  noget,  som  enhver,  der  blot  er  i  Besiddelse  af  de  intuitive  Bil- 
leder af  Rektangler  og  Kvadrater,  kan  læse,  eller  bringes  til  at  læse,  ud  af  Tavlens 
Figur,  uden  forud  at  være  i  Besiddelse  af  Kendskab  til  nogen   geometrisk  Sætning. 

Det  er  aabenbart,  at  man  her  kan  ombytte  Tallene  3  og  4  med  hvilke  som 
helst  hele  Tal,  a  og  b.  Den,  der  har  bemærket  dette,  vil  som  Çulbasutra'ernes 
Forfattere  tro  sig  i  Besiddelse  af  den  almindelige  pythagoreiske  Sætning;  thi  paa 
den  Tid  vil  det  ikke  være  faldet  nogen  ind,  at  Siderne  a  og  fc  i  et  Rektangel  ikke 
altid  har  et  fælles  Maal,  ved  hvilket  de  paa  en  Gang  kan  udtrykkes  i  hele  Tal.  I 
Virkeligheden  er  det  i  det  Bevis,  som  vi  har  læst  ud  af  Figuren,  og  som  man 
næppe  er  faldet  paa  at  give  noget  Udtryk  i  Ord,  ganske  ligegyldigt,  om  Diagonalen 
c  =  Va^  +  b'^  da  ogsaa  bliver  et  helt  Tal.  Det  er  dog  muligt,  at  man  kan  have  sat 
Pris  paa  ogsaa  at  kunne  afsætte  de  c"  smaa  Kvadrater,  hvoraf  det  indre  Kvadrat 
da  kommer  til  at  bestaa;  men  man  kendte  jo  ogsaa,  eller  fandt  efterhaanden,  andre 
Tilfælde  af  denne  Natur.  I  Çulbasûtra'erne  anvendes  den  pythagoreiske  Sætning 
dog  ogsaa  paa  Tilfælde,  hvor  dette  ikke  gælder,  f.  Ex.  til  Multiplikation  af  et 
Kvadrat  med|3— 6. 

Den    Begrundelse    af  den   pythagoreiske   Sætning,   som,   omend   foreløbig    kun 
for  a  =  3,  b  =  4,  udtrykkes  ved  den  gamle,  kinesiske  Tavle, 
har  fundet  Udbredelse  i  de  østlige  Lande  og  holdt  sig  i  den  ..,'-'' 

senere  indiske  Mathematik.  Denne  er  vel  ved  Brugen  af 
den  indiske  Talskrivning,  ved  Laan  fra  den  græske  Mathe-  .  -' 
matik  og  ved  sit  begyndende  Tegnsprog  naaet  betydelig  vi- 
dere i  Regnekunst,  Arithmetik  og  Algebra,  end  man  var 
paa  Çulbasutra'ernes  Tid  ;  men  paa  noget  Trigonometri  nær, 
som  slutter  sig  til  den  græske,  har  Geometrien  ikke  hævet 
sig  synderlig  over  det  i  Çulbasûtra'erne  naaede  Stand- 
punkt. Til  dette  knytter  sig  saaledes  nogle  Sammensæt-  pjg  3 
ninger  af  retvinklede  Trekanter,    hvis   Sider   udtrykkes  ved 

hele  Tal,  til  Firkanter  med  indbyrdes  vinkelrette  Sider,  som  de  har  benyttet  i  deres 
Trigonometri').  Den  sidste  betydelige  Repræsentant  for  den  yngre  indiske  Mathe- 
matik Bhäskara,  f.  1114  e.  Kr.,  fører  for  den  pythogoreiske  Sætning  et  Bevis,  der 
kan  betragtes  som  en  Omdannelse  af  det,  som  kan  aflæses  af  den  kinesiske  Tavle, 
men  en  saadan,  som  knytter  det  nærmere  til  en  retvinklet  Trekant  end  til  et  Rekt- 
angel. De  fire  Trekanter  i  ab,  som  paa  Tavlen  ligger  udenfor  Hypotenusens  Kva- 
drat medtages  nemlig  ikke,  men  de,  der  udfylder  to  paa  hinanden  følgende  af  disse 
til  Rektangler,  lægges,  som  Fig.  3  viser,  over  paa  de  to  andre  Sider  i  Hypotenusens 
Kvadrat,  som  derved  „øjensynlig",  hvad  Bhäskara  netop  siger,  omdannes  til  Kva- 
drater paa  Katheterne.     Ogsaa    Bhäskara    indskrænker   denne    Eftervisning   til   Til- 


')   Se  min  Afliandling:   L'arithmétique  géométrique  des   Grecs  et  des   Indiens.     Bibliotlieca   mathe- 

matica  5'  (1904). 
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fældet  a  =  3,  b  =  i,  men  da  dette  her  bliver  ganske  uvæsentligt,  mener  han  med 
Rette  derved  at  have  eftervist,  hvorledes  den  almindelige  pythagoreiske  Sætning 
lader  sig  bevise;  med  samme  Ret  kan  det  .samme  siges  om  det  paa  den  kinesiske 
Tavle  indeholdte.  Før  Bhaskara's  Tid  har  iøvrigt  den  arabiske  Mathematiker  Abul- 
Wafa  bevist  Sætningen  ved  væsentlig  den  samme  Omlægning,  som  ogsaa  kan  være 
kommen  til  ham  fra  det  fjernere  Østen. 

I  sine  forskellige  Skikkelser   bliver   dette   Bevis   saa   anskueligt   derved,  at  man 
kun  opererer  med  Omlægning  af  synsoplevede  Fladefigurer.    Yderligere  kan  det 
anskueliggøres  derved,  at  man  udskærer  Hypotenusens  Kvadrat  og  af  dette  de  Tre- 
kanter, som  skal  flyttes,  i  Træ  eller  Pap  og  virkelig   flytter  dem.     Det    kan  iøvrigt 
bemærkes,  at   Øvelse  i  Flytninger  af  Fladefigurer,   som    Çulbasu- 
tra'erne  havde  givet  andre  Exempier  paa,  faas  ved  det  saakaldte 
kinesiske  Spil,  hvis  Navn  peger  hen  paa  den  østasiatiske  Oprin- 
delse, men  om  hvis  Alder  jeg  ganske  vist  intet  ved.    Det  bestaar 
i  den  Skikkelse,  hvori  jeg  kender  det,  af  de  i  Fig.  4  angivne  for- 
skellige Figurer,  hvori  et  Kvadrat  er  sønderskaaret,  og  som  skal 
sammenlægges  til  nye  Figurer  efter  Fortegninger,  som  kun  inde- 
•^'S-  "*•  holder  den  ønskede  nye  Fladefigur,  men  ikke  Skillelinierne  mel- 

lem de  Stillinger,  de  enkelte  Stykker  skal  indtage  i  denne.  Det  er  aabenbart  ogsaa 
her  Opfattelse  af  og  Evne  til  at  operere  med  Fladefigurer,  som  det  kommer  an  paa, 
saa  længe  man  kun  anvender  Skøn  og  ikke  niathematisk  Analyse.  Jeg  antager,  at 
den  Øvelse,  som  jeg  i  min  tidlige  Ungdom  erhvervede  mig  i  at  behandle  dette  Spil, 
har  bidraget  til  langt  senere  at  aabne  mine  Øjne  for  den  Betydning,  Figuromlæg- 
ninger endnu  havde  i  den  græske  geometriske  Algebra. 

De  Omlægninger  af  Fladefigurer,  som  findes  i  Çulbasûtra'erne,  spiller  ogsaa 
en  stor  Rolle  i  den  ældste  græske  Mathematik  og  særlig  anvendte  Grækerne  Gno- 
monfiguren  paa  samme  Maade,  som  det  sker  i  Çulbasutraerne.  Om  denne  Over- 
ensstemmelse skulde  hidrøre  fra  en  Overlevering  eller  bero  paa  en  fælles  menne- 
skelig Tilbøjelighed  til  ensartede  Synsoplevelser  og  derved  til  at  danne  de  samme 
intuitive  Billeder,  lader  sig  næppe  afgøre.  En  enkelt  Anvendelse  kan  ved  sin  prak- 
tiske Nytte  i  Løbet  af  lange  Tider  have  trængt  sig  viden  om  og  da  paa  forskellig 
Maade  givet  Impulser  til  ensartede  Udviklinger.  Allerede  Pythagoreerne  er  imidlertid, 
som  vi  snart  skal  se,  gaaet  videre  i  Brugen  af  Gnomon  end  Çulbasûtra'erne  og  har 
dertil  knyttet  en  hel  „geometrisk  Algebra".  Ved  Brugen  af  den  spillede  ogsaa  den 
„pythagoreiske  Læresætning"  en  Rolle.  Om  end  den  Overlevering,  der  henfører 
dennes  første  Optræden  hos  Grækerne  til  Pythagoras  selv,  er  draget  i  Tvivl,  viser 
den  Sikkerhed,  hvormed  allerede  Hippokrates  fra  Chios  anvender  den,  at  Græker- 
nes Kendskab  til  den  ikke  kan  være  meget  yngre  end  Pythagoras  (Oversigt  1913, 
S.  467).  Da  tilmed  Grækerne  tidlig  maa  have  kendt  Ægypternes  Anvendelse  af  Tre- 
kanten med  Siderne  3,  4  og  5  til  Konstruktion  af  rette  Vinkler,  maa  vistnok  senest 
Pythagoras   eller  hans   allerældste   Disciple  i    deres   vaagnende    Forskertrang   have 
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Søgt  at  faa  en  Begrundelse  af  det  derved  benj'ttede  Faktum,  og  da  kunde  Vejen 
til  den  almindelige  pythagoreiske  Sætning  ikke  være  lang.  Den  praktiske  Brug  af 
Trekanten  (3,  4,  5)  kan  ogsaa  skrive  sig  fra  fjernere  ostlige  Lande,  men  den  al- 
mindelige Sætning  og  dens  Begrundelse  kan  næppe  være  fulgt  med  herfra;  thi  i  den 
græske  Geometri  findes  intet  Spor  af  en  saadan  Begrundelse,  som  ligner  den,  der 
udtrykkes  ved  den  kinesiske  Tavle,  eller  som  viser  Slægtskab  med  Bhaskara's  eller 
Abul-Wafä's  senere  Beviser.  Kendte  Grækerne  før  Euklid  et  saadant  Bevis,  vilde 
der  nemlig  ikke  have  været  Anledning  for  denne  til,  som  Proklos  siger  (S.  426,12), 
at  opfinde  det  fine,  men  mindre  anskuelige  Bevis,  som  findes  i  Slutningen  af  hans 
første  Bog.  For  et  saadant  har  han  Brug  her,  da  det  gælder  om  at  have  Sætningen 
til  Raadighed  forud  for  den  almindelige  og  af  Spørgsmaal  om  Leddenes  Kommen- 
surabilitet uafhængige  Proportionslære  i  V.  Bog.  Dertil  kunde  han  godt  have  be- 
nyttet et  saadant  Omlægningsbevis  som  de  asiatiske,  hvis  han  havde  kendt  et  saa- 
dant, idet  han  kunde  omskrive  Omlægningerne  paa  samme  Maade,  som  han  gør 
det  ved  Brugen  af  Gnomon.  Et  nj't  Bevis  blev  derimod  nødvendigt,  naar  der  i  det 
ældre  græske  (Pythagoras'  ?)  var  gjort  Brug  af  Proportioner  eller  ligedannede  Fi- 
gurer. Det  er  derfor  rimeligt  at  antage,  at  dette  har  været  Tilfældet  (Oversigt  1913, 
S.  472);  i  Tilslutning  til  Ægypterne  havde  Grækerne  nemlig,  som  vi  senere  skal  se, 
tidlig  begyndt  at  beskæftige  sig  med  saadanne  Figurer. 

Grundlaget  for  den  nys  nævnte  geometriske  Algebra  maa  man  lære  at  kende 
af  IL  Bog  af  Euklids  Elementer.  Selve  den  Methode,  som  dette  Navn  udtrykker, 
træder  her  dog  kun  indirekte  frem.  Det  er  nemlig  ikke  Fremstillingen  af  en  Me- 
thode og  Regler  for  dens  Anvendelse,  som  Euklid  giver.  Her  som  andensteds  nøjes 
han  med  at  bevise  Sætninger,  som  skal  bruges,  og  først  af  senere  Sætninger,  Theo- 
remer  eller  Problemer,  ser  man,  at  de  virkelig  finder  Anvendelse.  Her  er  tilmed 
Tale  om  en  Methode,  som  var  vel  kendt  før  hans  Tid,  og  hvori  han  maa  forud- 
sætte nogen  Øvelse  hos  sine  Lærlinge,  der  for  Begyndelsesgrundene  kan  have  er- 
hvervet den  ved  den  tidligere  Undervisning  i  Logistik  og  Metretik')  og  senere  faaet 
den  suppleret  ved  Øvelser  knyttede  til  hans  egen  Bog.  Uden  del  vilde  de  ikke 
godt  kunne  følge  de  talrige  Anvendelser,  som  han  i  X.  Bog  gør  af  Ligninger  af  2. 
Grad,  og  endnu  mindre  blive  sat  i  Stand  til  at  læse  videregaaende  Værker  som 
Keglesnitslæren,  hvor  vi  hos  Apollonius  ser,  at  den  geometriske  Algebra  anvendes 
næsten  helt  igennem.  I  IL  Bog  er  Euklid's  Formaal  derimod  at  give  de  Sætninger, 
som  bruges  ved  Udførelsen  af  de  herhen  hørende  Operationer,  en  helt  ny  Begrun- 
delse. Naar  Pythagoreerne  gjorde  saadanne  Anvendelser  af  Gnonomfiguren  som 
dem,  vi  S.  56  (254)  har  peget  hen  paa,  og  naar  de  ved  Flytning  af  Rektangler  dan- 
nede de  Gnonomfigurer,  der  anvendes  ved  Fladeanlæg,  maa  de  have  forestillet  sig 
virkelige  mekaniske  Flytninger.  At  ombytte  disse  med  poslulatbestemte  Konstruk- 
tioner er  derimod  næppe  faldet  nogen  ind  før  Menaichmos,  og  det  er  det,  som 
Euklid  gør  i  II.  Bog.    I  første  Del  af  I.  Bog  har  han   paa   en   Maade,  som  vi  skal 


')  Se  Paul  Tannery:  Léducation  platonicienne.     Revue  philosophique  10  —  12  (1880—81). 
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omlale  i  næste  Kapitel,  overvundet  de  store  Vanskeligheder,  som  Dannelsen  af 
Grundlaget  for  en  saadan  Behandlingsmaade  volder,  og  i  Slutningen  har  han  bevist 
de  for  den  geometriske  Algebra  nødvendige  Arealsætninger,  derunder  den  pythago- 
reiske.  En  konstruktiv  Behandling  af  de  Rektangler  og  Kvadrater,  hvormed  den 
geometriske  Algebia  opererer,  kan  derfor  ikke  volde  ham  nogen  alvorlig  Vanske- 
lighed i  II.  Bog;  men  det  er  dog  herpaa  og  paa  dennes  omhyggelige  Udførelse, 
Hovedvægten  lægges.  I  4.  er  det  f.  Ex.  Konstruktionen  af  Gnomonfiguren  og  Be- 
viset for,  at  de  enkelte  dannede  Figurer  er  Rektangler  og  Kvadrater,  som  lægger 
Beslag  paa  Forfatterens  Omhu.  Den  logiske  Sammenhæng  med  de  euklidiske  De- 
finitioner fastholdes  ved  Opstilling  af  Sætningerne  2.  og  3.,  som  nærmest  er  spe- 
cielle Tilfælde  af  1.  Denne  indeholder  nemlig  den  geometriske  Fremstilling  af 
a  {b  ^  c  -\-  d  . .  .)  ^  ab  -{-  ae  -\-  ad . .  .,  hvor  alle  Produkterne  er  Rektangler  mellem 
samme  Paralleler.  I  2.  og  3.  vises  det  samme  i  særlige  Tilfælde,  hvor  et  af  Rekt- 
anglerne er  ombyttet  med  et  Kvadrat;  thi  Rektangler  og  Kvadrater  har  hver  sin 
Definition,  saa  de  sidste  ikke  opfattes  som  specielle  Tilfælde  af  de  første  ;  maaske 
har  den  ældre  geometriske  Algebra  ogsaa  gjort  særlig  Brug  af  2.  og  3. 

Paafaldende  er  det,  at,  som  Heath  gør  opmærksom  paa  (I,  S.  377),  de  10  før- 
ste af  Bogens  14  Sætninger  trods  deres  nære  Sammenhæng  bevises  helt  uafhængig 
af  hinanden  i  stærk  Modsætning  til  Euklid's  synthetiske  Behandling  af  de  øvrige 
Bøger.  Det  turde  hidrøre  fra,  at  EuKLm  i  disse  10  Sætninger,  der  særlig  ligger  til 
Grund  for  den  geometriske  Algebra  selv,  vil  vise,  at  hans  Behandling  af  Geome- 
trien kan  give  hver  af  dem  og  de  anskuelige  Figurer,  hvorved  man  udtrykte  dem, 
et  fast  rationelt  Grundlag,  men  her  ikke  bekymrer  sig  om  deres  indbyrdes  Sam- 
menhæng. Da  flere  af  disse  Sætninger  ikke  bruges  i  det  følgende,  er  disse  endog 
kun  medtaget  af  Hensyn  til  de  Anvendelser,  som  man  alt  forstod  at  gøre,  og  som 
han  ikke  nævner.  Jeg  har  saaledes  i  1.  Afsnit  af  „Keglesnitslæren  i  Oldtiden",  vist 
at  Sætningerne  ')  9.  og  10.  laa  til  Grund  for  den  sukcessive  Dannelse  af  de  fra  Py- 
thagoreernes  Tid  kendte  Kædebrøkskonvergenter  til  l/2,  og  deres  virkelige  Sam- 
menhæng med  disses  Bestemmelse  er  bekræftet  ved  Kroll's  senere  udkomne  Ud- 
gave af  Proklos'  Kommentar  til  Platon's  „Stat".  Det  er  ogsaa  let  at  paavise  den 
Anvendelse,  man  har  gjort  af  Sætning  8.,  nemlig  til  Bevis  for  den  Løsning  i  hele 
Tal  af  Ligningen  .r"  -|-  y'  =  z'\  som  man  har  tillagt  Platon.  Allerede  den  simple 
Gnomonfigur  vil,  naar  man  tager  hele  Tal  til  Kvadratsider  og  giver  Gnomon  Bred- 
den 1.,  vise,  at  de  ulige  Tal  er  Differenser  mellem  to  paa  hinanden  følgende  Kva- 
drattal, og  at  saaledes  de  ulige  Kvadrattal  giver  en  Løsning  af  Ligningen,  nemlig 
den  pythagoreiske.  Den  platoniske  vilde  vel  faas  ved  Gnonombredden  2;  men  det 
samme  opnaas  i  Sætning  8.  ved  dels  indenfor,  dels  udenfor  samme  Kvadrat  at  lægge 
en  Gnomon  med  Bredden  1.  Sætningen,  hvis  geometriske  Form  i  umiddelbar  Over- 
sættelse til  det  nuværende  algebraiske  Sprog  vilde  lyde 


')  Mon  man  iøvrigt  ikke  før  Euklid  skulde  liave  aflæst  disse  Sætninger  af  samme  Figur,  som 
benyttes  i  8.?  Dette  forekommer  mig  at  have  ligget  den  geometriske  Algebra  nærmere.  (Se  Hraïh  I 
S.  394). 


63  Ældre  Brug  af  Figurflytning.  261 

(a  +  hf  =  (a  —  5)2  +  4  ab, 
giver,    naar   man    sætter   Gnomonbredden   b  =-  1    og   for  a  tager  et   Kvadrattal,  den 
saakaldte  platoniske  Løsning. 

En  særlig  Interesse  frembyder  Sætningerne  5.  og  6.,  da  de  angiver  de  algebraisk- 
geometriske Omformninger,  hvorved  man  udfører  det  elliptiske  og  det  hyperbolske 
Fladeanlæg,  som  er  den  græske  Form  for  Løsningen  af  blandede  Ligninger  af  2. 
Grad.  Og  dog  er  det  ikke  til  dem,  at  Euklid  knytter  Løsningen  af  disse  Opgaver; 
men  han  opsætter  det,  til  han  i  VI.  Bog  kan  give  denne  Opgave  en  almindeligere 
Skikkelse.  Da  denne  Almindeliggørelse  slet  ingen  Rolle  spiller  ved  de  senere  An- 
vendelser af  Fladeanlæg,  men  han  i  X.  Bog  holder  sig  til  de  Operationer  med 
Rektangler  og  Kvadrater,  som  man  lærer  at  kende  i  11,5.  og  6.,  er  dette  et  fremtræ- 
dende Eksempel  paa,  at  han  i  II  ikke  stræber  udtrykkelig  at  fremdrage  Nytten  af 
den  geometriske  Algebra.  Denne  Nytte  kunde  han  ogsaa  betragte  som  bekendt,  da 
Fladeanlæg  efter  Eudemos  var  en  Overlevering  fra  Pythagoreerne  (Proklos, 
S.  419,15). 

Efter  at  Euklid  i  de  ti  første  Sætninger  har  ført  saadanne  Beviser  for  den 
geometriske  Algebra,  som  passer  ind  i  hans  System,  anvender  han  den  i  de  fire 
sidste  til  at  bevise  saadanne  geometriske  Sætninger,  for  hvilke  han  allerede  har 
Brug.  12.  og  13.  supplerer  den  pythagoreiske  Sætning  med  Bestemmelsen  af  en 
Side  i  en  vilkaarlig  Trekant  ved  de  to  andre  og  Projektionen  af  den  ene  paa  den 
anden.  Det  er  hertil,  at  han  har  haft  øjeblikkelig  Brug  for  den  geometriske  Alge- 
bra. 14.  indeholder  den  Omdannelse  af  et  Rektangel  til  et  Kvadrat,  som  vi  allerede 
fandt  i  Çulbasutra'erne.  I  11.  højdeler  han  en  ret  Linie,  hvad  han  i  IV,  10.  og  11. 
faar  Brug  for  ved  Konstruktionen  af  en  regulær  Femkant.  Delte  udføres  ved  Hjælp 
af  11,6  altsaa  i  Virkeligheden  ved  et  hyperbolsk  Fladeanlæg;  men  da  dette  først 
direkte  opstilles  i  VI.  Bog,  maa  han  nøjes  med  her  at  behandle  dette  specielle  Til- 
fælde for  sig.  Direkte  anvendes  Sætningerne  5.  og  6.  til  i  III,  35.  og  36.,  at  bevise 
Sætningerne  om  et  Punkts  Potens  med  Hensyn  til  en  Cirkel;  men  bortset  fra  de  i 
VI.  Bog  almindeliggjorte  Fladeanlæg  tager  Euklid  ikke  i  II.  Bog  Hensyn  til  de 
P^ormer  for  geometrisk  Algebra,  som  han  derefter  i  X.  Bog  faar  Brug  for,  men  op- 
stiller dem  først  som  Hjælpesætninger  til  denne  (se  Kap.  XII). 

Praktisk  udføres  Figurflytninger  ved  mekaniske  Tegneredska  her.  Det 
har  derfor  i  denne  Undersøgelse  stor  Betydning  saa  vidt  muligt  at  komme  til  Kund- 
skab om,  hvilke  mekaniske  Hjælpemidler  man  brugte  i  Tiden  for  Platon,  og  hvor- 
ledes man  praktisk  anvendte  dem,  før  de  dermed  udførte  Konstruktioner  fik  den 
theoretiske  Betydning,  som  de  har  i  Euklid's  Elementer.  Brugen  af  Lineal  knytter 
sig  dertil,  at  en  ret  Linie  uden  at  forandres  kan  flyttes  fra  et  Sted  til  et  andet. 
Før  man  lavede  Linealer,  brugte  saavel  Indere  som  Ægyptere  en  strammet  Snor, 
Maalesnor,  til  Konstruktioner  af  rette  Linier  i  Marken.  Gjordes  Maalesnoren  fast 
i  det  ene  Endepunkt,  tjente  den  som  Passer,  og  Længder  lod  sig  derved  maale  og 
flytte  fra  et  Sted  til  et  andet.  Vi  har  (S.  57  (255),  Note)  set,  at  Çulbasutra'erne  foreskrev 
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virkelige  geometriske  Anvendelser  heraf,  og  nogle  saadanne  kendte  Ægypterne 
sikkert  ogsaa,  deriblandt  Konstruktion  af  en  ret  Vinkel  som  Vinkel  i  en  Trekant 
med  Siderne  3,  4,  5. 

Trangen  til  en  fast  Lineal,  hvis  Nøjagtighed  kunde  sikres  ved  forskellige  Prø- 
ver, gjorde  sig  naturligvis  tidlig  gældende  i  Bygningshaandværkerne  baade  ved  Ud- 
jf  førelsen    af  Arbejdet   og   ved    Lederens   Tegninger.     Dermed    forbandt 

Ægypterne  tidlig  Brug  af  Vinkellinealen;  den  ligebenede  Vinkellineal 
fik  hos  Grækerne  Navnet  Gnomon,  hvorved  man  ogsaa  betegner  den 
alt  omtalte  geometriske  Figur  af  samme  Form  (Fig.  5):  Differensen 
mellem  to  Kvadrater  med  en  fælles  Vinkel.  En  saadan  ligebenet  Vin- 
kellineal findes  paa  ægyptiske  Afbildninger  og  har  vistnok  været  brugt 
af  Murerne  som  den  Dag  i  Dag  til  at  afsætte  og  prøve  rette  Vinkler. 
Den  har  imidlertid  faaet  en  videregaaende  Anvendelse,  som  forklarer 
dens  Navnefællesskab  med  et  astronomisk  Ajjparat,  nemlig  en  lodret  Stang,  ved  hvis 
Skygge  man  bestemmer  Solens  Højde,  dog  uden  derfor  at  udtrykke  denne  i  Vinkel- 
maal.  Vinkelbegrebet  havde  man  nemlig  den  Gang  ikke,  men  en  Vinkels  Kotan- 
gens gav  en  lige  saa  god  Bestemmelse  af  den  Stilling,  som  Synslinien  til  Solen  dan- 
ner med  Horizonten.  Først  langt  senere,  da  Trigonometrien  opstod,  sattes  denne 
Bestemmelse  i  Forbindelse  med  egentlig  Vinkelbestemmelse,  og  det  peger  netop  hen 
paa  den  her  omtalte  indirekte  Vinkelbestemmelse,  at  den  ældste  Tangens-  eller  efter 
sin  Form  Kolangenstavle  fremtræder  som  en  Tavle  over  de  Gnomonskygger,  der 
svarer  til  givne  Solhøjder,  udtrykte  i  Vinkelmaal ').  Men  ogsaa  det  førstnævnte  Gno- 
monapparat  har  kunnet  benyttes  og  sikkert  været  benyttet  til  indirekte  Vinkelbe- 
stemmelser, det  er  til  Bestemmelser  af  to  hinanden  skærende  rette  Liniers  Stilling 
mod  hinanden.  Nyere  Ægyptologer  har  nemlig  fundet,  al  den  saakaldte  Seqt,  som 
Ægypterne  brugte  til  den  Slags  Bestemmelser,  ikke,  som  man  tidligere  troede,  var 
en  Kosinus,  men  den  vandrette  Kathete  Cß  i  en  retvinklet  Trekant,  hvis  Højde  AC 
havde  en  given  Værdi  fc,  altsaa  h  cot  B.  Denne  lader  sig  netop  aflæse  paa  en  Gno- 
mon (Fig.  5)  med  en  Snor  befæstet  i  A,  eller  naar  man  brugte  Linien  AB  som  Sigte- 
linie^), og  Methoden  er  vistnok  anvendt  til  Bestemmelse  af  Heldningen  af  en  Py- 
ramides Sideflader,  eller  rettere  til  at  give  disse  en  bestemt  Heldning.  Bredderne 
af  de  Trin,  som  under  Opførelsen  dannede  Sidefladerne,  har  netop  ladet  sig  be- 
stemme paa  denne  Maade. 

Gnomonfiguren  eller  Vinkellinealen  vedblev  ogsaa  at  høre  med  til  de  græske 
Géomètres  Tegnerekvisiter,  saaledes  som  M.  P.  C.  Schmidt  har  vist'').  Af  de  Ci- 
tater og  bevarede  Afbildninger,  som  han  meddeler,  fremgaar  det,  at  Grækerne  an- 
vendte Gnomonlinealen  ved  Siden  af  Linealen  paa  en  Tid,  da  man  endnu  kun 
kendte  Passeren   i   Form   af  Ma  ale  passer  og   vistnok    brugte  en   Snor  med  et  fast 


')  Se  A.  A.  lÎJGRNBO:  Al-Chwàrizmi's  trigonometriske  Tavle,  i  Festskrift  til  Zeuthen.     1909. 
^)  Paa  denne  Maade  brugtes  Gnomon  som  „Jakobstaven"  i  Middelalderen. 

3)  Max  P.  c.  Schmidt:     Kulturliistorische   Beiträge  zur   Kenntnis   des  griechischen  und  römischen 
Altertums  I  (1906)  S.  42-47. 
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Punkt  til  at  tegne  Cirkler.  Naar  man  da  spørger  om,  hvorledes  Pythagoreerne  til- 
vejebragte deres  Figurer,  skal  man  ikke  derved  lænke  paa  Brug  af  Tegne  passeren. 
Deres  geometriske  Undersøgelser,  saadanne  som  findes  i  Slutningen  af  Euklid  I.  og 
især  i  II.,  knyttede  sig  for  en  stor  Del  til  retliniede  og  retvinklede  Figurer,  og  disse 
lod  sig  tegne  ved  Lineal  og  Gnomon,  samt  ved  at  afsætte  Maal  paa  disse  Linier 
og  maale  Afstande,  og  dette  sidste  lod  sig  udføre  ved  en  Maalesnor  eller  en  Maa le- 
passer.  Selv  om  man  —  f.  Ex.  for  at  finde  en  Kathete  i  en  retvinklet  Trekant, 
naar  den  anden  Kathete  og  Hypotenusen  er  givne  —  skal  finde  et  Punkt  af  en  ret 
Linie,  der  har  en  given  Afstand  fra  et  givet  Punkt  udenfor,  kan  dette  ske  ved  en 
Maalepasser.  løvrigt  vides  ikke  engang,  hvor  megen  Vægt  Pythagoreerne  lagde 
paa  den  nøjagtige  Udførelse  af  Figurerne.  Den  største  Interesse  knytter  sig  nemlig 
til  disses  Anvendelse  til  tydelig  og  almindelig  Fremstilling  af  Løsning  af  algebraiske 
Opgaver,  særlig  af  Ligninger  af  2.  Grad.  Selv  om  man  ser  bort  fra  Anvendelig- 
heden ogsaa  paa  inkommensurable  Størrelser,  giver  deres  Fladeanlæg  en  anskuelig 
Fremstilling  af  den  arithmetiske  Løsning,  som  Skridt  for  Skridt  svarer  til  den,  der 
udtrykkes  ved  vore  litteral-algebraiske  Formler,  og  saaledes  da  kunde  gøre  en  lig- 
nende Nytte  som  disse  nu  og  give  Regneren  Overblik  over,  hvorledes  han  kunde 
behandle  numeriske  Opgaver. 

Anderledes  har  det  forholdt  sig  med  Astronomiens  ^Anvendelse  af  geometriske 
Konstruktioner,  der  jo  netop  skulde  give  den  Nøjagtighed  i  Bestemmelserne,  som 
man  først  efter  Trigonometriens  Opfindelse  blev  i  Stand  til  at  opnaa  ved  Regning. 
Hvorvidt  man  eflerhaanden  naaede  paa  den  Maade,  ses  af  Ptolemaios' Analemma '), 
hvor  de  samme  geometriske  Operationer  —  tildels  saadanne,  som  nu  anvendes  i 
deskriptiv  Geometri  —  bruges  til  paa  en  Gang  at  finde  mekaniske  Bestemmelser  af 
Sider  eller  Vinkler  i  sfæriske  Trekanter  og  de  trigonometriske,  som  nu  skulde  af- 
løse dem.  Her  var  der  rigelig  Brug  for  Cirkler,  til  hvis  Tegning  man  naturligvis 
nu  anvendte  omhyggelig  forarbejdede  Tegnepassere.  Det  er  da  ogsaa  fra  et  astro- 
nomisk Værk  —  fra  et  tidligere  Stadium  end  det  i  Analemma  naaede  —  at  Eude- 
Mos  nævner  det  første  Exempel  paa  en  saadan  Anvendelse  af  Cirkler,  ved  hvilken 
deres  Skæringspunkter  benyttes,  den  forste  Anvendelse  af  et  grafisk  Konstruktions- 
middel,  som  snart  skulde  faa  stor  Betydning  ogsaa  ved  Brug  af  andre  Kurver.  Det 
«r  (se  Proklos  S.  283,7  og  333,5)  Oinopides  fra  Chios,  der  ifølge  Eudemos  Beret- 
ning først  skal  have  angivet  Konstruktioner  ved  Passer  og  Lineal  af  en  vinkelret 
fra  et  givet  Punkt  til  en  given  Linie  og  af  en  ret  Linie,  der  i  et  givet  Punkt  af  en 
given  ret  Linie  danner  en  given  Vinkel  med  denne.  Jeg  har  tidligere  (Oversigt 
1913,  S.  441)  været  i  Tvivl  om,  hvorvidt  Eudemos  kunde  have  Ret  i,  at  denne  For- 
fatter fra  sidste  Halvdel  af  det  5.  Aarhundrede  skulde  have  været  den  første,  som 
har  anvendt  saa  simple  Konstruktioner,  for  hvilke  Pythagoreerne  maatte  antages 
at  have  haft  megen  Brug;  men  det  bliver  forslaaeligt,  naar  man  erindrer,  at  for- 
uden Linealen   Gnomonlinealen   stod   til  deres    Raadighed.     At  de  ikke,  som  senere 


')  Se  min  Afhandling  i  Bibliotheca  mathematica  V  S.  20. 
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OiNOPiDES,  har  tænkt  paa  al  bruge  Cirkler  og  deres  Skæringspunkter  som  Hjælpe- 
midler ved  Konstruktion  af  retvinklede  Figurer,  hindrer  naturligvis  ikke,  at  de  ved 
den  nysnævnte  Snorkonstruktion  har  kunnet  tilvejebringe  Cirkler  for  disses  egen  Skyld. 
Ved  den  første  af  de  anførte  Konstruktioner  bemærker  Proklos,  at  Oinopides  paa 
archaisk  Vis  kalder  den  søgte  Linie  r;j;v  xdëernv  y.arà  Yvcô/iova,  en  Betegnelse,  der  turde 
staa  i  Forbindelse  med,  at  man  tidligere  har  udført  denne  Konstruktion  ved  en  Gno- 
monlineal.  løvrigt  siges  denne  Konstruktion  at  være  angivet  i  et  astronomisk  Værk, 
og  det  samme  turde  ogsaa  have  været  Tilfældet  med  den  anden;  men  derved  er 
Opmærksomheden  bleven  henledet  paa  den  gode  Brug,  man  kan  gøre  af  Tegne- 
passeren ogsaa  i  Konstruktioner  med  med  rent  geometrisk  Formaal.  Saadanne  An- 
visninger er  vistnok  særlig  fulgte  af  hans  Discipel,  i  det  mindste  Landsmand,  Hippo- 
KRATES,  der  gik  saa  vidt  i  Brugen  af  Konstruktioner,  at  han  endog  forsøgte  at  kva- 
drere Cirklen  ved  en  Konstruktion  og  virkelig  opnaaede  at  konstruere  kvadrerlige 
Halvmaaner.  Derfor  behøver  Passeren  dog  ikke  straks  helt  at  have  fortrængt  Gno- 
monlinealen  hos  Mathematikerne  i  Athen,  der  jo  nærmest  sluttede  sig  til  Pj'thago- 
reernes  Arbejde.  Som  vi  senere  skal  se,  finder  et  af  Euklid's  Postulater  sin  For- 
klaring i  en  saadan  ældre  Brug  af  Gnomon,  som  i  sin  Tid  har  overflødiggjort  An- 
vendelsen af  Passer  til  de  to  Opgaver,   som    først  Oinopides   løste  ved  dens   Hjælp. 

Et  andet  Exempel  paa,  at  man  i  tidligere  Tid  brugte  andre  Hjælpemidler  end 
Lineal  og  Passer,  er  den  saakaldte  vtùaiQ:  Indskydning  af  et  ret  Liniestykke  afgiven 
Længde  mellem  to  rette  eller  krumme  Linier,  saaledes  at  Liniestykket  selv  eller 
dets  Forlængelse  gaar  gennem  et  givet  Punkt.  Den  maatte  foretages  ved  at  prøve 
sig  frem  med  en  Lineal,   paa  hvilken    to   Mærker  afsætles   med  den   givne  Afstand. 

Ved  alle  de  her  nævnte  Redskaber  flyttes  en  Figurdel  uden  nogen  Forandring 
fra  et  Sted  til  el  andet.  Euklid,  der,  som  vi  nu  skal  se,  netop  søger  at  undgaa 
eller  omgaa  den  direkte  Brug  af  en  saadan  mekanisk  Flytning,  ja  endog  Henvis- 
ning i  sine  Beviser  til  Muligheden  af  saadanne,  faar  ingen  Anledning  til  at  nævne 
noget  af  disse  Redskaber,  end  ikke  Lineal  og  Passer. 


Kap.  VIII. 
Figurflytning  hos  EUKLID. 


Paa  Platon's  Tid  var  man  ad  de  her  antydede  Veje  kommen  rel  vidt  i  Be- 
handlingen af  saadanne  færdige  plane  Figurer,  som  man  fra  det  senere  euklidiske 
Standpunkt  vilde  kalde  sammensatte,  fremfor  alt  af  Rektangler  og  Kvadrater,  samt 
Figurer,    som    kunde   dannes   ved    Sammensætning,   Sønderskæring   og    Flytning    af 
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disse.  Mindst  af  alt  vilde  man  nære  nogen  Tvivl  om  Gyldigheden  af  Beviser  støt- 
tede paa  en  saadan  Flytning,  om  hvis  Mulighed  man  havde  en  paa  Sanseoplevelser 
grundet  intuitiv  Vished.  Disse  Operationer  var  vel  fra  først  af  mest  anvendte  paa 
færdige  Fladefigurer;  men  under  Undersøgelsen  af  disse  var  man  ogsaa  kommen 
til  at  beskæftige  sig  med  deres  Begrænsninger,  for  retliniede  Figurers  Vedkommende 
med  Sider,  og,  som  vi  senere  skal  se,  efterhaanden  ogsaa  med  Vinkler  af  forskel- 
lige Størrelser;  rette  Vinkler  hørte  ligesom  Paralleler  til  de  første  Forestillinger, 
som  allerede  knyttede  sig  til  Forestillingen  om  et  Rektangel.  De  Beviser,  som  førtes 
paa  Grundlag  af  saadanne  Forestillinger,  maatte  i  det  hele  være  gode  og  tilforlade- 
lige nok  til  at  forklare  Platon's  Pris  af  Mathemaliken  i  „Staten",  naar  man  tillige 
erindrer,  at  der  allerede  da  existerede  „Elementer"  ordnede  saaledes,  at  man  efter- 
haanden sikrede  sig  Rigtigheden  af  det,  som  man  dernæst  benyttede.  Berønmielsen 
var  dog  en  saadan,  at  den  maatte  tilskynde  Mathematikerne  til  nøjere  at  prøve,  i 
hvilken  Grad  den  var  fortjent,  navnlig  prøve,  om  en  saadan  Ordning  var  naaet, 
at  man  virkelig  begyndte  med  de  simpleste  Forestillinger  og  fik  alle  Forudsætninger 
med,  og  ellers  tilstræbe  at  opnaa  dette.  Derunder  lærte  man  at  formindske  An- 
tallet af  Forudsætninger  og  at  stræbe  at  udelukke  saadanne,  som  man  ikke  kunde 
give  et  bestemt  Udtryk,  og  som  derved  vilde  berøve  Lærebygningen  den  rent  ratio- 
nelle Karakter. 

Hvad  der  skulde  gøres,  maatte  findes  ved  en  Analyse  af  de  mere  eller  min- 
dre sammensatte  Forestillinger,  hvorpaa  man  byggede  som  sikre  Forudsætninger; 
de  simpleste  Forestillinger,  hvortil  man  derved  førtes  tilbage,  skulde  danne  en  ny 
Række  Forudsætninger,  ved  hvilke  man  gennem  Synthese  først  og  fremmest  be- 
viste det,  man  tidligere  havde  bygget  paa.  Kravet  herom  er  saa  naturligt,  at  det 
ogsaa  før  den  Tid  havde  gjort  sig  gældende  og  f.  Ex.  havde  ført  til  det  nysnævnte 
Vinkelbegreb.  Da  man  nu  var  bleven  sig  dette  Krav  mere  bevidst,  var  et  Hoved- 
punkt, hvorimod  det  maatte  rettes,  Beviset  for  Existensen  af  de  Figurer,  hvormed  man 
hidtil  havde  opereret,  og  den  maatte  bevises  paa  Grundlag  af  Paastande  opstillede 
i  Definitioner  og  Postulater  om  Existens  af  simplere  Figurdele,  rette  Linier  og  Cirkler 
og  visse  Egenskaber  ved  disse.  Med  saadanne  Existensbeviser  begynder  ogsaa  Eu- 
klid den  egentlige  Behandling,  lige  efter  at  han  har  opstillet  Forudsætningerne. 
Han  kan  straks  ved  en  med  disse  stemmende  Konstruktion  bevise  Existensen  af 
ligesidede  Trekanter  (1,1);  han  stiler  dernæst  henimod  ved  Konstruktion  at  bevise 
Existensen  af  rette  Vinkler  og  af  parallele  Linier  og  bliver  først  derved  i  Stand  til 
paa  samme  Maade  at  bevise  Existensen  af  Rektangler  og  Kvadrater,  det  Materiale, 
der  havde  udgjort  en  saa  vigtig  Bestanddel  af  den  ældre  Geometri,  og  hvormed  nu 
ogsaa  han  ad  sin  mere  rationelle  Vej  har  vundet  Ret  til  derefter  at  operere  i  Slut- 
ningen af  L  og  som  omtalt  i  hele  II.  Bog. 

Ved  Siden  af  det,  som  Postulaterne  indeholder,  har  han  dog  ogsaa  Brug  for 
det  ved  de  „Almindelige  Begreber"  karakteriserede  Størrelsesbegreb,  for  hvis  An- 
vendelse paa  Geometrien,  der  særlig  banes  Vej  ved  Nr.  7:  „Størrelser,  der  dækker 
hinanden  (rå  iwapiio^nvxa  ït:  àX)/q)M),  er  ligestore".  Man  har  —  og  dette  gælder  ogsaa 

35* 
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mig  selv  i  min  „Mathemalikens  Historie"  —  været  tilbøjelig  til  at  behandle  dette 
Axiom,  som  om  der  stod  „Størrelser,  der  kan  bringes  til  Dækning",  altsaa  det,  som 
vi  nu  kalder  kongruente  Størrelser,  der  ved  mekanisk  Flytning  kan  bringes  til  Dæk- 
ning. Delte 'er  det  Hjælpemiddel,  som  Praktikeren  bruger,  det,  som  vi  har  set,  al 
de  ældre  Géomètre  i  Indien  og  Grækenland  anvendte,  eller  dog  tænkte  sig  anvendt, 
og  som  man  ogsaa  i  den  nuværende  Skoleundervisning  tænker  sig  anvendt  som 
den  første  Prøve  paa  geometriske  Størrelsers  Ligestorhed.  Det  var  naturligvis  ogsaa 
dette,  der  i  Virkeligheden  gav  Euklid  Sikkerhed  for,  at  der  existerer  praktiske  For- 
hold, hvorpaa  den  Geometri,  som  han  bygger  paa  sine  Forudsætninger,  kan  anven- 
des; men  som  den  gode  Platoniker,  han  er,  vil  han  skrive  en  Geometri  paa  Grund- 
lag af  Forudsætninger,  som  han  selv  opstiller  paa  en  saa  selvstændig  Maade,  at  de 
bliver  uafhængige  af  de  praktiske  Forhold,  hvorfra  de  er  laante,  og  ikke  alene  be- 
regnede paa  praktiske  Anvendelser  af  Geometrien.  Han  tør  altsaa  kun  anvende 
de  Operationer,  som  han  betinger  sig  ved  sine  Definitioner  og  Postulater,  og  i  disse 
forekommer  Ordet  zfpapiib^tiv,  der  baade  kan  betyde  „anbringe"-  (for  at  prøve  om 
en  „Dækning'  finder  Sted)  og  „være  i  Dækning  med',  ikke.  Han  kan  altsaa 
ikke  mekanisk  anvende  den  ved  den  transitive  Betydning  af  Ordet  antydede  Operation, 
men  kun  prøve,  om  Figurer,  der  kan  tilvejebringes  ved  Konstruktioner,  som  slemmer 
med  hans  udtrykkelige  Forudsætninger,  er  i  den  ved  den  intransitive  Betydning 
angivne  Tilstand. 

Det  samme  gælder  om  del  ved  „Almindelige  Begreber"  8.  opstillede  Kende- 
tegn paa  Uligestorhed:  „Det  hele  er  større  end  en  Del  af  det".  Der  er  kun  Tale 
om  en  Tilstand  og  slet  ikke  om  nogen  Flytning,  der  skulde  tilvejebringe  denne 
Tilstand.  Ogsaa  dette  Sammenligningsmidddel  kan  altsaa  kun  anvendes  paa  Figurer, 
der  umiddelbart  tilvejebringes  ved  de  udtrykkelig  foreskrevne  og  ene  tilladelige 
Operationer. 

Disse  er  de  Konstruktioner,  som  udføres  ved  ret  Linie  og  Cirkel  med  de  Egen- 
skaber, som  tillægges  dem  i  Definitioner  og  Postulater.  Derimod  maa  man,  som 
allerede  bemærket,  ikke  sige:  Konstruktion  ved  Lineal  og  Passer.  Til  saadanne 
mekaniske  Redskaber  henvises  ikke;  men  Postulaterne  1.  og  2.  kræver  kun,  at  den 
ved  to  Punkter  eller  et  Stykke  af  en  ret  Linie  bestemte,  ubegrænsede  rette  Linie 
existerer.  Postulat  3.,  al  den  ved  Centrum  og  et  Punkt  (en  forelagt  Radius  med 
Endepunkt  i  Centrum)  bestemte  Cirkel  existerer,  og  Postulat  5.,  at  to  rette  Linier, 
der  overskæi-es  af  en  tredie  saaledes,  at  Summen  af  de  indre  Vinkler  paa  dennes 
ene  Side  er  mindre  end  to  rette,  har  el  til  denne  Side  liggende  Skæringspunkt. 
Om  Postulat  4.  skal  vi  siden  tale.  Til  at  bevise  Exislensen  af  Skæringspunkter 
bruger  Euklid  foruden  Post.  5.  endnu  el  Hjælpemiddel,  nemlig  den  Omstændighed, 
al  en  Linie,  der  forbindev  el  Punkt  indenfor  en  hikket  Kontur  med  et  udvendigt 
Punkt,  maa  skære  Konturen.  For  ikke  alene  at  bygges  paa  Anskuelsen  kunde  dette 
Hjælpemiddel  fortjene  at  være  nævnt  blandt  Postulaterne;  indirekte  peges  dog  derpaa 
i  Definitionerne  13.:   „Grænse  er  det,  hvortil  noget  naar',  og  14.:  „En  Figur  er  det. 
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som  indesluttes  af  en  eller  flere  Grænse(linie)r"  ;  Existensen  af  et  Skæringspunkt  ud- 
trykkes da  ved  Ordet  „indesluttes"  '). 

Vi  skal  nu  se,  hvorledes  Euklid  stræber  at  overvinde  de  Vanskeligheder,  hvor- 
med det  er  forbundet,  alene  ved  de  her  angivne  Hjælpemidler  at  undgaa  at  henvise 
til  en  rent  mekanisk  Flytning.  Bestræbelsen  herefter  vil  forklare  de  Spring  mellem 
forskelligartede  Sætninger,  som  hans  Ordning  af  StoITet  frembyder,  og  som  kan 
støde  Læsere  i  Nutiden. 

Den  Hensigt  al  undgaa  at  gøre  Brug  af  rent  mekaniske  Flytninger  træder  straks 
frem  i  Euklid's  første  Sætninger,  som  vi  har  berørt  S.  39  (237),  da  vi  talte  om 
Menaichmos  og  hans  Andel  i  den  Begyndelse  paa  det  euklidiske  System,  som  nu 
skal  beskæftige  os.  Efter  i  1,1.  at  have  angivet  Konstruk- 
tionen og  derved  bevist  Existensen  af  en  ligesidet  Trekant 
med  given  Side,  er  Euklid  i  Stand  til  konstruktivt  i  1,2- 
at  flytte  et  Liniestykke  BC  (Fig.  6)  over  til  Stillingen  AL 
med  et  givet  Punkt  A  til  Endepunkt.  Det  sker  ved  at 
konstruere  den  ligesidede  Trekant  -)  ABD  paa  AB,  dernæst 
ved  Cirklen  CG  om  B  at  føre  BC  over  til  BG  i  Forlængel- 
sen af  DB  og  ved  Cirklen  GL  om  D  al  føre  BG  over  som 
AL.  I  Praxis  vilde  næppe  nogen  gaa  den  Omvej,  men 
benytte  Flytning  af  begge  Passerens  Ben,  der  tilmed  er  ligesaa  skikket  til  Flytning 
over  i  en  helt  ny  Plan.  Netop  ved  at  man  ikke  nøjes  med  dette  mekaniske  Middel, 
træder  Sætningens  rent  theoretiske  Formaal  tydelig  frem.  Da  man  ifølge  Postulat 
3.  ved  en  Cirkel  kan  føre  et  Liniestykke  over  paa  en  anden  Linie  gennem  dens  ene 
Endepunkt,  sælter  1,2.  i  Stand  til  at  sammenligne  to  vilkaarlige  Liniestykker  i  Pla- 
nen med  hinanden  og  viser,  at  naar  de  er  givne,  er  deres  Sum  eller  Differens  (1,3.) 
det  ogsaa. 

Videre  synes  man  imidlertid  ikke  at  kunne  komme  ad  denne  Vej,  som  Euklid 
tilsyneladende  forlader  allerede  i  Sætning  4.,  hvis  man,  som  en  Nutidslæser  kunde 
være  tilbøjelig  til,  opfatter  den  som  ensgældende  med:  To  Trekanter  er  kongruente 
eller  kan  bringes  til  Dækning,  naar  de  har  en  Vinkel  og  de  hosliggende  Sider 
stykkevis  ligestore.  Til  en  saadan  Udsigelse  af  Sætningen  synes  Beviset  endog,  som 
vi  skal  se,   at   give    nogen   Berettigelse;    men    Euklid   har   en    god  Grund  til    ikke  i 


')  Det  er  vildledende,  naar  Frøken  Eibe  her  oversætter  i'jpoc,  Grænse,  her  nærmest  Grænselinie, 
ved  Omkres  og  taler  ora  flere  Omkrese.  En  Figurs  Omkres  er  efter  Euklid  kun  én;  men  den  kan 
bestaa  af  flere  Grænser  (Grænselinier).  —  Som  T.  A.  Heath  bemærker  (Euklid's  Elements  I  S.  235  tT.)  er 
det  Dedekind's  Postulat,  som  Euklid  stiltiende  bruger. 

-)  ABD  kunde  lige  saa  gerne  blot  være  en  ligebenet  Trekant,  men  for  at  sikre  sig,  at  de  til  Kon- 
struktionen af  en  saadan  tjenende  Cirkler  skærer  hinanden,  skulde  Euklid  da  forud  have  opstillet  de 
Betingelser,  som  Siderne  i  en  Trekant  maa  tilfredsstille.  Af  samme  Grund  er  det,  at  han  ved  Halve- 
ringen af  en  Vinkel  i  9.  og  af  et  Liniestykke  i  10.  og  ved  Oprejsning  af  en  vinkelret  i  11.  bruger  lige- 
sidede Trekanter,  hvis  Existens  han  har  sikret  i  1.  Da  denne  Forsigtighedsregel  kun  har  theoretisk 
Betydning,  er  det  ikke  rimeligt,  at  man  har  anvendt  den  ved  den  forud  kendte  (S.  65  (203))  praktiske 
Udførelse  af  de  tre  sidstnævnte  Konstruktioner. 


268 


VIII.  Kapitel. 


70 


selve  Sætningen  al  lale  om  al  bringe  Trekanterne  til  Dækning,  nemlig  at  han  ikke 
i  Beviset,  men  først  senere  kan  give  Anvisning  paa  den  postulatbestemle  Konstruktion, 

hvorved  dette  skal  ske.  Han  siger  derfor  ikke  i  selve 
Sætningen  noget,  der  kan  minde  om  en  Flytning,  men 
udtaler,  at  naar  (Fig.  7)  to  Trekanter  {ABC  og  DEZ) 
har  to  Par  Sider  stykkevis  lige  store  {AB  =  DE  og 
AC^DZ)  og  de  mellemliggende  Vinkler  lige  store 
(BAC  =  EDZ),  saa  vil  de  ogsaa  have  lige  store  Grund- 
linier {BC  =  EZ),  og  Trekanterne  vil  være  lige  store 
(i\  ABC  ^  LA  DEZ),  og  de  øvrige  Vinkler,  som  ligger 
over  for  lige  store  Sider,  vil  være  lige  store  {ABC  =  DEZ,  ACB  =  DZE). 


Beviset  herfor  føres  saaledes: 

'EfapfioZnuévov  yåp  rotj  ABF  rpiywvou  èn\ 
TO  AEZ  rpiywvov  xai  rtf^e/iévoi)  rotj  fikv  A 
arjpeioi)  eni  ro  A  ayjpelov  rriç  de  AB  eôdeiaç 
STve  TÏjV  AE,  èipapuôast  xai  rô  B  atjpelov  èm 
TO  E  âiù  TU  îarjv  eivat  rijv  AB  trj  AE'  è(pap- 
poadai^ç  ârj  riyç  AB  sttc  xtjv  AE  èipappôasi 
y.at  Tj  AT  e'j^eïu  èm  zr^v  AZ  deà  to  ïai/jv 
elvai  Tfjv  Ù7T0  BAF ycoviav  vfj  ùno  EAZ'  iûare 
xai  TO  /'  ayjueinv  èm  zo  Z  arjpeïov  èfappoaei 
dià  zo  ïfjYjv  TTÛAiv  shai  zrjv  AT  zfj  AZ. 
àÀXà  jàjv  y.at  zo  B  êm  zo  E  l<fqppjtxBC  wazs 
ßdaic  ij  BE  èni  ßdaiv  r/jv  EZ  è<papp6asi.  si 
yàp  Toù  pèv  B  en}  zo  E  itpappôaavzoQ  zoo 
Se  r  èm  zo  Z  ^  BE  ßdaic  ène  zrjv  EZ  oôx 
ktpappoast,  dijo  eoltsïai  ^mplov  mpii^o'jaiv 
hntp  iaz\v  àHûvaznv.  zipapiwati  àpa  yj  BE 
ßdaiQ  èm  ztjV  EZ  xai  iarj  aôz^  ïazar  waze 
xai  oÀov  zo  ABE  zpiycovov  ini  oXov  m  AEZ 
zp'tycDVov  ktpappôa&i  xai  ïaov  aôz<p  eazat,  xai 
al  ÀoiTzai  ywvcai  sTti  zo.Q  Xiiniàç  ywviaQ 
è<papu6aoi)ai  xai  laai  auza'tq  ïanvzai,  -q  pïv 
bno  ABE  zfj  U710  AEZ  /y  de  ùno  AEB  zfj 
un  o   AZE. 


Thi  naar  Trekant  ABC  er  anbragt  paa 
Trekant  DEZ,  og  Punktet  A  er  lagt  i 
D  og  den  rette  Linie  AB  paa  DE  (Eu- 
klid 1,2.),  vil  ogsaa  Punktet  ß  dække 
Punktet  E  paa  Grund  af  Ligestorheden 
af  AB  og  DE.  Da  nu  AB  dækker  DE, 
vil  ogsaa  den  rette  Linie  AC  dække  DZ 
paa  Grund  af  Ligestorheden  af  Vinklen 
BAC  med  EDZ,  saaledes  at  ogsaa  Punktet 
C  dækker  Punktet  Z  paa  Grund  af  Lige- 
storheden af  AC  med  DZ.  Men  nu  dæk- 
kede ogsaa  B  E;  altsaa  vil  Grundlinien 
BC  dække  Grundlinien  EZ;  thi  hvis, 
naar  B  dækker  E  og  C  dækker  Z,  Grund- 
linien BC  ikke  dækker  EZ,  vil  to  relie 
Linier  omslutte  et  (F]ade-)Rum,  hvilket 
er  umuligt;  altsaa  vil  Grundlinien  BC 
dække  og  være  lig  med  Grundlinien  EZ. 
Derfor  vil  ogsaa  hele  Trekanten  ABC 
dække  og  være  lige  stor  med  hele  Tre- 
kanten DEZ,  og  de  øvrige  Vinkler  vil 
dække  og  være  lige  store  med  de  øvrige 
Vinkler,  nemlig  ABC  med  DEZ,  ACB  med 
DZE. 


For  at  faa  nøjagtig  at  vide,  hvad  Euklid  vil  udtrykke  i  dette  Bevis,  maa  man 
overalt  paa  samme  Maade  oversætte  det  Ord  ècpapaôCeci^,  som  han  gentager  12  Gange, 
og  hvormed  han  peger  tilbage  paa  den  i  Postulat  7.  gjorte  Brug  af  samme  Ord. 
I  Modsætning  til  Heiberg  og  Frøken  Eibe,  der  bruger  forskellige  Ord,  hvoraf  nogle 
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direkte  peger  paa  en  mekanisk  Flytning  af  en  hel  og  uforandret  Trekant,  oversætter 
jeg  overalt  det  intransitive  ïçapiw'Çtcj  Itzi  ved  ..dække".  .  I  det  første  Participium 
i  Medium  èçup/iol^o^évou  maa  Ordet  derimod  være  taget  i  sin  transitive  Betydning, 
og  denne  Passiv  har  jeg  oversat  ved  ,er  anbragt",  hvorved  da  underforstaas  .nemlig 
for  at  prøve  om  der  er  Dækning"  ').  Endog  denne  sidste  Oversættelse  vil  ikke  und- 
lade at  lede  Tanken  hen  paa  den  Operation,  hvorved  Dækningen  skulde  opnaas, 
altsaa  nærmest  paa  en  Flytning.  Det  samme  kan  vel  ogsaa  siges  om  det  græske 
Ord  è(fapiii}Zstv  i  dettes  transitive  Betydning;  men  den  gentagne  Brug  af  dette  Ord 
røber,  at  Euklid  dermed  har  en  udtrykkelig  Hensigt,  som  i  Betragtning  af,  at  han 
ellers  undgaar  mekanisk  Flytning,  maa  være  den,  foreløbig  intet  at  sige  om, 
hvorledes  „Anbringelsen"  tilvejebringes.  Deter  nemlig  først  senere,  at  han  fuld- 
stændig kan  gennemføre  den  Konstruktion,  som  er  det  eneste  Middel  dertil,  som 
han  har  betinget  sig  ved  sine  Postulater.  Hvad  der  er  bevist  i  Sætning  4.,  er,  at 
denne  Konstruktion,  naar  den  engang  lader  sig  iværksætte,  og  naar  Beliggenheden 
af  den  „flyttede"  Figur  er  valgt,  nemlig  for  Punktet  .4  i  Punktet  D  og  for  Aß  udad 
DE,  og  hvor  der  maa  være  underforstaaet  den  Side  af  DE,  hvor  den  „flyttede"  Fi- 
gur skal  falde,  at  Konstruktionen  da  vil  blive  entydig.  Dette  følger  af  „Alm.  Begr." 
7.  og  8.;  navnlig  8.  viser,  at  B  da  ikke  kan  falde  inden-  eller  udenfor  E,  AC  ikke 
inden-  eller  udenfor  DZ  o.  s.  v.;  og  det  er  dertil  disse  Axiomer  bruges.  Derimod 
synes  Slutningsbemærkningernc  om,  at  to  rette  Linier  ikke  kan  indeslutte  noget 
Fladerum,  nogenlunde  overflødig,  idet  Entydigheden  af  en  ret  Linies  Bestemmelse 
ved  to  Punkter  er  underforstaaet  i  Postulat  1.,  saaledes  som  dets  Anvendelser  i  Sæt- 
ningerne 1.  og  2.  allerede  viser.  Efter  en  mundtlig  Meddelelse  af  Heiberg  stemmer 
dog  denne  Bemærkning  ikke  med  Euklids  sædvanlige  Fremstillingsform  og  turde 
være  indskudt  ligesom  det  dermed  ligelydende  Postulat,  som  man  har  tilføjet  efter 
Euklids  Tid. 

For  at  Sætning  -1.  kan  faa  sin  fulde  Anvendelse,  kræves  der  altsaa  en  An- 
givelse af  en  Konstruktion  af  den  Trekant  med  en  given  Vinkel  og  to  hosliggende 
Sider  i  en  ny  Stilling,  om  hvilken  det  i  4.  bevises,  at  den  paa  Beliggenheden 
nær  da  vil  være  entydig  bestemt;  Sætningen  udtaler  netop,  at  dens  øvrige  Stykker 
og  Arealet  da  vil  være  bestemte.  En  Del  af  Konstruktionen  er  dog  allerede  angivet, 
nemlig  Anbringelsen  af  en  ret  Linie  af  given  Længde  AB  fra  D  udad  DE,  og  delte 


')  Naar  jeg  her  tager  Afstand  fra  en  Oversættelse  af  Heiberg,  maa  jeg  straks  tilføje  min  hjerte- 
lige Tak  til  ham  for  Gennemsyn  og  Berigtigelse,  ikke  blot  som  anført  i  Note  S.  13  (211)  af  de  fra  Heise 
laante,  men  ogsaa  af  mine  andre  Oversættelser.  De  ovenfor  opstillede  Fordringer  til  Oversættelsen  til- 
fredsstilles af  T.  A.  Heath  (1  S.  247—48),  hvor  det  intransitive  èwapiwZ^a  im.  overalt  gengives  ved 
„coincide  with",  l.<fapßoZoixe-jOü  ved  „if  (the  triangle)  be  applied  to":  men  da  der  hverken  forud  eller 
her  er  sagt,  hvorledes  denne  Anbringelse  skal  have  fundet  Sted,  gaar  han  ud  fra,  at  der  her  nødvendig- 
vis raaa  være  tænkt  paa  en  mekanisk  Flytning.  Han  antager  det  dog  S.  249  for  muligt,  at  allerede 
Euklid  var  opmærksom  paa  de  Indvendinger,  som  kan  gøres  derimod.  løvrigt  henvises  til  Meddelelser 
som  Heath,  saavel  her  som  i  Noterne  S.  224  fif.  til  „Almindelige  Begreber"  7.  (der  hos  ham  bliver  til  4.. 
da  han  kun  medtager  de  utvivlsomt  ægte  Axiomer),  giver  om  andre  Behandlinger  af  de  samme  Vanske- 
ligheder, som  her  moder  Euklid. 
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er  sproglig  betegnet  ved  her  ikke  at  bruge  Ordet  lipapfiû^siv,  hvis  Anvendelse  ikke 
er  hjemlet  ved  Postulater  og  tidligere  Konstruktioner,  men  det  samme  Ord  „lægge" 
{u&évac),  som  i  Sætning  2.  er  knyttet  til  Forlæggelsen  af  et  Liniestykke  til  et  Sted, 
hvor  det  faar  et  nyt  givet  Endepunkt,  og  hvorfra  det  ved  en  Cirkel  kan  drejes  ind 
paa  en  given  Linie.  Dette  er  blevet  muligt  derved,  at  allerede  Definition  1, 15.  paa 
en  Cirkel  indeholder  en  Forudsætning  om  Størrelse.  I  at  fuldføre  Konstruktionen 
mangler  endnu  en  Konstruktion  af  en  given  Vinkel  med  et  givet  Toppunkt  og  Ben 
og  liggende  til  en  given  Side  af  dette.  Denne  Konstruktion  sættes  Euklid  dog  først 
i  Stand  til  at  udføre  ved  Hjælp  af  senere  Sætninger,  der  støtter  sig  paa  selve  den 
i  4.  beviste  Sætning. 

Denne  Ordning  staar  i  Strid  med  den  Fordring,  som  synes  at  maatte  knytte 
sig  til  Menaichmos'  Anvendelse  af  Problemer  med  deres  Konstruktioner  som  Beviser 
for  Existensen  af  de  Figurer,  man  undersøger  eller  benytter.  De  maa  antages  at 
skulle  gaa  forud  for  Anvendelser  af  disse  Figurer  og  for  de  Theoremer,  der  udtrykker 
deres  Egenskaber.  Saaledes  gør  Euklid  ogsaa,  naar  han  f.  Ex.  ved  Konstruktion  viser 
Existensen  af  et  Liniestykkes  Midtpunkt,  før  han  benytter  det.  Og  vi  skal  snart  se 
historiske  Beviser  for,  at  man  virkelig  fastholdt  denne  Fordring.  Dens  logiske  Be- 
rettigelse ses  ogsaa  i  det  her  foreliggende  Tilfælde,  idet  der  først  bevises,  at  4.  er 
rigtig,  hvis  man  er  i  Stand  til  konstruktivt  at  udføre  den  i  Beviset  benyttede  „An- 
bringelse", og  saa  dog  den  dertil  tjenende  Konstruktion  beror  paa  Sætninger,  der 
bevises  ved  Hjælp  af  4.  Dette  er  en  Cirkelslutning;  men  det  er  allerede  noget,  at 
denne  logiske  Cirkel  af  sig  selv  lukker  sig.  Derved  er  man  sikret  imod  at  indvikle 
sig  i  nogen  Modsigelse  ved  i  Beviset  for  4.  al  forudsætte  Muligheden  af  en  „An- 
bringelse" eller  Flytning,  og  ved  her  at  gaa  ud  fra  denne  blotte  Mulighed  at  ud- 
lede den  P'remgangsmaade,  hvorved  den  skal  virkeliggøres.  Antagelsen  af  denne 
Mulighed  er  imidlertid  en  Forudsætning  om,  at  „Rummet"  er  saaledes  beskaffent, 
at  det  tilsteder  en  saadan  Flytning,  at  visse  Størrelser  „Flytningsinvarianter"  :  Af- 
stande, Vinkler  og  Arealer  bliver  uforandrede,  eller  at,  som  vi  nu  siger.  Rummet 
har  et  „konstant  Krumningsmaal".  Forudsætningen  er  saaledes  et  virkeligt  Postulat 
eller  Axiom,  som  Euklid  stiltiende  antager.  Hilbert  undgaar  i  „Grundlagen  der 
Geometrie"  en  saadan  abstrakt  og  almindelig  Antagelse  ved  den  mere  konkrete  at 
opstille  selve  Sætning  1,4.  som  Axiom,  en  Udvej,  som  allerede  Peletarius  havde 
vist  hen  paa  i  In  Euclidis  elementa  geometrica  demonstrationiim  libri  sex  (1557), 
S.  15.  I  8.,  hvor  den  Sætning,  at  to  Trekanter,  der  har  Siderne  stykkevis  ligestore, 
ogsaa  har  de  ensliggende  Vinkler  ligestore,  bevises  antithetisk  ved  at  antage  et  Par 
saadanne  Vinkler  ulige  store,  anvendes  Ordet  èfapfw^stii  ganske  paa  samme  Maade 
som  i  4.,  og  paa  de  tilsvarende  Steder,  for  at  omgaa  en  direkte  mekanisk  Flytning  af 
den  ene  Trekant  over  paa  den  anden. 

At  vor  Forklaring  til  I,  4.  og  8.  ganske  stemmer  med  den  Opfattelse,  som 
gjorde  sig  gældende  paa  den  Tid,  da  Begyndelsen  af  Euklid's  Elementer  blev  til, 
fremgaar  af  en  Kritik  af  L  4.  og  af  dette  Theorems  Plads,  som  netop  maa  skrive 
sig  fra  denne  Tid.     Den  er  bevaret  ved  Proklos  (S.  241,18—243,20)   efter  en   ældre 
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Meddelelse  fra  Karpos  og  kan  vistnok  føres  tilbage  til  de  tidligere  (S.  37  (235))  om- 
talte Forhandlinger  mellem  Menaichmos  og  Speusippos  om  Problemer  og  Theoremer. 
Efter  den  heldige  Begyndelse  med  Problemerne  I,  1.  og  2.  maa  det  nødvendigvis 
være  sat  under  Debat,  hvorledes  man  skulde  gaa  videre  og  forud  for  Theoremet 
I,  4.  faa  opstillet  et  Problem,  der  fuldtud  sikrede  Existensen  af  de  omhandlede 
Figurer.  Hermed  stemmer  det,  at  Udtalelsen,  hvoraf  en  stor  Del  dog  kun  fore- 
ligger i  Proklos'  refererende  Gengivelse,  begynder  med  i  Almindelighed  at  fremhæve, 
at  Problemer  maa  gaa  først,  da  det  er  ved  dem,  man  finder  det,  hvis  Egenskaber 
undersøges  i  Theoremerne.  Det  følgende  passer  kun  paa  de  i  4.  og  8.  indeholdte 
Theoremer.  At  der  dog  formelt  gives  Paastandene  en  større  Rækkevidde,  kan  bero 
paa  Proklos'  Tilbøjelighed  til  en  udvandende  Almindeliggørelse  af  det,  som  han 
meddeler,  men  kan  ogsaa  hidrøre  fra,  at  man  paa  den  Tid,  paa  hvilken  Kritiken 
først  fremkom,  ved  Theoremer  og  Problemer  mest  tænkte  paa  dem,  der  skulde  tages 
til  Udgangspunkt  for  den  hele  Lære:  naar  man  havde  givet  dem  den  rette  Form, 
vilde  den  Skikkelse,  hvori  de  øvrige  skulde  fremtræde,  give  sig  selv.  Naar  der  saa- 
ledes  siges,  al  medens  et  Problem  er  klart  og  bestemt,  er  Udsigelsen  af  et  Theorem 
besværlig  og  kræver  en  stor  Nøjagtighed  og  forstandig  Kritik  for  hverken  at  blive 
for  omfattende  eller  snever  med  Hensyn  til  Sandheden  (too  âè  OtmprjfiaTo^  {npôxaaiv) 
èpyiôdfj  y.ài  Tzn/ÙTjç  osouévrpj  ilxpißelaq  xai  èncairjpouix^ç  xptaswç,  "va  p-fjze  izkeovd^ouaa 
(pahTjzat  firjz''  skhinn'jaa  rr^ç  ahjitsiaq),  saa  passer  dette  kun  paa  4.  og  8.,  af  hvilke 
det  første  udtrykkelig  nævnes  som  Exempel.  Den  forlangte  „forstandige  Kritik"  vil 
det  dog  ikke  have  været  saa  svært  at  udvise  ved  selve  Udsigelsen  {npinaaiç)  af  Sæt- 
ningen, hvorom  der  —  dog  kun  efter  Proklos'  Referat  —  navnlig  skulde  være 
Tale;  thi  ved  at  gøre  denne  tilstrækkelig  lang,  har  man  kunnet  undgaa  at  nævne 
nogen  Flytning;  men  det  er  kun  ved  den  yderst  forsigtige  Brug  af  Ordet  sç^a^o^/o^sjî/, 
at  man  ogsaa  i  Beviset  har  kunnet  undgaa  en  direkte  Henvisning  til  en  mekanisk 
Flytning. 

At  det  dog  heller  ikke  derved  helt  er  lykkedes  at  undgaa  at  hentyde  til  en 
anskuelig  Flytning,  siges  i  den  direkte  Omtale  af  Bevi.set  for  4.,  som  gives  med 
Karpos'  Ord  : 

Hav-sAcoç  yap  èm  to'jtou  raîç  xocvatç  èuvolatç  Dertil  bruger  han  (Euklid)  udelukkende 
Xp^l'co.i.  xal  rpiiTTov  rivk  ti)  aozo  rpiycovnv  sv  de  „almindelige  Begreber"  og  tager  paa  en 
âcafi'ipncç  Xaußdvsi  zÔTtotç  xsmsvov-  xai  yàp  Maade  den  samme  Trekant  i  forskellige  Be- 
Tj  sfapnoy/j  xat  Vj  àiTo  raùrrjz  laôrrjQ  dstxv^jiiévrj  liggenheder  ;  thi  ogsaa  Dækningen  og  den 
-itavzânaavj  sysrai  zr^ç  alaîi/jzvjç  xaî  èvapytiùç  derved  viste  Ligestorhed  skyldes  helt  og 
Ù7r()Ar/(/>£ûjç.  à)j.'  ôpwç  xal  zoiw'jzrjç  nrJorjç  rrji  holdent  den  sanselige  og  anskuelige  Opfat- 
ZOÙ  npæzoo  t^scuprjuazoç  ànnosi^ecoç  slxôzcoç  telse.  Men  dog,  skønt  Beviset  for  dette 
Tcpnrjyvjaazn  zà  Tipnßkr^paza.  ôiôzc  xattôhiu  første  Theorem  er  et  saadant,  er  Proble- 
z-f^v  npoT^youpé'^rjv  kxe'iva  zd^w  skaysv.  merne    med    Rette    stillet    foran.     Altsaa 

har  disse  i  Almindelighed  faaet  den  før- 
ste Plads. 

l).  K.  D.  ViilL-iisk.  Selsk.  SUr.,  iiaUiivideiisIi.  uu  inatheiii.  Afd..  8.  Kiclilie,   1.  5.  36 
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Idet  det  fremhæves,  at  Beviset  kun  bruger  de  „almindelige  Begreber"  (særlig 
7.  og  8.),  mindes  der  om  en  Mangel  af  et  ved  Postulater  løst  Problem,  som  skulde 
skaffe  Figuren  tilveje.  I  Stedet  herfor  bruges  „Betragtningen  af  den  samme  Tre- 
kant i  forskellige  Beliggenheder",  der  jo  maa  bero  paa  en  Flytning;  og  det  er  ikke 
for  at  rose  den,  at  den  siges  at  „skyldes  en  sanselig  og  anskuelig  Opfattelse",  selv 
om  den  undskyldes  lidt  ved  Ordene  „paa  en  Maade".  Naar  Karpos  tilføjer,  at 
Problemerne  dog  gaar  forud,  maatte  dette  sigte  til  Euklids  Sætninger  1.— 3.;  men 
disse  er  i  Virkeligheden  ikke  tilstrækkelige  til  i  4.  at  udføre  den  Konstruktion  af  den 
flyttede  Figur,  som  skulde  erstatte  Flytningen.  Ved  1.  og  2.  flyttes  vel  Liniestyk- 
ket AB;  men  den  Konstruktion,  hvorved  Vinklen  BAC  skulde  flyttes,  kommer  først 
senere  (i  23.).  Mon  Kritiken  ikke  netop  fra  først  af  skulde  have  gjældt  dette  Punkt, 
og  Karpos'  afglattende  Bemærkning  tilsidst  bero  paa  en  Misforstaaelse  af  den  op- 
rindelige Kritik  og  være  foranlediget  ved,  at  der  dog  gaar  nogle  Problemer  forud  for 
dette  første  Theorem? 

Hvorledes  dette  sidste  Spørgsmaal  end  skal  besvares,  ses  det,  at  det,  man  be- 
klagede ved  Beviset  for  4.  og  ved  8.,  netop  har  været  Brugen  af  en  anskuelig  Flyt- 
ning i  Stedet  for  en  rationelt  begrundet  plangeometrisk  Konstruktion,  og  det  stem- 
mer med,  at  Euklid  overalt  i  det  følgende  for  retlinede  Figurers  Vedkommende 
sætter  en  saadan  Konstruktion  i  Stedet  for  anskuelige  Flytninger.  Han  var  sig  alt- 
saa  Kravet  om  delle  fuldl  bevidst  og  maatle  i  det  hele  tage  Hensyn  til  alle  de  Krav, 
som  var  blevet  gjort  gældende  i  de  Forhandlinger  om  den  rette  Begyndelse  paa  en 
Fremstilling  af  Geometriens  Elementer,  der  efter  vore  forskellige  Uddrag  af  Proklos 
var  blevne  førte  mellem  Mathematikerne  fra  Menaichmos  til  Eukkid.  Man  kan 
derfor  vide,  at  Euklid  vel  har  overvejet  baade  den  Plads,  hvorpaa  han  har  stillet 
hver  Sætning  i  første  Bog,  og  hvert  Ord  i  Udsigelsen  af  og  Beviset  for  disse  Sæt- 
ninger, særlig  naar  det  gjaldt  noget  saa  omstridt  som  Beviserne  for  4.  og  8.  Der- 
for har  vi  ogsaa  maattel  og  kunnet  prøve  selve  Ordene  i  disse  sidste  Beviser. 

Vi  skal  nu  give  et  kort  Overblik  over,  hvorledes  Euklid  bj'gger  videre,  fore- 
løbig for  at  naa  til  den  Konstruktion,  der  skal  helt  overvinde  den  i  4.  og  8.  kun 
delvis  overvundne  Vanskelighed  ved  Flytning  af  retlinede  plane  Figurer.  I  5.  an- 
vender han  det  i  4.  fundne  Resultat  til  at  bevise,  at  i  ligebenede  Trekanter  Vink- 
lerne ved  Grundlinien  er  lige  store.  Ogsaa  i  delle  Theorem  maa  han  endnu,  imod 
Menaichmos'  Principer,  forudsætte  Existensen  af  ligebenede  Trekanter,  altsaa  af  Tre- 
kanter med  givne  Sider  (soni  dog  maa  tilfredsstille  visse  givne  Betingelser),  førend 
han  i  el  senere  Problem  beviser  den.  I  6.  beviser  han  den  omvendte  Sætning.  5. 
benyttes  i  7.  til  at  bevise,  at  to  Punkler  A  og  B  ikke  kan  være  Toppunkter  i  to 
ligebenede  Trekanter  med  en  fælles  Grundlinie,  som  helt  ligger  paa  samme  Side 
af  den  rette  Linie  AB.  For  denne  Sætning  har  han  Brug  i  det  alt  omtalte  antitheliske 
Bevis  for  Sætning  8.,  al  to  Trekanter,  der  har  Siderne  ligestore,  ogsaa  har  Vinklerne 
ligestore  og  altsaa  ifølge  4.  selv  er  det.  Hverken  her  eller  i  del  følgende  sammen- 
fatter han  dette  ved  et  om  Flytning  mindende  Ord  som  vort  „Kongruens".  Først 
efter    senere    at    have    talt    om    Ligedannelhed,    kan    han     sige     , ligestor    og    lige- 


75  Figurflytning  lios  Euklid.  273 

dannet",    hvor  vi    siger  kongruent;   herved    er  enhver  Anvisning  paa  Flytning  und- 
gaaet. 

Med  8.  har  Euklid  vundet  et  konstruktivt  Kendetegn  paa,  hvad  ligestore  Vinkler 
er,  nemlig  i  deres  Optræden  som  ensliggende  Vinkler  i  Trekanter  med  samme  Sider. 
For  i  23.  at  bruge  det  til  den  almindelige  Konstruktion  af  en  flyttet  Vinkel,  det  er 
her,  hvor  al  Tale  om  mekanisk  Flytning  undgaas,  af  en  Vinkel  ligestor  med  en 
given,  med  Toppunktet  i  et  givet  Punkt  og  en  given  Linie  gennem  dette  til  Ben, 
maa  han  dog  først  i  22.  give  den  almindelige  Konstruktion  af  en  Trekant  med  givne 
Sider;  men  forud  for  dette  maa  han  finde  Mulighedsbetingelsen  for  dette  Problem, 
der  uden  Tilføjelse  af  denne  Betingelse  som  Diorisme  slet  ikke  vilde  være  noget 
Existensbevis.  Efter  den  Orden,  som  han  og  senere  græske  Matheniatikere  følger, 
skal  det  forud  for  Problemet  i  et  Theorem  (20.)  bevises,  at  den  opstillede  Betingelse 
er  nødvendig;  dens  Tilstrækkelighed  bevises  ved  Konstruktionen. 

Førend  Euklid  naar  saa  vidt,  nøjes  han  med  at  anvende  det  i  8.  vundne  Kende- 
tegn paa  mere  specielle  Tilfælde;  men  allerede  i  disse  sætter  det  ham  i  Stand  til 
at  give  Problemer  og  Theoremer  den  rette  indbyrdes  Ordning,  hvad  han  jo  nødtes 
til  at  forsømme  i  4. — 8.  Han  konstruerer  saaledes  i  9.  og  10.  en  Vinkels  Halverings- 
linie  og  et  Liniestykkes  Midtpunkt,  før  han  tor  forudsætte  deres  Existens  og  gøre 
Brug  at  dem  i  andre  Sætninger.  Og  dette  stemmer  ganske  med  de  almindelige 
Krav,  som  han  stiller  sig,  og  efter  hvilke  han  ikke  kan  nøjes  med  Anskueligheden 
af,  at  der  maa  være  en  Halveringslinie  og  et  Midtpunkt.  Det  gælder  om,  at  de 
Vinkler,  hvori  den  første  deler  den  givne  Vinkel,  skal  komme  til  at  tilfredsstille 
det  konstruktive  Kendetegn  paa  Ligestorhed,  som  han  endelig  har  kunnet  opstille 
i  8.,  og  ligesaa  de  Stykker,  hvori  Midtpunktet  deler  Liniestykket,  Kendetegnene  paa 
Ligestorhed  mellem  Liniestykker. 

Kendetegnet  8.  sætter  ham  i  Stand  til  de  „Problemer",  hvorved  det  vises,  at 
der  virkelig  er  noget,  som  svarer  til  Definition  10. 's  Bestemmelse  af  en  ret  Vinkel, 
det  er  en  saadan,  som  er  lig  med  dens  Nabovinkel.  Det  sker  ved  de  bekendte 
Konstruktioner  af  en  ret  Linie,  som  staar  vinkelret  paa  en  given  i  et  givet  Punkt 
af  denne  (11.)  eller  gaar  gennem  et  givet  Punkt  udenfor  den  (12.) 

Noget  vidtløftige  forekommer  os  maaske  nu  Beviserne  i  13.  og  14.  for,  at  Vink- 
lerne, som  en  ret  Linie  i  el  Punkt  danner  med  en  ret  Linie  paa  samme  Side  af 
denne,  tilsammen  udgor  to  rette,  og  at,  naar  omvendt  Summen  af  to  eller  flere  paa 
hinanden  følgende  Sidevinkler  er  to  rette,  de  yderste  frie  Ben  ligger  ud  i  en  ret 
Linie.  En  mulig  Grund  til  Vidtløftigheden,  særlig  af  Beviset  for  14.,  skal  vi  snart 
berøre.  Til  de  nævnte  Sætninger  .slutter  sig  Sætning  15.  om  Ligestorheden  af  Top- 
vinkler. 

Sætning  15.  benyttes  i  den  nu  paafølgende,  mere  direkte  Forberedelse  af  den 
Diorisme,  som  udtrykker  Forudsætningen  for,  at  tre  opgivne  Liniestykker  kan  være 
Sider  i  en  Trekant.  I  16.  bevises,  at  Nabovinklen  ACD  til  en  Vinkel  i  en  Trekant 
ABC  (Fig.  8)  er  større  end  en  hvilkensomhelst  af  Trekantens  andre  Vinkler,  f.  Ex. 
A.     Det  sker  ved  til  Midtpunktet  E  af  Linien  AC,  hvis  Existens   er   bevist  i  10.,  at 
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drage  Linien  BE  og  paa   (len.s    Forlængelse   afsætte  EZ  ^-  BE.     Da    følger   del  af  4., 
al  Vinkel  A  =  ACZ  <  ACD.   Samtidig  medtages  med  Henblik  paa  den  senere  Paral- 

leltheori  den  af  16.  følgende  Sætning  17.,  at  Sum- 
men af  to  Vinkler  i  en  Trekant  er  mindre  end  to 
rette.  16.  benyttes  dernæst  til  at  bevise  (18.),  at 
overfor  den  største  af  to  Sider  i  en  Trekant  ABC, 
hvor  AC  >  AB  (Fig.  9),  ligger  den  største  Vinkel; 
thi  afsættes  AD  =  AB  paa  AC,  er  ifølge  5.  Vinkel 
ABD,  som  kun  er  en  Del  af  Trekanlsvinklen  ß,  ligestor  med  ADB,  som  ifølge  16. 
er  større  end  C.  Den  omvendte  Sætning  19.  udledes  heraf  ved  et  antithetisk  Bevis. 
Til  19.  knytter  sig  atter  (i  20.)  Beviset  for,  at  (Fig.  10) 
en  Side  BC  i  en  Trekant  ABC  er  mindre  end  Summen 
af  de  to  andre  BA^AC;  thi  afsættes  AD  =  AC  paa 
Forlængelsen  af  BA,  er  (ifølge  19.)  BD  ;  BC.  Skønt 
EuKi.iD  dermed  har  naael  at  bevise  Nødvendigheden  af 
Mulighedsbetingelserne  for  en  Trekanis  Bestemmelse, 
ved  sine  tre  Sider,  føjer  han  dog  dertil  straks  den  al- 
mindeligere Sætning  (21.),  at  naar  af  to  Trekanter  med  en  fælles  Side  den  ene  lig- 
ger   indeni    den   anden,   er   Summen   af   den    indvendige    Trekants    lo    andre   Sider 

mindre  end  Summen  af  de  lo  øvrige  Sider  i  den  udven- 
dige Trekant.  Af  Hensyn  til  en  senere  Betragtning  ind- 
skyder vi  her  den  Bemærkning,  at  af  de  to  Sætninger 
20.  og  21.  følger  umiddelbart  de  almindeligere,  al,  naar 
en  ret  og  en  brudt  Linie  har  samme  Endepunkter,  er 
den  første  mindst,  og  at,  naar  af  lo  brudte  Linier  mel- 
lem samme  Endepunkter,  der  vender  Konkavilelen  til 
samme  Side,  den  ene  ligger  indenfor  den  af  den  anden 
og  den  rette  Linie  mellem  begges  Endepunkter  begræn- 
sede Figur,  er  den  inderste    mindst. 

Sætning  20.  sætter  Euklid  i  Stand  til  at  tilføje  Mu- 
lighedsbetingelsen til  Problemel  22.  om  en  Trekants  Bestemmelse  ved  sine  tre  Sider 
og  efter  dettes  Løsning  at  konstruere  en  given  Vinkel  paa  et  nyt  Sted  (23.).  Mang- 
len fra  4.  og  8.  er  allsaa  nu  udfyldt,  og  Flytningen  af  en  Vinkel  kan  nu  som  tid- 
ligere Flytningen  af  et  Liniestykke  (2.)  udføres  ved  en  postulatbesteml  Konstruk- 
tion. Da  delle  nu  er  vist  en  Gang  for  alle,  kan  derefter  Euklid  tænke  sig  en  hvil- 
kensomhelst  retlinet  Figur  flyttet  hen  til  el  andel  Sled  i  Planen,  saaledes  f.  Ex.  at  en 
Side  falder  sammen  med  el  givet  dermed  ligeslort  Liniestykke  i  Planen,  uden  at  bygge 
paa  en  intuitiv  Forestilling  om  en  mekanisk  Flytning.  Derved  sæltes  han  i  Stand 
til  at  fuldstændiggøre  4.  og  8.  med  Sætningerne  om  Trekanter,  der  har  lo  Sider 
stykkevis   ligestore,   men   (24.)   den    mellemliggende   Vinkel')   eller    (25.)    den    tredie 


Fig.   10. 


')  I  den  bevarede  Tekst  er  Beviset  for  24.  ufuldstændigt,  idet  Muligliederne  ikke  er  udtømte  med 
Hensyn  til  den  tredie  VinUelspids  i  den  flyttede  Trekant;  denne  Mangel  er  dog  tidlig  bemærket  og  udfyldt. 
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Side  ulige  stor,  og  lil  i  26.  under  antilhelisk  P'orm  at  bevise,  at  en  Trekant  paa 
Beliggenheden  nær  er  fuldstændig  bestemt  ved  en  Side  og  to  Vinkler. 

Nu  gaar  Euklid  over  til  Læren  om  Paralleler  og  den  dermed  forbundne  om 
Vinkelsummen  i  en  Trekant,  og  derved  benj'tter  han  som  bekendt  det  berømte  5. 
Postulat,  i  ældre  Udgaver  betegnet  som  det  11.  Axiom.  Undersøgelsen  af  dette 
Postulats  principielle  Betydning  skal  vi  dog  her  forbinde  med  en  Undersøgelse  af 
Betj'dningen  af  det  mærkelige  Postulat  4.:  alle  rette  Vinkler  er  ligestore;  thi  det 
maa  være  før  det  Sted  i  Euklid's  Elementer,  hvortil  vi  nu  er  naaet,  at  der  skulde 
kunne  have  været  Brug  derfor,  og  dog  har  vi  i  vor  Gennemgang  ikke  fundet  nogen 
Anledning  til  at  omtale  det.  Tvertimod  fremgaar  det  af  Definitionen  paa  en  ret 
Vinkel,  at  den  er  Halvdelen  af  en  lige  Vinkel,  som  vi  nu  kalder  den,  hvis  Ben  falder 
i  hinandens  Forlængelse,  og  at  sige,  at  saadanne  er  ligestore,  er  det  samme  som  at 
sige,  at  en  ret  Linies  Forlængelse  ud  over  et  Punkt  (Postulat  2.)  er  entydig  bestemt. 
Euklid  bruger  ganske  vist  ikke  Begrebet  en  lige  Vinkel,  som  han  i  det  hele  ikke 
udstrækker  sine  Begreber  til  Grænsetilfælde  (et  Kvadrat  er  ikke  et  Rektangel  osv.); 
men  denne  Vanskelighed  vilde  han  ligesaa  let  her  som  andetsteds  kunne  omgaa 
ved  Brug  af  et  antithetisk  Bevis  eller  lignende.  Der  synes  altsaa  ikke  at  have  fore- 
ligget nogen  Nødvendighed  for  at  udtale  den  nævnte  Paastand  som  Postulat,  for  i 
Sætning  14.  deraf  at  slutte,  at  to  Vinkelsummer,  der  begge  er  to  rette,  er  indbyr- 
des ligestore.  Det  er  jo  netop  dette,  der  umiddelbart  følger  af  Entydigheden  af 
Postulat  2.  Ved  at  se  hen  paa,  hvad  der  umiddelbart  findes  i  Euklid's  Beviser, 
har  jeg  derfor  tidligere,  nemlig  i  min  Mathematikens  Historie,  ikke  kunnet  finde 
nogen  anden  Grund  for  Euklid  til  at  opstille  Postulat  4.,  som  udtaler,  at  „alle  rette 
Vinkler  er  indbyrdes  ligestore",  end  den,  at  han  derved  har  villet  pointere  Enty- 
digheden af  Postulat  2.;  men  saa  skulde  han  ligesaa  vel  have  pointeret  Entj'dig- 
heden  af  Postulat  1.  Begge  Dele  ses  imidlertid  af  Anvendelserne  overalt  at  have 
været  underforstaael. 

Hvis  man  imidlertid  vil  betragte  Opstillingen  af  Postulat  4.  som  en  Uagtsom- 
hed, turde  den  her  givne  Forklaring  være  den  rimeligste  og  vistnok  den  eneste, 
som  kan  knyttes  til  virkelige  Anvendelser  hos  Euklid  af  Postulatet.  Ved  at  se  hen 
til  den  Omhu,  hvormed  hvert  Skridt  i  Begyndelsen  af  første  Bog  er  overvejet  og 
forhandlet  af  kyndige  Mathematikere,  hvis  Opmærksomhed  var  saa  meget  mere 
aarvaagen,  som  det  behandlede  Omraade  var  lille,  bliver  man  dog  mindre  tilbøjelig  til 
at  tro,  at  en  saadan  Uagtsomhed  kunde  begaas,  og  begaas  uden  at  blive  anholdt. 
I  Virkeligheden  var  Fristelsen  til  at  anholde  den  og  bevise  Postulatet  slørre  end 
den  til  at  godkende  dets  Opstilling  som  Postulat.  Der  er  derfor  Grund  til  at  under- 
søge, om  ikke  netop  den  Omstændighed,  al  Euklid  har  stræbt  at  undgaa  Brug^af 
Figurtlytning,  kan  have  bragt  ham  til  at  opstille  et  Postulai,  hvorved  hans  mere 
rationelle  Geometri,  i  hvilken  det  i  og  for  sig  ikke  savnes,  bliver  reelt  identisk  med 
den  hidtil  kendte,  den,  som  benytter  Flytninger.  Man  opfordres  saa  meget  mere 
til  al  prøve  dette,  som  vi  af  Euklid's  Behandling  har  sel,  hvor  meget  Besvær  den 
Vanskelighed,  som  har  bragt  Hilbeiit  til  al  opstille  Euklid's  Sætning  4.  som  Axiom, 
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har  voldt  ogsaa  ham.  For  at  foretage  denne  Prove  maa  vi  undersøge  „den  Geo- 
metri", som  EuKLiu  vil  faa  ud,  naar  han  alene  bygger  paa  Postulaterne  1. — 3.  Der- 
ved skal  vi  foreløbig  ganske  se  bort  fra,  om  vore  Betragtninger  ogsaa  kunde  til- 
lægges Euklid  og  hans  samtidige,  og  blot  tænke  paa,  hvad  en  konsekvent  Videre- 
førelse af  de  Undersøgelser,  som  i  Elementerne  bygger  paa  de  nævnte  tre  Postulater, 
vil  give'). 

Hvad  der  har  voldt  de  Vanskeligheder,  hvormed  vi  i  det  foregaaende  har  set 
Euklid  kæmpe,  er,  at  Anvendelsen  af  Størrelsesbegrebet  paa  geometriske  Størrelser, 
først  og  fremmest  Længden  af  begrænsede  rette  Linier,  sker  ved  de  ,,almindelige 
Begreber"  7.  og  8.,  som  først  kan  anvendes,  naar  Størrelserne  helt  eller  delvis  dæk- 
ker hinanden,  men  at  paa  den  anden  Side  denne  Dækning  ikke  som  en  praktisk 
Maaling  maa  tilvejebringes  ved  en  mekanisk  Flytning,  men  ved  Konstruktioner, 
byggede  paa  de  tre  første  Postulater.  Ved  disse  benyttes  Cirkler.  En  saadan  er 
ifølge  Def.  15.  „en  plan  Figur,  indesluttet  af  én  saadan  Linie  (som  kaldes  Periferien), 
at  alle  de  rette  Linier,  der  kan  drages  ud  til  den  fra  ét  indenfor  Figuren  liggende 
Punkt,  er  indbyrdes  ligestore".  Her  lægger  man  først  og  fremmest  Mærke  til,  at 
Cirkellinien,  Periferien,  bestemmes  som  Sted  for  Punkter  med  indbyrdes  ligestore 
Afstande  fra  Centrum;  men  hvad  „ligestore"  Afstande  er,  faar  man  først  at  vide  i 
„Almindelige  Begreber"  7.  Der  er  dog  ingen  Grund  til  at  stødes  over  denne  Orden; 
thi  Brugen  af  Euklid's  Forudsætninger  svarer  her  ligesaa  lidt  som  andetsteds  til 
den  Orden,  hvori  de  opstilles.  Mangen  en  Definition  forstaas  først  efter  de  senere 
Sætninger  om,  hvorledes  det  definerede  tilvejebringes-).  Derimod  kunde  man  be- 
frygte en  „circulus  viliosus",  naar  de  ved  Ligestorhed  af  Radierne  definerede  Cirkler 
benyttes  i  de  Konstruktioner,  som  tilvejebringer  den  Flytning,  hvorved  Ligestor- 
heden efter  „Alm.  Begr."  7.  prøves. 

At  Euklid's  Forudsætninger  dog  ikke  danner  en  saadan  logisk  Cirkel,  kan 
ses  deraf,  at  de  virkelig,  som  vist  i  del  foregaaende,  har  kunnet  benyttes  til  en 
rationel  Opførelse  af  en  Helhed,  hvori  baade  Cirkler  og  Ligestorhed  af  Liniestykker 
faar  deres  bestemte  Betydninger.  Dette  sker  ved  en  Samvirken  af  de  to  paa  for- 
skellige Steder  opstillede  Forudsætninger.  Betragter  man  i  Cirklens  Definition 
Kravet  om  Radiernes  Ligestorhed  som  gældende  en  endnu  ikke  nærmere  forklaret 
Egenskab,  hvorom  kun  vides,  at  den  bestemmer  Radiernes  Endepunkter,  er  Cirklen 
foreløbig  kun  en  lukket  Kurve  og  Centret  et  saadant  Punkt,  at  en  Linie  derigennem 
kun  skærer  Periferien  i  et  Punkt  paa  hver  Side  af  Centrum.  At  det  siges,  at  Ra- 
dierne er  ligestore,   og   at    man    efter   Postulat   3.  med  et    hvilketsomhelst  Punkt  111 


')  Den  Forklaring  af  Postulat  4.,  som  vi  derved  erholder  sum  et  paakrævet  Supplement  til  de 
andre  4  Postulater,  er  given  af  Lindemann  i  „Vorlesungen  über  Geometrie"  II,  1  (1891)  S.  540  ff  Denne 
gaar  dog  ikke  ind  paa  den  Maade,  hvorpaa  Euklid  i  det  enkelte  benytter  de  Korudsætninger,  som  ban 
opstiller;  men  ban  viser  kun  deres  Sammenbæng  med  det,  som  karakteriserer  projektivisk  og  metrisk 
Geometri. 

'-)  Dette  gælder  f.  Ex.  i  Vil.  Bog,  i  hvis  Begyndelse  vi  har  troet  at  se  en  Model  for  den  senere 
synthetiske  Ordning  af  andre  Afsnit  (se  S.  24  (222)),  om  Definitionen  paa  „Dele  af"  (se  Oversigt  1910  S. 
410).     Det  stemmer  ogsaa  med  Akistoteles'  Analgtica  post.  1,10  (se  S.  43  (241)). 
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Centrum  kan  konstruere  en  Cirkel,  som  gaar  igennem  et  hvilketsomhelst  givet  Punkt 
(det  vil  sige,  at  en  saadan  Cirkel  existerer)  giver  dernæst  et  konstruktivt  Kende- 
tegn paa,  om  Liniestykker  med  et  fælles  Endepunkt  er  ligestore. 
Dette  giver  dernæst  (ved  Euklid's  Sætninger  I,  1. — 3.)  Kendetegn  paa,  om  Linie- 
stykker, der  ligger  paa  vilkaarlige  Steder  i  Planen,  er  ligestore,  eller  hvilket 
der  er  størst.  Hermed  bliver  der  stillet  nye  Krav  til  det  System  af  Kurver  i  en 
Plan,  som  man  skal  have  Lov  til  at  kalde  Cirkler.  De  Liniestykker,  som  ved  Kon 
struktioner  med  dem  bestemmes  som  ligestore,  skal  nemlig  ogsaa  svare  til  det  i 
de  6  første  „Almindelige  Begreber"  opstillede  Størrelsesbegreb,  deriblandt  særlig 
tilfredsstille  det  første  Krav,  at  naar  to  Størrelser  er  ligestore  med  en  og  samme 
tredie  er  de  indbyrdes  ligestore.  Naar  man  saaledes  i  Sætning  \.  konstruerer  den 
ligesidede  Trekant  ABC  ved  Cirkler  om  A  og  ß  som  Centre  og  med  Radius  AB, 
der  skærer  hinanden  i  Punktet  C,  skal  Cirklen  med  C  som  Centrum,  der  gaar  gen- 
nem A,  tillige  gaa  gennem  B,  altsaa  være  underkastet  en  Betingelse  foruden  de  nys- 
nævnte, og  flere  Betingelser  vil  komme  til,  naar  C  bliver  betragtet  som  Vinkelspids 
i  flere  ligesidede  Trekanter,  eller  naar  man  tillige  tager  Hensyn  til  Flytningssæt- 
ningen  2. 

Der  synes  nu  at  rejse  sig  det  Spørgsmaal,  om  der  overhovedet  existerer  et 
System  af  Kurver  i  Planen,  der  tilfredsstiller  alle  de  Betingelser,  som  kræves  af 
dem,  som  man  efter  de  opstillede  Forudsætninger  vil  kalde  Cirkler.  Dette  Spørgs- 
maal kan  imidlertid  efter  den  Maade,  hvorpaa  Platon's  Efterfølgere  dannede  Postu- 
laterne, straks  besvares  med  Ja.  Det  er  sket  ved  en  Analyse,  Opløsning  af  forud 
kendte  Sætninger  i  deres  Elementer,  og  de  sidste  Elementer,  de,  fra  hvilke  man 
gaar  ud  i  den  syntlietiske  Fremstilling,  er  de,  der  opstilles  som  Definitioner  og  Po- 
stulater. De  forud  bekendte  Sætninger,  som  man  gaar  ud  fra,  er  saadanne,  som 
man  let  kunde  bevise  ved  Figurflytning,  og  som  altsaa,  som  vi  nu  vilde  udtrykke 
os,  gælder  for  „den  Geometri",  i  hvilken  Figurflytning  er  en  tilladelig  Operation, 
og  som  vi  for  Nemheds  Skyld  vil  kalde  den  empiriske  Geometri.  Analysen 
skulde  vel  ifølge  det  Formaal,  som  man  havde  sat  sig,  helst  naa  til  saadanne  For- 
udsætninger, af  hvilke  man  ogsaa  uden  Figurflytning  kunde  udlede  de  samme  og 
nye  Sætninger;  men  Sikkerheden  for,  at  disse  Forudsætninger  ikke  staar  i  indbyrdes 
Strid,  altsaa  overhovedet  er  mulige,  følger  af,  at  det  efter  deres  Oprindelse  paa 
Forhaand  vides,  at  der  existerer  „en  Geometri",  for  hvilken  de  gælder,  nemlig  den 
„empiriske  Geometri".  Et  andet  Spørgsmaal  er  det,  om  de  samme  Forud.sætninger 
er  tilstrækkelig  snævre  til  at  passe  alene  paa  denne  empiriske  Geometri.  At  dette 
ikke  er  Tilfældet,  skal  her  først  vises  ved  Betragtninger,  som  ikke  stod  til 
de  gamles  Raadighed.  Holder  man  sig  udelukkende  til  Postulaterne,  maa 
der  endog  spoiges,  om  der  ikke  existerer  en  almindeligere  Geometri,  hvis  rette 
Linier  alene  defineres  ved  Postulaterne  L  og  2.  og  et  til  5.  svarende,  om  end  ander- 
ledes begrænset  Skæringspostulat.  Dette  vilde  finde  Sted  i  den  Geometri,  som 
F.  Klein  efterlyser  i  sit  Erlangerprogram  ').  Forudsætningen  om,  at  de  rette  Linier, 

')  Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungen.  Erlangen  1872.  Se  ogsaa: 
lieber  die  sogenannte  Nichl-Euclidiscl\e  Geometrie,  II  ;^Math.  Aanalen  VI  (1873)). 
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hvilke  man  i  Euklids  Elementer  vil  tillægge  de  ved  de  nævnte  Postulater  udtrykte 
geometriske  Egenskaber,  tillige  skal  være  de  empiriske,  opstilles  dog  andetsteds, 
nemlig  i  Definition  4.  paa  en  ret  Linie.  Naar  denne  siges  at  være  en  saadan  Linie, 
hvis  Punkter  ligger  è$  ta/tu.  er  delte  uoversættelige  Udtryk,  der  ligeledes  bruges  i 
Definitionen  paa  en  Plan,  vistnok,  som  P.  Tannery  har  begrundet'),  et  Laan  fra 
den  tekniske  Prøve  paa,  om  en  Linie  er  ret,  eller  en  Flade  plan.  Definitionen  ])eger 
altsaa  direkte  hen  paa  den  empiriske  rette  Linie.  Naar  den  er  traadt  i  Stedet  for 
den,  som  Proklos  (S.  108,6)  tillægger  Platon  :  den  Linie,  hvis  Midte  og  Ender  dækker 
hinanden  (nemlig  naar  man  ser  henad  den),  er  det  maaske,  fordi  denne  kun  frem- 
hæver en  enkelt  af  de  Maader,  hvorpaa  man  praktisk  kan  prøve,  om  en  Linie  er 
ret.  De  mangfoldige  Forsøg,  man  har  gjort  paa  at  presse  et  geometrisk  Indhold 
ind  i  Euklid's  Definition,  turde  derfor  være  ret  betydningsløse,  og  hvad  værre  ei-. 
Navnet  Definition,  der  senere  har  faaet  en  mere  omfattende  Betydning,  end  der  kan 
tillægges  mange  af  Euklid's  Definitioner,  har  bragt'-')  til  at  overse,  at  det,  særlig  for 
den  rette  Linies  Vedkommende,  er  i  Postulaterne,  at  man  skal  søge  den  egentlige 
geometriske  Bestemmelse,  nemlig  Angivelsen  af  de  rent  geomelriske  Egenskaber, 
hvorpaa  der  i  det  følgende  skal  bygges.  Delte  ses  deraf,  at  Euklid  inlelsleds  gør 
nogen  direkte  Brug  af  den  nævnte  Definition.  Hvad  han  derimod  opnaar  ved  denne, 
det  er  at  faa  tilkendegivet,  at  det  er  paa  den  empiriske  rette  Linie,  al  han  vil  have 
anvendt  alt  del,  som  han  derefter  udtrykker  ved  eller  kan  udlede  af  sine  Postulater. 
Det  er  da  kun  disse,  som  han  benytter  i  sit  geometriske  System,  og  Anvendelig- 
heden af  dette  beror  paa,  at  de  empiriske  Linier  har  de  i  Postulaterne  angivne 
Egenskaber,  hvad  Euklid  forudsætter,  eller,  om  man  vil  :  det  afhænger  af,  hvor- 
vidt-') de  har  den.  —  Brugen  af  Linealen  til  at  tegne  og  flytte  relie  Linier  hænger 
sammen  med  dens  i  Definition  4.  udtrykte  empiriske  Egenskaber;  men,  som  alt  be- 
mærket, har  dette  Redskab  ikke  umiddelbart  noget  at  gøre  med  den  paa  Postula- 
terne grundede  Geometri. 

Ved  den  alt  anførte  Definition  paa  Cirklen  sigter  Euklid  derimod  ikke  særlig 
til  den  empiriske  Cirkel,  men  giver,  som  alt  anført,  ogsaa  nogle  af  Oplysningerne 
om  dens  Brug  i  det  geomelriske  System.  Dette  turde  hænge  sammen  med,  al  han 
foreløbig  i  Bog  I — II  ikke  har  Undersøgelser  af  Cirklen  selv  for  Øje,  men  derimod 
en  Anvendelse  som  geometrisk  Hjælpemiddel  („Symbol",  se  II.  Kap.)  ved  Under- 
søgelse af  retlinede  Figurer  og  til  at  slaa  Slørrelsesbegrebets  Anvendelse  paa  Linie- 
stykker, Vinkler  og  Arealer  fast;  det  er  en  Anvendelse  af  samme  Ai-t  som  den,  der 
fra  først  af  har  foranlediget  Indførelsen  af  Keglesnilslinier  og  af  Archimedes'  Spirtd. 
De  Cirkler,  der  anvendes  i  de  nævnte  to  Bøger,  har  derfor,  saalænge  man  nøjes 
med  Postulaterne  1. — 3-,  kun  de  Egenskaber,  som  fremgaar  af  Brugen  af  disse  og 
af  Definitionen,   forsaavidt   den   forstaas    i    Overensstemmelse    med    det   Begreb   om 


')  Revue  des  Études  grecques,  t.  X  (I897i  p.  14.  —  Mémoires  scientifiques,  11  p.  540. 

')  F.  Ex.  Enriques:  Encyklopädie  der  niatli.  Wisseiisch.  Ill,  !. 

')  Smlgii.  HjKLMSi.F.v:  Lærebog  i  Geometri,  eller;  Vidensk.  Selsk.  Oversigt  l'JIü,  .S.   ISl      189. 


81  Figurflytning  hos  Euklid.  279 

Størrelser  af  Liniestykker,  altsaa  ogsaa  om  Radiernes   Ligestorhed,  som,  efter  hvad 
vi  viste,  frenigaar  deraf  og  af  de   „Almindelige  Begreber". 

For  at  faa  fat  paa  de  Egenskaber,  som  maa  tillægges  de  Linier,  der  i  den 
saaledes  almindeliggjorte  Plangeometri  i  Overensstemmelse  med  de  Forudsætninger, 
som  virkelig  benyttes,  maa  kaldes  Cirkler,  vil  vi  tænke  os  to  Planer  a  og  «'  og  i 
den  ene  «',  „den  empiriske  Plan",  operere  med  empiriske  rette  Linier  og  empiriske 
Cirkler  og  Afstande  og  i  den  anden  «  vel,  i  Overensstemmelse  med  Definition  4. 
paa  en  ret  Linie,  med  empiriske  rette  Linier,  men  med  Cirkler  og  Længder  af  Linie- 
stykker, som  endnu  ikke  er  underkastede  de  i  Begyndelsen  af  Euklid's  I.  Bog  ube- 
nyttede Postulater  4.  og  5.  Vi  kan  lade  lire  Punkter  A,  ß,  C,  D  af  «,  af  hvilke  ikke 
tre  ligger  i  en  ret  Linie,  svare  til  fire  Punkter  af  «',  med  hvilke  det  samme  er  Til- 
fældet. Naar  nu  til  enhver  ret  Linie  i  den  ene  Plan  ogsaa  skal  svare  en  ret  Linie 
i  den  anden,  faar  vi  en  piojektivisk  Samsvaren  mellem  Punkterne  i  de  to  Figurer. 
Gaar  man  nu  ud  fra  til  hinanden  svarende  Punkter  i  de  to  Figurer  og  anvender 
tilsvarende  lineære  Operationer,  kommer  man  i  «  og  à  til  nye  tilsvarende  Punkler. 
Ved  Konstruktionen  af  tre  Punkter  L',  M',  N  i  «',  som  ligger  i  en  ret  Linie,  kan  man 
ogsaa  delvis  benytte  Cirkler,  nemlig  ved  Anvendelse  af  Pascal's  Sætning  paa  en 
Cirkel.  De  tre  Punkter  L,  M,  N,  der  svarer  til  L',  M,  N',  ligger  i  en  ret  Linie,  og  til 
Siderne  i  den  pascalske  Sekskant  svarer  Linier,  som  danner  en  ny  saadan,  hvis 
Vinkelspidser  ligger  paa  et  Keglesnit,  der  svarer  til  Cirklen  i  a.  Da  nu  den  i  Ord 
udtrykte  Anvendelse  af  de  Kurver,  som  i  de  to  Geometrier  kaldes  Cirkler,  er  ganske 
den  samme,  vil  det  fundne  Keglesnit  være  en  „Cirkel"  i  den  udvidede  Geometri. 
Som  svarende  projektivisk  til  Cirklerne  i  Planen  «'  maa  Samlingen  af  „Cirkler"  i 
«  være  Keglesnit  gennem  to  faste  reelle  eller  imaginære  Punkter  E  og  F  svarende 
til  Cirkelpunkterne  i  a,  Linien  EF  altsaa  til  den  uendelig  fjerne  Linie  i  a,  og  „Cen- 
trene" for  disse  „Cirkler"  vil  væi-e  Linien  EF's  Poler. 

Naar  nu  Euklid,  der  jo  ikke  tænker  paa  at  bygge  en  ny  og  almindeligere  Geo- 
metri paa  de  geometriske  Forudsætninger,  han  faktisk  indskrænker  sig  til  at  benytte, 
vil  have  slaaet  fast,  at  den  virkelige  Genstand  for  hans  rationelle  Tankebygning 
er  den  empiriske  Geometri,  kan  det  kun  ske  ved  Tilføjelse  af  nye  Postulater.  De 
maa  paa  den  Maade,  han  kunde  det,  udtrykke,  at  Punkterne  E  og  F  er  de  uendelig 
fjerne  Cirkelpunkter. 

Hertil  hører  først  og  fremmest,  at  Linien  EF  er  den  uendelig  fjerne  Linie  i 
Planen,  eller  at  det,  som  han  kalder  parallele  Linier,  netop  er  de  empiriske  Paral- 
leler. Tildels  er  dette  allerede  udtrykt  i  Def.  23  paa  parallele  Linier  som  saadanne 
Linier  i  samme  Plan,  der  kan  forlænges  i  det  uendelige  til  begge  Sider  uden  at 
skære  hinanden  ;  men  i  det  væsentlige  vilde  man  opnaa  det  samme  ved  en  Begræns- 
ning, som  under  en  eller  anden  Form  udtrykte,  at  Operationerne  ikke  udstrækkes 
til  den  Del  af  Planen,  hvor  den  Linie,  vi  har  kaldt  EF,  ligger.  Hvis  man  uden  at 
ane  den  fulde  Rækkevidde  af  de  beskrevne  Operationer,  der  ved  Brug  af  de  omtalte 
Keglesnit  i  Stedet  for  Cirkler  i  Virkeligheden  bliver  projektiviske,  fik  med  Skærings- 
punkter  med  denne   Linie  at  gøre,   vilde  disse  Operationer  føre   til    Resultater,  der 

I)  K   D.  Viiiensk  Selsk.  Ski.,  naturvidcnsk.  og  matheni.  Afd,,  8.  R.%kke,  1.  5.  37 
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vilde  forekomme  Euklid  ganske  absurde:  Linestykker,  hvis  konstruerede  Midtpunkt 
ligger  i  det  ene  Endepunkt  eller  paa  Forlængelsen,  Vinkler  mellem  rette  Linier,  som 
skærer  hinanden,  der  ifølge  Konstruktionen  bliver  O  eller  negative  (o:  optræder  som 
Subtrahender  i  Stedet  for  Addender  og  omvendte.  Saadanne  Absurditeter  undgaar 
Euklid  dels  ved  faktisk  at  holde  sig  til  en  Figuranskuelse,  der  bunder  i  en  empi- 
risk Opfattelse  af  Plangeometrien,  dels  ved  den  nysnævnte  Definition  paa  Paralleler. 
Derved  bliver  han  i  Stand  til  at  bevise  den  ene  Parallelsætning  (1, 27),  nemlig  at 
to  Linier  bliver  parallele,  naar  de  overskæres  af  en  tredie,  saaledes  at  de  enslig- 
gende Vinkler  er  ligestore.  I  modsat  Fald  vilde  man  nemlig  faa  en  Trekant,  hvor 
en  udvendig  Vinkel  var  ligestor  med  den  indvendig  modsatte,  medens  det  i  16.  er 
bevist,  at  den  er  større.  Det  Tilfælde,  hvor  denne  Forudsætning  vilde  blive  ugyl- 
dig ved  en  konsekvent  Gennemførelse  af  de  beskrevne  Konstruktioner,  udelukkes 
nemlig  ved  den  i  Definitionen  paa  parallele  Linier  udtrykte  Forudsætning. 

At  dette  kan  opnaas  gennem  en  negativt  udtrykt  Definition,  beror  paa,  al 
Beviset  for  27.  føres  antithetisk.  Derimod  maa  der  en  positiv  Forudsætning 
til  for  at  begrunde  denne  Sætnings  Modsætning,  at  der  virkelig  existerer  et  Skæ- 
ringspunkt mellem  to  rette  Linier,  naar  de  overskæres  saaledes  af  en  tredie,  at  de 
ensliggende  Vinkler  ikke  er  ligestore.  Og  her  er  det  Euklid's  (eller  hans  nærmeste 
Forgængeres)  store  Fortjeneste  at  have  set,  al  en  saadan  Forudsætning  ikke  er  en 
Følge  af  dem,  han  alt  har  opstillet,  men  at  en  ny  er  nødvendig.  Da  har  han  valgt 
at  opstille  den  nævnte  Paasland  selv  som  Postulat.  Den  omtalte  Nødvendighed  er  dog 
allerede  den  logiske  Følge  af  hans  hele  Behandling.  Konstruktioner  ved  Hjælp  af 
rette  Linier  beror  nemlig  lige  saa  meget  paa,  at  man  kan  bestemme  et  Punkt  ved  to 
rette  Linier,  som  paa,  at  man  kan  bestemme  en  rel  Linie  ved  lo  Punkler,  og  del 
er  kun  undtagelsesvis,  al  Euklid  i  en  foregaaende  Sætning  (2L)  har  kunnet  paavise 
Existens  af  Skæringspunkter  mellem  rette  Linier  derved,  at  en  Linie,  der  forbinder 
et  indre  Punkt  af  en  Fladefigur  med  et  ydre,  maa  skære  Konturen  (S.  68  (266)). 

Hermed  har  man  den  Euklidiske  Paralleltheori,  som  i  Tidernes  Løb  har  fristet 
saa  mange  til  at  forsøge  at  bevise  den  Paasland,  som  den  mere  klartseende  Euklid 
har  fundet  del  nødvendigt  al  gøre  til  el  Postulat.  Om  dettes  Tilbliven  fremgaar 
det  af  nogle  af  de  af  Hkiiserg  (S.  18)  anførte  mathematiske  Steder  hos  Aristotelks 
(65  a  4,66  a  11,  74  a  13),  al  man  da  var  begyndt  at  faa  Blik  for  de  Vanskeligheder, 
denne  Theori  kan  frembyde,  men  ikke  endnu  havde  overvundet  dem.  Som  Kende- 
tegn paa  Parallelismen  brugte  man  vel  ogsaa  da  Ligeslorheden  af  el  Par  ensliggende 
Vinkler  fremkomne  ved  Overskæring  med  en  tredie  Linie;  men  man  synes  hverken 
at  have  bevist  Tilstrækkeligheden,  som  det  sker  ved  Euklid  I,  16.,  eller  at  have 
set,  at  Nødvendigheden  maalle  slaas  fast  ved  et  Postulat.  Man  var  dog  bleven  sig 
bevidst,  al  her  forelaa  el  Savn.  Parallelsporgsmaaiel  er  altsaa  allerede  sal  under 
Debat  paa  samme  Tid  som  de  øvrige  Spørgsmaal,  som  ligger  til  Grund  for  Behand- 
lingen af  Begyndelsen  af  første  Bog.  Menaichmos  har  da  rimeligvis  ogsaa  haft  del 
for  Øje  ved  sine  Forslag  til  Behandlingen  af  denne  Begyndelse. 

Ved  Definitionen  paa   Paralleler  og  ved    den   P'orbindelse,   hvori    denne   sæltes 
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med  det  i  alle  Tilfælde  uundværlige  Konslruktionsmiddel,  som  gives  i  Postulatet  I,  5., 
har  EiKLiD  faael  slaaet  fast,  at  i  den  Geometri,  hvorpaa  han  anvender  sine  iovrigt 
vidererækkende  Postulater  1. — 3.,  er  den  Linie,  vi  i  vor  Prøvelse  af  disses  Række- 
vidde har  kaldt  EF,  uendelig  fjern.  Den  Brug  af  Anskuelsen,  som  han  heller  ikke 
nægter  sig,  vil  ogsaa  medføre,  at  de  for  alle  „Cirklerne"  i  hans  Figurplan  «  fælles 
to  Punkter  £  og  F  er  imaginære,  eller  at  de  paagældende  Kurver  er  ligedannede 
og  ligedan  beliggende  Ellipser;  men  videre  kan  man  ikke  komme,  naar  man  ude- 
lader Postulat  4.  og  ikke  tillægger  Ligestorhed  og  Uligestorhed  af  Liniestykker  og 
af  Vinkler  eller  „Cirkler"  anden  Betydning  end  den,  som  det  lykkedes  at  fastslaa 
uden  mekanisk  anskuelig  Figurllytning.  Hvert  Ord  af  Euklid's  første  Bog  bliver, 
naar  Postulat  4.  udelades,  ogsaa  anvendeligt  paa  en  Plangeometri  med  saadanne 
Ellipser  i  Stedet  for  Cirkler,  en  Plangeometri,  hvis  Sætninger  kunde  udledes  af  den 
sædvanlige  empiriske  Plangeojiietris  ved  Parallelprojektion  fra  en  Plan  til  en  anden. 
Der  behoves  altsaa  endnu  et  Postulat  eller  en  Definition,  svarende  til  Definitionen 
4.  paa  en  ret  Linie,  til  at  indskrænke  den  paa  de  øvrige  udtrykkelig  opstillede 
Forudsætninger  byggede  Geometri  til  at  omfatte  empiriske  Cirkler,  som  man  (med 
Tilnærmelse)  kan  tegne  med  Passer,  og  i  hvilken  Ligestorhed  af  Liniestykker  eller 
Vinkler  er  den,  som  kan  prøves  ved  mekanisk  Flytning.  Hertil  vil  det  være  nok 
at  slaa  fast,  at  en  af  hans  „Cirkler"  er  en  empirisk  Cirkel,  og  dermed  de  alle,  e41er 
at  to  af  hans  „rette  Vinkler",  hvis  Ben  ikke  er  stykkevis  parallele,  er  virkelige 
empiriske  rette  Vinkler,  det  er  saadanne,  som  mekanisk  kan  bringes  til  Dækning 
med  deres  Nabovinkler. 

Dette  sidste  Krav  opfylder  Euklid  (ganske  vist  paa  en  Maade,  der  siger  mere 
end  det  strengt  nødvendige),  naar  han  i  sit  Postulat  4.  siger,  at  alle  rette  Vinkler 
er  ligestore,  forudsat,  at  han  dermed  mener,  enten  at  han  om  de  Vinkler,  der 
ifølge  hans  Sætninger  og  Konstruktioner  og  rationelle  Beviser  har  frembudt  sig  som 
rette,  vil  forudsætte,  at  de  ogsaa  ved  mekanisk  Flytning  kan  bringes  til  Dækning, 
eller  omvendt,  at  de  Vinkler,  der  ad  mekanisk  Vej  kan  konstateres  at  være  ligestore 
med  deres  Nabovinkler,  altsaa  rette,  ogsaa  er  ligestore  efter  de  Kendetegn  paa  Lige- 
storhed, som  Bogens  rationelle  Fremstilling  fører  til.  Tages  Prøven  derimod  i 
Postulatets  Subjekt  og  Prædikat  fra  den  sa  m  me  af  disse  to  geometriske  Opfattelser, 
saa  er  Paastanden  ikke  noget  Postulat,  men  en  Sætning,  der  er  let  at  bevise.  Op- 
fattet derimod,  som  jeg  her  først  har  gjort  det,  opfylder  Postulat  4.  netop  det  nys- 
nævnte Krav.  Medens  vi  her  har  fundet  dette  ved  at  tale  om  den  „almindeligere 
Geometri",  som  man  vilde  have,  naar  dette  Postulat  mangler,  har  Euklid  og  hans 
Forgængere  sikkert  kun  tænkt  paa  at  opføre  en  Geometri,  der  fra  Indholdets  Side 
skulde  falde  sammen  med  den  empiriske.  Det  er  dennes  første  Elementer,  han  har 
villet  udtrykke  i  sine  Definitioner  og  Postulater,  og  med  stor  Skarpsindighed,  for- 
bunden med  Forsigtighed,  har  han  paa  Grundlag  af  disse  opført  sine  Sætninger 
uden  i  sine  Beviser  at  gøre  noget  Laan  fra  en  Forudsætning  om  Flytning;  han  har 
jo  ikke  engang  uden  Bevis  villet  forudsætte  noget  saa  anskueligt  som  Existensen 
af  et  Liniestykkes  Midtpunkt  eller  en  Vinkels  Halveringslinie.    Det  vilde  ikke  være 
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utænkeligt,  at  man  under  et  saa  omhyggelig  udført  Arbejde  paa  en  eller  anden 
Maade  var  bleven  opmærksom  paa,  at  de  saaledes  dannede  Sætninger  har  en  større 
Rækkevidde  end  den,  der  gælder  for  den  empiriske  Geometri.  Allerede  paa  Me- 
NAicHMOs'  Tid  kendte  man  vistnok  saa  meget  til  Ellipser  som  Snit  i  Cylindre,  at 
man  kunde  faa  Blik  for  den  Udvidelse  til  Brug  af  ligedannede  og  ligedan  belig- 
gende Ellipser  i  Stedet  for  Cirkler,  som  overtydede  os  om  Behandlingsmaadens 
større  Rækkevidde;  men  en  saadan  Betragtning  har  ganske  vist  ikke  efterladt  Spor 
blandt  de  faa  Beretninger,  som  vi  har  om  det  store  Forarbejde  paa  Elementerne, 
der  er  gjort  i  Tiden  fra  MeiNaichmos  til  Euklid.  Under  de  dertil  knyttede  Forhand- 
linger kan  der  dog  nok  have  været  Lejlighed  til  Tvivl  om,  hvorvidt  det  saglige 
Indhold  af  den  Lærebygning,  som  man  var  ifærd  med  at  opføre  med  saa  stor  Kunst, 
ganske  dækkede  den  empiriske  Geometri,  hvis  Sætninger  man  i  tidligere  Tider  havde 
godtgjort  ved  rigelig  Brug  af  mekanisk  Figurflylning.  At  Grundene  til  en  saadan 
Tvivl  vilde  bortfalde  ved  at  opstille,  eller  maaske  ved  at  beholde  Postulat  4.,  som 
der,  hvad  vi  straks  skal  se,  kan  have  været  andre  Grunde  til  at  opstille,  har  det 
ikke  været  svært  at  overbevise  sig  om. 

Er  Sagen  gaaet  saaledes  til,  kunde  man  dog  maaske  ogsaa  hos  Euklid  savne 
en  Paavisning  af,  at  Postulat  4.  nu  ogsaa  er  tilstrækkeligt  til  at  indskrænke  Om- 
raadet  til  i  Virkeligheden  kun  at  omfatte  den  empiriske  Flytningsgeometri.  En 
saadan  Paavisning  var  dog  ikke  at  vente  i  Euklid's  Elementer.  Som  gældende  For- 
bindelsen med  mekaniske  Flytninger  maatte  den  i  nogen  Maade  knyttes  til  disse; 
men  dem  er  det  netop,  han  har  villet  holde  uden  for  sin  Lærebygning.  Det  er  ham 
nok,  ved  Definition  4.  og  Postulat  4.  at  have  opnaaet,  at  Lærebygningens  Resultater 
netop  gælder  den  sædvanlige  Geometri,  hvis  Størrelser  maales  ved  Flytninger;  men 
disse  skal  ikke  udgøre  en  Del  af  selve  Lærebygningen.  I  denne  gøres  derfor  heller 
ingen  Brug  hverken  af  Definition  4.  eller  af  Postulat  4.;  de  nævnes  blot  forud  som 
en  begrænsende  Angivelse  af  det  Omraade,  for  hvilket   Lærebygningen  skal  gælde. 

Hermed  har  vi  set,  baade  al  Euklid's  Postulai  4.  indtager  en  logisk  vel  grundet 
Plads,  og  at  der  foreligger  logiske  Grunde  til,  at  der  dog  i  Bogen  ikke  forekommer 
direkte  Anvendelser  deraf.  Vil  man  saa  dog  fastholde,  at  det  skyldes  en  tilfældig 
Fejltagelse  eller  Misforstaaelse,  maaske  den,  jeg  tidligere  har  prøvet  at  give  som 
Forklaring  og  berørt  S.  77  (275),  saa  er  dets  Medtagen  dog  et  Tilfælde,  der  ligner  en 
Tanke.  Naar  Euklid  netop  har  sagt,  hvad  der  efter  hans  Formaal  burde  siges,  har 
man  saa  Lov  at  tvivle  om,  at  han  og  de,  der  før  ham  saa  omhyggelig  har  drøftet 
disse  Spørgsmaal,  ogsaa  selv  har  tænkt  de  Tanker,  der  kommer  frem  i  Bogen?  — 
om  de  end  ikke  har  givet  dem  den  Skikkelse,  i  hvilken  jeg  har  forsøgt  at  tænke 
dem  efter.  —  Dette  Spørgsmaal  lader  sig  i  alt  Fald  ikke  helt  afvise. 

Det  kan  dog  have  nogen  Interesse  at  prøve,  om  ikke  Postulatet  kan  have 
spillet  en  noget  anden  Rolle  før  Euklid  og  særlig  i  den  Drøftelse,  som  gik  forud 
for  den  endelige  Skikkelse,  som  han  gav  Elementerne.  Skønt  det  i  disse  kun  op- 
træder som  en  Baggrund,  der  —  hvad  enten  det  nu  tilsigtedes  eller  ikke  —  sikrede 
den  euklidiske  Geometris  Tilknytning  til  den   empiriske   Geometri,   kan   dets   Fore- 
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komst  og  den  Skikkelse,  det  har,  maaske  pege  tilbage  paa  en  tidligere  mere  direkte 
Anvendelse. 

1  den  Henseende  skal  vi  bemærke,  at  Definition  4.  paa  en  ret  Linie  giver  An- 
visning paa  at  anvende  en  Lineal  til  materielt  at  tilvejebringe  de  i  Postulaterne  1. 
og  2.  krævede  rette  Linier  gennem  to  Punkler  eller  som  Forlængelse  af  en  given. 
Sætning  2.  har  paa  den  anden  Side  vist,  at  man  endnu  har  betragtet  Passeren  som 
et  saadant  mekanisk  Instrument,  paa  hvis  Anvendelse  til  at  bestemme  ligestore 
Liniestykker  man  ikke  turde  bygge  en  rationel  Geometri.  Anbringelsen  af  Postu- 
lat 4.  iblandt  Postulaterne  peger  hen  paa,  at  man  har  tænkt  sig  dette  anvendt  til 
Konstruktioner.  Det  udtales  netop,  at  enhver  ret  Vinkel  kan  tilvejebringes  som  Kopi 
af  en  en  Gang  for  alle  tilvejebragt  Norm,  det  er  ved  en  Gnomon  (S.  65  (263)).  Har 
denne  ved  Siden  af  Linealen  været  det  Redskab,  som  jævnlig  anvendtes  af  Pythogo- 
reerne  ved  deres  theoretiske  Undersøgelser,  saa  kan  man  endog  foreløbig  have  givet 
den  et  Fortrin  for  den  frie  Brug  af  det  da  mere  moderne  tekniske  Instrument, 
Tegnepasseren. 

Har  nu  dette  været  Tilfældet,  saa  har  Brugen  af  Gnomon  kunnet  hjælpe  ud 
over  de  Vanskeligheder,  som  Indledningen  til  Geometrien  foraarsagede.  Det  har  da 
ikke  været  umuligt,  at  man,  som  det  S.  38  (236)  anførte  Uddrag  af  Proklos  kunde 
tyde  paa,  har  forsøgt  at  stille  Tilvejebringelsen  af  et  Kvadrat  ved  en  Konstruktion 
i  Spidsen  for  Lærebygningen  ved  Siden  af  Konstruktionen  af  en  ligesidet  Trekant. 
Ganske  vist  kunde  man  da  ikke  straks  bevise,  at  i  den  i  et  saadant  Problem  kon- 
struerede Figur  alle  Vinkler  var  rette,  alle  Sider  ligestore;  det  maatte  i  Overens- 
stemmelse med  den  siden  Menaichmos  forlangte  Rækkefølge  forbeholdes  senere 
Theoremer.  Til  hurtigere  at  naa  dette  vilde  del  bidrage,  al  Sætning  4.,  naar  Bru- 
gen af  Gnomon  hævdedes  i  et  Postulat,  ikke  mere  vilde  volde  Vanskelighed,  naar 
de  to  Trekanters  ligestore  Vinkel  var  ret,  og  let  føre  til  den  Konstruktion  af  en 
flyttet  Vinkel,  som  foreløbig  savnes  i  Euklids  Bevis  for  den  almindelige  Sætning 
4.  Hvorledes  man  i  det  enkelte  bar  sig  ad,  maatte  bero  paa,  hvorledes  den  i  Po- 
stulat 4.  antagne  Flytning  af  en  ret  Vinkel  blev  anvendt  til  Konstruktionen  af  et 
Kvadrat,  hvad  der  kunde  ske  paa  flere  Maader. 

Har  nu  virkelig  Menaichmos  gjorl  en  saadan  Brug  af  Postulat  4.,  saa  skylder 
man  Euklid,  der  ganske  undlader  at  bruge  Postulat  4.  i  sine  Konstruktioner,  et 
stort  systematisk  Fremskridt,  nemlig  Reduktion  af  alle  de  i  hans  rationelle  System 
forekommende  Konstruktioner  til  saadanne,  der  alene  bygges  paa  de  ovrige  Postu- 
later og  praktisk  vilde  udføres  ved  Lineal  og  Passer.  Dette  Fremskridt  vilde 
opveje  den  Afvigelse  fra  den  gode  Ordning  af  Problemer  og  Theoremer,  som 
Citatet  af  Karpos  har  vist  os,  at  man  paatalte  i  Oldtiden.  Euklid  har  dog 
været  forsigtig  nok  til  at  lade  Postulat  4.  blive  staaende.  Hertil  har  der,  som 
vi  har  set,  været  god  Grund,  hvis  han  ikke  uden  videre  har  villet  have  den 
ved  Passeren  teknisk  erholdte  Ligestorhed  af  Radierne  i  en  dermed  legnet 
Cirkel  godkendt  som  gyldigt  theorelisk  Grundlag  for  sine  Undersøgelser.  Lige- 
saa    godt    som    at    admittere    den   til    Brug    af  Gnomon    knyttede    theoretiske    For- 
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udsætning  kunde  han  imidlertid  have  admitteret  Passeren  og  altsaa  slaaet  fast,  at 
de  i  hans  Theori  indgaaende  Cirkler  er  empiriske  Cirkler  —  ikke  blot  ligedannede 
og  ligedan  beliggende  Ellipser.  Da  vilde  Postulat  4.  blive  ganske  overflødigt. 
Da  nu  Euklid  netop  har  indfort  den  konsekvente  Brug  af  Cirkler,  som  han  natur- 
ligvis i  Virkeligheden  tegnede  med  Passer,  kan  det  ikke  have  varet  længe,  inden 
det  4.  Postulat  virkelig  blev  overflødigt  og  kun  blev  staaende  af  Respekt  for  Meste- 
ren.    Under  denne  Forudsætning  bl.iver  rigtignok  ogsaa  I,  Sætning  2.  overflødig. 

Vi  behøver  ikke  at  følge  Euklid  længere  for  at  se,  at  han  fra  nu  af  for  ret- 
linede P^igurers  Vedkommende  er  naact  ud  over  de  Vanskeligheder,  det  har  voldt 
ham  at  ombytte  den  i  „Almindelige  Begreber"  umiddelbart  forudsatte  Figurllytning 
med  Konstruktioner,  byggede  paa  udtalte  Postulater,  selv  om  Maaden,  hvorpaa  det 
er  sket,  har  voldt  enkelte  theoretiske  Betænkeligheder.  For  Figurer,  hvori  ogsaa 
Cirkler  og  Cirkelbuer  indgaar,  sker  det  dels  direkte  paa  samme  Maade,  dels  ved 
Grænseovergang.  Det  første  er  Tilfældet  i  III.  Bog,  hvor  man  i  Sætning  24.  paany 
møder  den  samme  forsigtige  Brug  af  Ordet  è(fapiw!^siv  som  i  I,  4.  og  8.,  det  sidste  i 
XII.  Bog,  hvor  Overgangen  sikres  ved  Eudo.vos"  Postulat. 


Kap.  IX. 
Ligedannede  Figurer  og  Proportioner. 


Den  samme  Forandring,  som  den  geometriske  Opfattelse  og  den  geometriske 
Behandling  af  kongruente  Figurer  undergik  ved  Overgangen  fra  en  delvis  intuitiv 
Geometri  til  en  gennemført  rationel  Geometri,  er  ogsaa  Opfattelsen  og  Behandlingen 
af  ligedannede  Figurer  undergaaet.  Oprindelig  havde  man  en  ganske  almindelig 
Forestilling  om,  al  der  existerer  Figurer  ligedannede  med  saa  almindelige  Figurer, 
som  man  i  det  hele  var  i  Stand  til  at  opfatte;  i  den  rationelle  Behandling  har  man 
derimod  undersøgt  Ligedannetheden  af  de  allersimpleste  Figurdele  for  først  derefter 
at  danne  Begrebet  om  almindelig  Ligedannethed  ved  ensartet  Sammensætning  af 
saadanne  ligedannede  Dele. 

Oprindeligheden  af  Forestillingen  om  almindelig  Ligedannethed  viser  sig  af  de 
ældste  Afbildninger.  En  plan  Afbildning  af  en  plan  Figur  vil  man  altid  have 
stræbt  at  gøre  ligedannet  med  denne,  naar  der  ikke  har  været  Anledning  lil  at 
gøre  dem  kongruente,  og  til  forskellige  plane  Afbildninger  af  den  samme  Rnmfigur 
set  fra  samme  Side  vil  man  have  stillet  den  Fordring,  at  de  skal  være  indbyrdes 
ligedannede.  Grønlandsforskeren  Knud  Rasmussen,  hvem  jeg  udspurgte  om  en  ældre 
Meddelelse  af  Peahy,  har  været  saa  god  at  vise  mig  nogle  Tegninger  af  Kystlinier, 
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som  var  udførte  af  Grønlændere,  hvem  han  havde  givet  de  dem  uvante  Redskaber 
Papir  og  Blyant  i  Haanden.  Kystlinierne  strakte  sig  over  adskillige  Dagsrejser,  der  var 
det  Maal,  som  Grønlænderne  angav,  og  Bugtningerne  var  udførte  meget  detailleret 
og  med  en  Omhu,  der  vidnede  om  den  gode  Hukommelse,  hvori  de  bevarede  den 
synsoplevede  Linie.  At  del  var  Linier,  de  kunde  afbilde,  strider  ikke  imod,  at  de 
oprindelige  Synsoplevelser  gælder  Fladefigurer;  thi  Erindringen  af  Linien  har  sikkert 
været  knyttet  til  Erindringen  om  det  Terræn,  der  laa  indenfor  Linien,  Fjeld,  Dal 
o.  s.  v.  Hr.  Knud  Rasmussen  bemærkede,  at  den  Evne,  som  Grønlænderne  herved 
lagde  for  Dagen,  ikke  var  ny  og  indført  af  Europæerne.  Ved  det  første  europæiske 
Besøg  i  Angmagsalik  forefandt  Holm  saaledes  en  Art  Landkort,  der  maatle  udfores 
i  det  Materiale,  man  havde,  og  var  udskaarne  i  Træ  (Drivtømmer).  Det  var  Relief- 
kort, i  hvilke  forskellige  Øer  var  afbildede,  forbundne  ved  en  fast  Stok.  I  disse 
var  dog  rimeligvis  Højdemaaleslokken  forholdsvis  stor,  som  den  let  bliver,  naar 
den  bestemmes  ved  et  Skøn.  Her  skal  vi  dog  holde  os  til  plane  Afbildninger  af 
plane  Figurer.  Prøver  paa  saadanne  har  man  ogsaa  i  de  ved  Ruiün's  Forsøg  (S. 
51  (249))  gjorte  Afbildninger;  thi  der  synes  i  alt  Fald  ikke  at  være  lagt  Vægt  paa, 
at  Maalestokken  skulde  være  den  samme  som  paa  Forbilledet. 

Paa  alle  disse  Maader  fremtræder  det  som  en  ret  oprindelig  Evne,  gennem 
Synsoplevelse  at  opfatte  vilkaarlige  Figurers  Ligedannethed,  som  beslaar  i,  at  de 
som  Figurer  betragtet,  altsaa  bortset  fra  fy.siske  Forskelle,  Farve  eller  Fremstilling 
ved  ensfarvede  Flader  eller  blot  ved  Konturtegning,  er  ganske  ens  undtagen  i  Hen- 
seende til  Maalestok  og  Beliggenhed.  Ligesom  Forestillingen  om  Kongruens  har 
man  besiddet  denne  almindelige  Forestilling,  før  man  bar  lænkl  paa  at  udtrykke 
den  i  Ord.  Man  er  bleven  sig  de  Egenskaber,  der  karakteriserer  ligedannede  Fi- 
gurer, mere  og  mere  bevidst,  efterhaanden  som  det,  saaledes  for  de  ægyptiske  Land- 
maalere,  kom  mere  og  mere  an  paa  at  tegne  Figurerne  nøjagtigere  og  at  gøre  den 
tilsigtede  Anvendelse  af  dem.  Der  vil  aldrig  være  faldet  nogen  andet  ind,  end  at 
rette  Linier  skal  gengives  ved  rette  Linier.  Man  vil  have  gengivet  et  bestemt  Maal 
i  Marken  ved  et  bestemt  Maal  paa  Kortet  og  derved  have  set,  at  Længder,  der  frem- 
stilles ved  hele  Antal  af  disse  Maal,  staar  i  samme  Forhold  paa  de  to  Figurer,  og 
snart  ogsaa,  at  det  samme  gælder  om  Dele  af  Fladefigurerne,  der  indeholdes  hele 
Antal  Gange  i  disse.  Derefter  blev  man,  idet  man  sagtens  begyndte  med  simple 
Multipla  eller  Submultipla,  snart  saa  fortrolig  med  denne  Proportionalitet  af  ens- 
liggende Linier,  at  der  skulde  mere  Skarpsindighed  til  at  tvivle  om  dens  Almen- 
gyldighed end  til  at  antage  den  for  sikret  uden  alt  Bevis.  Længe  før  det  opdagedes, 
at  to  Liniestykker  ikke  behøver  at  være  kommensurable,  havde  man  altsaa  faktisk 
i  ligedannede  Figurer  et  Middel  til  at  operere  med  Forhold  mellem  geometrisk 
fremstillede  Størrelser  uafhængig  af,  om  de  er  kommensurable.  Al  der  til  et  Kva- 
dral i  den  ene  Figur  vil  svare  et  Kvadrat  i  den  anden,  vil  man  have  betragtet  som 
indlysende,  og  Landmaalernes  Opgave  at  se,  hvor  mange  Kvadrater  paa  Længde- 
enheden der  indeholdes  i  et  vist  Areal  paa  Marken,  vil  man  have  lost  ved  de  til- 
svarende Operationer  paa  Kortet  og  derved  have  bemærket,  at  ligedannede  Arealer 
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forholder  sig  som  Kvadraterne  paa  ensliggende  Liniestykker.  Dette  ligger  allerede 
i,  at  de  ligedannede  Figurer  skal  være  ens  i  alt  paa  Maalestokken  nær. 

At  i  Ægypten  ogsaa  andre  end  Landmaalere  har  baaret  sig  væsentlig  saaledes 
ad,  ses  af  en  ægyptisk  Afbildning  af,  hvorledes  en  Tegning  er  overført  i  slørre 
Maalestok  paa  en  Væg.  Det  er  gjort  ved  at  dele  begge  Billedplaner  ved  to  Sj'ste- 
nier  af  Paralleler  i  ensliggende  Kvadrater  og  stykkevis  overføre  Billedet  fra  et  Kva- 
drat i  den  ene  Plan  til  det  tilsvarende  i  den  anden.  Et  Skøn,  der  snart  bliver  til 
Vished,  om  Proportionalitet  dels  af  Længder  dels  af  Arealer  vil  let  have  knyttet  sig 
til  en  saadan  Fremstilling,  der  iøvrigt  ogsaa  er  en  Brug  af  retvinklede  Koordinater. 

At  to  Cirkler  maa  være  ligedannede,  vil  man  tidlig  have  betragtet  som  ind- 
lysende. At  man  dertil  tillige  har  knyttet  den  Forvisning,  at  der  er  et  konstant 
Forhold  mellem  en  Cirkels  Periferi  og  dens  Diameter  eller  dens  og  det  omskrevne 
Kvadrats  Areal,  ses  af  de  ældgamle,  mere  eller  mindre  heldige  Forsøg  paa  at  finde 
disse  Forhold.  Man  træffer  saadanne  Forsøg  baade  hos  Ægyptere  og  Indere.  At 
de  fortsattes  hos  Grækerne,  ses  af  dem,  som  Antiphon  og  Bryson  gjorde,  og  som  senere 
anførtes  som  Modsætninger  til  den  da  fordrede  exakte  Behandling  (se  Oversigt  1913, 
S.  457). 

At  to  Rektangler,  hvis  Sider  staar  i  samme  simple  Talforhold,  er  ligedannede, 
ligeledes  de  Trekanter,  hvori  saadanne  Rektangler  deles  ved  Diagonalerne,  derom 
kan  der  ikke  have  været  nogen  Tvivl.  Efter  min  Opfattelse  af  Spastambas  Çul- 
basütra  ')  har  allerede  denne  forstaaet  at  anvende  Sætningen  om  ligedannede  Figu- 
rers Arealer  samt  den  pythagoreiske  Sætning  til  at  multiplicere  et  saadant  Rekt- 
angel med  3  uden  at  forandre  Formen.  Da  man  sikkert  tidlig  har  haft  særlig  let 
ved  at  faa  fat  paa  Ligedannethed  af  Figurer  i  ligedan  Beliggenhed  og  bemærket 
Parallelismen  af  disses  Sider,  kan  man  heller  ikke  have  næret  nogen  Tvivl  om,  at 
en  Trekant  er  ligedannet  med  den,  som  afskæres  ved  en  Paralleltransversal.  Dette 
benyttes  f.  Ex.,  naar  man  har  dannet  Gnomonfigurer  i  videre  Forstand  som  Diffe- 
rens mellem  to  ligedannede  Figurer,  hvoraf  et  Par  paa  hinanden  følgende  Sider 
falder  paa  hverandre. 

Man  forstaar  saaledes,  at  Pythagoreerne  kunde  være  vel  rustede  til  et  kombi- 
neret Studium  af  Proportioner  og  de  ligedannede  Figurer,  hvorpaa  de  fremtræder. 
Denne  Forbindelse  træder  tydelig  frem  i  den  gamle  Benævnelse  ligedannede 
plane  Tal,  hvilke  forholder  sig  som  to  Kvadrater.  Vi  har  ogsaa  berørt  (S.  61  (259)), 
at  det  pythagoreiske  Bevis  for  den  pythagoreiske  Læresætning  rimeligvis  har  været 
knyttet  til  Brug  af  ligedannede  Figurer.  Den  anskuelige  Maade,  hvorpaa  saadanne 
Figurer  lader  Proportioner  træde  frem,  har  ganske  vist  i  de  paa  disse  Figurer  byg- 
gede Begrundelser  draget  Opmærksomheden  bort  fra  den  Mangel  paa  Exakthed, 
hvorpaa  Zenon  pegede  hen,  og  som  først  Eudoxos  afhjalp  (se  Oversigt  1915  S. 
336  Noten);  men  netop  derved  beholdt  man  sin  Frihed  til  at  gøre  en  frugt- 
bringende   Brug   af  Intuitionen.     Om    Enkeltheder   i   de  saaledes   foretagne   Under- 


')  Se  S.  843  i  den  anførte  Afhandling  fra  V.  Congrès  de  Philosophie.     Geneve. 
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søgelsei')  ved  vi  dog  kun  lidt,  fordi  de  derved  vundne  Resultater  i  Euklid's  V.  Bog 
fremtræder  i  den  almindeligere  Skikkelse,  som  Eudoxos  gav  Proportionslæren,  og 
som  i  Tilslutning  dertil  Euklid  i  VI.  Bog  har  givet  Læren  om  ligedannede  Figurer. 
Det  nytter  heller  ikke  at  vise  hen  til  Euklid's  VII. — IX.  Bog,  i  hvilke  man,  da  Talen 
her  kun  er  om  Forhold  mellem  hele  Tal,  har  troet  at  finde  den  Form,  som  man 
for  Eudoxos"  Tid  har  givet  Proportionslæren.  Indskrænkningen  til  hele  Tal  hid- 
rører nemlig  ikke  fra  Hensynet  til  den  Simplifikation  i  Beviserne  for  Proportions- 
sætninger,  som  disse  tillader,  men  fra  Hensynet  til  den  Anvendelse,  som  her  skal 
gøres  til  at  føre  exakte  Beviser  for  Theaitet's  i  Eukud  X,  9.  opstillede  Kriterier 
for  Rationalitet  eller  Irrationalitet  af  Rodstørrelser,  og  som  forklarer  den  Plads, 
disse  arithmetiske  Bøger  har  faaet  i  Geometrien  (Oversigt  1910).  Disse  Bøger  er  i 
ligesaa  høj  Grad  prægede  af  og  for  Begyndere  vanskeliggjorte  ved  Theaitet's  forsig- 
tige Skarpsindighed  som  V.  Bog  af  Eudoxos'  geniale  almindelige  Synspunkt.  Der- 
imod vil  mange  af  de  i  alle  de  her  omhandlede  Bøger  (V — IX)  indeholdte  enkelte 
Sætninger  have  været  kendte  før  de  nævnte  nærmeste  Forløbere  for  den  platonisk- 
euklidiske  Omdannelse  til  en  rationel  Lærebygning,  men  da  begrundede  med  min- 
dre Omsigt  og  Forsigtighed  og  i  mindre  Almindelighed. 

Fra  den  pythagoreiske  Tid  kender  vi  dog  et  vigtigt  Hjælpemiddel,  som  dels 
opstod  under  Behandlingen  af  ligedannede  Figurer,  dels  gjorde  stor  Nytte  ved  disses 
videre  Undersøgelse,  nemlig  Vinkelbegrebet;  men  dets  Opstaaen  og  Udvikling 
vil  vi  helst  omtale  for  sig  i  et  særligt  Kapitel  (X.),  til  hvilket  vi  derfor  nu  ind- 
skrænker os  til  at  henvise. 

Med  hvor  stor  Sikkerhed  og  Klarhed  en  højt  begavet  Mathematiker  kunde  be- 
handle ligedannede  Figurer,  derunder  ogsaa  de  med  disse  forbundne  Vinkler,  paa 
en  Tid,  da  hverken  Eudoxos  endnu  havde  behandlet  Proportioner  fra  sit  almindelige 
Synspunkt,  eller  Platonikernes  Analyse  havde  opløst  den  almindelige  Ligedannethed 
i  Sætninger  om  Ligedannethed  af  de  simpleste  retlinede  Figurer,  ser  vi  af  det  op- 
bevarede Fragment  af  Hippokrates  fra  Chios  (Oversigt  1913,  S.  442—456).  Naar 
han  udenvidere  antager,  at  Cirkler  foi-holder  sig  som  Kvadraterne  af  deres  Diame- 
tre, altsaa  som  de  omskrevne  Kvadrater,  gør  han  kun  det  samme  som  de  mange, 
der  før  ham  har  søgt  at  bestemme  Værdien  af  dette  Forhold.  Idet  to  Cirkler  er 
ligedannede,  maa  man  ogsaa  af  dem  ved  Korder  kunne  afskære  ligedannede  Afsnit, 
og  ifølge  ligedannede  Figurers  almindelige  Egenskaber  maa  dels  disse  staa  i  samme 
Forhold  til  de  hele  Cirkler,  dels  de  deri  indskrevne  Vinkler  være  ligestore.  Delte 
er,  hvad  Hippokrates  opstiller  som  Udgangspunkt  for  sin  Afhandling,  og  det  gaar 
ikke  ud  over  det,  som  enhver,  der  har  en  almindelig  Forestilling  om  ligedannede 
Figurer,  vil  tillægge  disse  uden  at  I»»ve  nogen  Tvivl  om  sin  Paaslands  Rigtighed. 
Man  behøver  derfor  ikke  at  antage,  at  Hippokrates  skulde  have  været  i  Besiddelse 


■)  At  man  ogsaa  ad  denne  geometriske  Vej  lian  komme  til  en  exakt  Proportionslære,  har  Molle- 
rup vist  i  Matliematische  Annalen  56  (1902);  forst  dens  Forbindelse  med  den  arithmetiske  Proportions- 
lære  kræver  en  Anvendelse  af  Eudoxos'  Postulat. 

D.  K.  D.  Vidensk.  Selsk.  Skr.,  natul-vidensk.  og  mathem.  Afd.,  8.  Ræltke.   I.  5.  38 
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af  .saadanne  Beviser  for  disse  Paaslande,  som  vilde  have  tilfredsslillel  de  Krav,  man 
stillede  i  Perioden  fra  Platon  til  Euklid,  ja  i  Betragtning  af  det  Arbejde,  som  det 
har  voldt  at  opføre  en  geometrisk  Lærebygning,  hvori  disse  Krav  er  opfyldte,  er 
det  endog  kun  lidet  sandsynligt,  saa  meget  mere  som  Gennemførelsen  af  et  saadant 
Bevis  for  de  ligedannede  Afsnits  Proportionalitet  med  Cirklerne  maatte  blive  meget 
vidtløftigt  og  gaa  om  ad  ligedannede  Udsnit.  Saadanne  omtaler  end  ikke  Euklid, 
og  hans  Omtale  af  Cirkeludsnit  indskrænker  sig  til  en  Definition,  medens  han  ud- 
førligere behandler  Cirkelafsnit. 

Medens  den  almindelige  Forestilling  om  ligedannede  Figurer  og  deres  alminde- 
lige Egenskaber  endnu  dannede  Udgangspunktet  for  saa  indgaaende  Undersøgelser 
som  HippoKRATEs',  maatte  den  euklidiske  Behandling  omvendt  gaa  ud  fra  de  „Ele- 
menter", hvori  man  efter  de  platoniske  analytiske  Principer  opløste  denne  alminde- 
lige Viden.  Vinkler,  derunder  deres  alt  berørte  Anvendelse  til  Bestemmelse  af  Pa- 
ralleler, samt  Forhold,  deres  Ligesforhed  og  Uligestorhed,  Proportioner,  deres  Om- 
dannelser og  Kombinationer,  maatte  først  studeres;  først  derefter  kunde  man  be- 
nytte dem  til  Definitioner  paa  ligedannede  Figurer  og  til  nu  ved  Konstruktion  at 
sikre  sig  det,  man  tidligere  gik  ud  fra  som  selvfølgeligt,  nemlig,  at  der  existerer 
saadanne  Figurer  som  de  definerede.  Disse  Existensbeviser  og  de  dermed  forbundne 
Betingelser  for  Ligedannethed  maatte  man  begynde  med  Anvendelsen  paa  Trekanter 
for  derefter  at  hæve  sig  til  ligedannede  retlinede  Figurer  i  Almindelighed,  om  hvilke 
der  i  VI.  Definition  1.  siges,  at  det  er  saadanne,  der  har  Vinklerne  stykkevis  lige- 
store og  de  i  Forhold  til  disse  ensliggende  Sider  proportionale.  Det  almindelige 
Existensbevis  føres  i  VI,  18.  ved  Løsning  af  følgende  Opgave:  Paa  en  given  ret  Linie 
(det  er:  et  givet  begrænset  Liniestykke)  at  tegne  en  retlinet  Figur,  som  er  ligedan- 
net med  en  given  retlinet  Figur,  og  i  hvilken  Liniestykket  er  ensliggende  med  en 
given  Side  i  den  givne  Figur').  Efter  at  Exislensen  af  Figurer,  svarende  til  hans 
Definition  paa  Ligedannethed,  saaledes  er  bevist,  kan  Euklid  dernæst  bevise  de 
øvrige  Egenskaber,  som  man  efter  den  almindelige  Forestilling  ogsaa  vil  tillægge 
saadanne,  nemlig,  at  Forhold  og  Vinkler  mellem  ensliggende  Diagonaler  og  Sider 
ogsaa  er  ligestore,  og,  idet  han  begynder  med  Trekanter  (VI,  19.),  at  Figurerne  selv 
forholder  sig  som  ensliggende  Siders  Kvadrater  (VI,  20.). 

Da  Euklid's  Definition  paa  Ligedannethed  kun  gælder  retlinede  Figurer,  har 
han  ingen  Anledning  til  al  sige,  at  to  Cirkler  altid  er  ligedannede;  men  han  beviser 
i  XI,  2.,  at  de  forholder  sig  som  Kvadraterne  paa  Diametrene,  ved  at  betragte  dem 
som  Grænser  for  ligedannede  indskrevne  Polygoner;  Grænseovergangen  sker  i  den 
af  Eudoxos  angivne  Form.  Derimod  giver  han  allerede  paa  et  tidligere  Sled,  nemlig 
i  III.  Bog,  følgende  Definition  11.  paa  ligedannede  Cirkelafsnil  :  at  del  er  saadanne, 
der   rummer   ligestore  Vinkler,   eller,   tilføjer   han,   i   hvilke  Vinklerne   er   ligestore. 


>)  De  sidste  Ord  skal  udtrykke,  hvad  Euklid  kalder  i'ißoiwc  xeI^evov.  Det  er  vildledende,  naar 
Frøken  Eibe  oversætter  disse  Ord  ved  „ligedan  beliggende",  da  herved  efter  den  vedtagne  danske  ma- 
thematiske  Sprogbrug  betegnes  noget  andet,  som  slet  ikke  vilde  passe  her;  der  siges  nemlig  intet  om, 
at  de  opgivne  til  hinanden  svarende  Liniestykker  skal  viere  parallele. 
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Denne  sidste  Definition  siger  dog  iicke  meget,  idet  han  ikke  opgiver  noget  andet 
Maal  paa  Afsnittets  Vinkler,  hvormed  menes  de,  der  dannes  af  Korden  og  Buen  ; 
de  maa  nemlig,  som  vi  skal  se  senere,  ikke,  som  vi  nu  gør,  identificeres  med  Vink- 
lerne mellem  Korden  og  Tangenterne  i  dens  Endepunkter.  Tilføjelsen  er  derfor 
snarere  en  Paastand  om,  at  ogsaa  disse  hlandetlinede  Vinkler  er  ligestore  paa  de 
to  ligedannede  Afsnit.  Benævnelsen  ligedannede  bruges  dog  om  Afsnit  kun  i  III,  23. 
og  III,  24.,  som  tilsammen  gaar  ud  paa,  at  ligedannede  Afsnit  paa  samme  Korde 
eller  paa  ligestore  Korder  er  kongruente.  Allerede  disse  Sætninger  viser,  at  fraset 
Beliggenheden  de  Afsnit,  som  kaldes  ligedannede,  er  ens  paa  Maalestokken  nær,  og 
kan  altsaa,  uden  al  der  dog  siges  noget  derom,  i  nogen  Maade  forklare  Berettigelsen 
af  at  bruge  samme  Benævnelse  „ligedannet"  i  III.  Bog  om  Afsnit  og  i  VI.  Bog  om 
Polygoner.  Overensstemmelsen  mellem  de  to  Anvendelser  af  samme  Ord  træder 
endnu  tj'deligere  frem  ved  den,  som  finder  Sted  mellem  de  i  III,  33.  og  i  VI,  18.  løste 
Opgaver,  idet  begge  Steder  den  ligedannede  Figur  bestemmes  ved,  at  et  givet  Linie- 
stykke skal  være  ensliggende  med  et  bestemt  Liniestykke  i  den  givne,  nemlig  Af- 
snittets Korde  i  III,  33.  og  en  Side  i  Polygonen  i  VI,  18.  I  den  første  af  disse  Sæt- 
ninger nævnes  vel  Ordet  ligedannet  ikke,  men  af  Definitionen  III,  11.  fremgaar  det, 
at  Talen  er  om  Konstruktion  af  saadanne,  der  for  forskelligt  Valg  af  Korden  bliver 
ligedannede,  idet  der  paa  et  givet  Liniestykke  forlanges  konstrueret  et  Cirkelafsnit, 
som  rummer  en  Vinkel  lig  med  en  given.  I  111,34.  bestemmes  dernæst  den  Korde, 
der  af  en  given  Cirkel  afskærer  et  Afsnit,  der  —  efter  Definition  III,  11.  —  bliver 
ligedannet  med  et  givet.  Dette  kunde  nærmest  tjene  til  Existensbevis  for  de  af 
HiPPOKRATES  betragtede  ligedannede  Cirkelafsnit;  men  at  disse  er  proportionale  med 
Cirklerne  naar  heller  ikke  Eukmd  at  bevise,  hvad  han  sikkert  vilde  være  i  Stand 
til  at  gøre  i  XII.  Bog;  men  han  har  betragtet  det  som  en  Enkeltopgave,  der  ikke 
henhører  til,  og  som  vilde  være  for  vidtløftig  at  lage  med  i  „Elementerne".  Dette 
havde  han  dog  næppe  forsømt,  hvis,  som  flere  har  antaget,  allerede  Hippokrates 
havde  ført  et  formelt  Bevis  derfor  i  sine  Elementer. 

Idet  Euklid  ikke  har  kunnet  udtale  en  almindelig  Definition  paa  Ligedannet- 
hed,  der  ogsaa  omfatter  alle  krumlinede  Figurer,  og  af  hvilken  han  dernæst  maatte 
kunne  udlede  alle  de  Egenskaber,  som  er  fælles  for  ligedannede  Figurer,  har  han 
maattet  behandle  de  forskellige  Arter  hver  for  sig,  navnlig  retlinede  Figurer  i  VI. 
Bog  og  Cirkelafsnit  i  III.  Bog,  men  Afgørelsen  af,  hvilke  han  i  ethvert  Tilfælde 
vikle  kalde  ligedannede,  maatte  bero  paa  den  samme  almindelige,  men  ubeskrevne 
Forestilling,  hvorpaa  Hippokrates  byggede,  og  det  er  i  Henhold  til  denne,  at  ogsaa 
Læseren  billiger  hans  Valg  af  denne  fælles  Benævnelse.  Det  har  sin  Interesse  at 
undersøge,  om  Euklid  i  andre  Skrifter  eller  hans  Efterfølgere  i  den  Henseende  er 
naaet  videre.  Af  hvad  Archimedes  i  sit  Skrift  om  Konoider  og  Sfæroider  siger  om 
ligedannede  Ellipser  og  i  Indledningen  til  dette  Skrift  om  ligedannede  Konoider  og 
Sfæroider  kan  man  se,  hvorledes  man  paa  hans  Tid  definerede  ligedannede  Keglesnit'); 


')  Se  XVII.  Afsnit   af   min    Keglesnitslære   i   Oldtiden.     Det    er    mig  en  vis  Tilfredsstillelse   lier   at 
kunne  konstatere  den  fulde  Overensstemmelse  mellem  de  lietragtninger,  jeg  den  Gang  knyttede  alene  til 

38* 
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de  samme  Definitioner  har  formodentlig  EuKi.ro  givet  i  sine  Keglesnitselementer. 
Om  Parabler  kunde  der  som  om  Cirkler  kun  siges,  at  alle  Parabler  er  ligedannede; 
da  der  altsaa  ikke  bliver  Brug  for  nogen  Definition,  er  dette  nærmest  en  Sætning, 
hvis  Rigtighed  beror  paa  den  udefinerede  almindelige  Forestilling,  hvorpaa  man  fra 
gammel  Tid  havde  bygget,  og  denne  Forestilling  ligger  ogsaa  til  Grund  for,  at  man 
kalder  Ellipser  ligedannede,  naar  der  er  samme  Forhold  mellem  Axerne,  Hyperbler, 
naar  de  ligger  i  ligestore  Asymptotevinkler.     Først  Apollonios  har  opstillet  en  for 

alle  Keglesnit  fælles  Definition.    Den  knytter  sig  til  Ligningen  y"  =  px  J:;  -  x'  (hvor 

a  er  en  Axe,  p  den  dertil  hørende  Parameter)  og  gaar  i  Realiteten  ud  paa,  at  to 
Keglesnit  henførte  hver  til  sit  Par  retvinklede  Koordinataxer,  er  ligedannede,  naar 
deres  Punkter  (x,  y)  og  (.Xj,  y^)  svarer  saaledes  til  hinanden,  at  bestandig  Forholdene 
a;  :  Xj  og  y:y^  har  samme  konstante  Værdi.  Om  denne  Betingelse,  der  omfatter  de 
af  Archimedes  for  hvert  enkelt  af  de  tre  Keglesnit  anførte,  ser  man  af  Fortalen, 
at  den  skyldes  Apollonius  selv.  Den  kan  aabenbart  anvendes  paa  hvilkesomhelst 
Kurver,  ja  hvilkesomhelst  Figurer,  forsaavidt  man  under  en  eller  anden  Form  har 
forstaaet  at  henføre  dem  til  et  Par  retvinklede  Koordinatsj'stemer.  Midlet  er  altsaa 
fundet  til  at  definere  Ligedannethed  i  Almindelighed,  selv  om  Apollonius  kun  an- 
vendte det  paa  Keglesnit.  Først  herved  er  Ligedannethed  bleven  et  almindeligt  Be- 
greb, hvis  Anvendelse  paa  de  enkelte  Arter  Figurer  ikke  mere  behøver  at  bygges 
paa  en  uforklaret  Forestilling.  —  Apollonios'  Definition  ved  Koordinater  er  jo 
iøvrigt  den,  som  Ægypterne  faktisk  anvendte  i  Praxis. 


Kap.  X. 
Vinkelbegrebets  Opstaaen. 


Medens  vi  ellers  har  fundet  og  endnu  i  XIIL  Kapitel  vil  finde  en  smuk  og 
fuldstændig  Overensstemmelse  mellem  den  ældste  Geometri,  vi  kender,  og  Udbyttet 
af  Dr.  Rubin's  Undersøgelser  over  Synsoplevelse  af  plane  Figurer,  giver  disse  ikke 
nogen  tilfredsstillende  Forklaring  af,  hvorledes  Vinkelbegrebet  er  opstaaet  eller  kan 
opstaa  eller  fremkaldes  hos  den,  der  endnu  ikke  besidder  det.  De  Spørgsmaal,  som 
paa  dette  Punkt  stilledes  Forsøgspersonerne,  var  ikke  egnede  til  at  fremkalde  den 
mest  nærliggende  Forklaring;  paa  et  vigtigt  Punkt  beroede  de  endog  paa  en  niathe- 
matisk   Misforstaaelse  ;   de   utilfredsstillende   Besvarelser    kan   derfor    nærmest    tages 


den  græske   Mathematik  hos  og  efter   Euklid,   og  dem,  som  jeg  senere  og  uafhængig  deraf  har  anvendt 
for  at  forklare  det  omstridte  Sted  lios  Hippokrates. 
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til  Indtægt  for  at  forklare  Sagen  paa  anden  Maade   end   den,   som    Spørgsniaalene 
peger  hen  paa  '). 

Med  Rette  lægger  Dr.  Rubin  (S.  102  ff.)  Vægt  paa  ogsaa  for  Vinklers  Vedkommende 
at  begynde  med  Synsoplevelse  af  Fladefiguren,  altsaa  her  med  at  opfatte  en  Vinkel 
mellem  to  Sider  af  Begrænsningen  som  en  „Tak"  (Fladevinkel)  af  Fladefiguren; 
men  denne  Opfattelse  lader  sig  næppe  fastholde  under  den  kvantitative  Bestemmelse, 
som  Forfatteren  straks  indlader  sig  paa;  denne  leder  øjeblikkelig  Opmærksomheden 
hen  paa  Vinklen  som  Middel  til  at  bestemme  de  to  Siders  indbyrdes  Stilling.  Her 
som  i  de  Tilfælde,  vi  tidligere  har  betragtet,  vil  den  nøjere  geometriske  Prøvelse 
bringe  til  ogsaa  at  beskæftige  sig  med  og  sanseopleve  Omridset;  hvad  er  nemlig 
Takkens  Størrelse  betragtet  i  og  for  sig?  Baade  fra  et  mathematisk  og  et  historisk 
Standpunkt  maa  jeg  dog  særlig  tage  Afstand  fra  den  Maade,  hvorpaa  en  ret  Vinkel 
(Tak)  gøres  til  Genstand  for  en  kvantitativ  Bestemmelse,  nemlig  som  en  enkelt 
blandt  de  Størrelser,  som  en  kontinuert  varierende  Vinkel  kan  antage.  Den  skal 
efter  Rubin  opfattes  som  Overgangsværdien  mellem  spidse  og  stumpe  Vinkler;  men 
disse  Begreber  forklares  kun  ved  Henvisning  til  Tydeligheden  af,  om  en  Vinkel  er 
meget  spids  eller  meget  stump.  Ved  Overgangen  maa  der  imidlertid  nøjagtigere 
Forklaringer  til  af,  om  en  Vinkel  er  spids,  ret  eller  stump,  og  da  haves  ikke  nogen 
anden  Forklaring  end  den,  som  mere  eller  mindre  direkte  gaar  ud  paa,  at  den  er 
det,  eftersom  den  er  mindre,  lig  eller  større  end  sin  Nabovinkel.  Holder  man  sig 
alene  til  Overgangsformen,  er  den  rette  Vinkel,  saaledes  som  ogsaa  Mathematikerne 
definerer  den,  en  Vinkel,  der  er  ligestor  med  sin  Nabovinkel.  Og  dette  er  ikke  nogen 
kvantitativ  Sammenligning  med  andre  Vinkler;  thi  om  Vinklen  er  ligestor  med  sin 
Nabovinkel,  kan  man  enten  prøve  ved  at  lægge  den  ene  paa  den  anden,  som  naar 
man  danner  rette  Vinkler  ved  at  sammenfolde  et  Stykke  Papir,  begrænset  af  en 
ret  Linie,  saaledes  at  de  to  Dele  af  denne  Linie  kommer  til  at  dække  hinanden, 
eller  det  maa  opfattes  gennem  en  Synsoplevelse  af,  om  Vinklen  og  dens  —  tegnede 


')  Formaalet  med  denne  Kritik  af  et  Sted  i  Dr.  Rubins  interessante  Hog  er  naturligvis  at  bringe 
den  størst  mulige  Klarhed  i  Korhaudlingen  om  Sporgsmaal,  hvor  Samarbejdet  mellem  expérimentale 
Psykologer  og  Dyrkere  af  Matliematikens  Forhistorie  vil  være  af  stor  Betydning  for  begge  Parter.  For 
mit  Vedkommende  modtager  jeg  naturligvis  ogsaa  gerne  saadanne  Berigtigelser  af  min  Opfattelse,  som 
der  maatte  være  Anledning  til  fra  psykologisk  Side,  og  som  angaar  S3'nsmaader,  der  kan  antages  at 
have  ligget  dem  nærmest,  der  først  gav  sig  af  med  mathematiske  Sporgsmaal. 

Ved  denne  Lejlighed  skal  jeg  ogsaa  nævne  et  andet  Sted  i  Rubins  Arbejde  (S.  119  ff.),  som  man  fra  ma- 
thematisk Side  vil  finde  svagt.  Den  deri  omtalte  Uklarhed  i  Forsøgspersoners  Besvarelse  angaaende  det, 
der  kaldes  „.lævnbredde"  af  en  Stribe,  beror  vistnok  udelukkende  paa  en  Sammenblanding  af  Begre- 
berne „ens  Bredde  i  en  bestemt  Retning"  og  „ens  Bredde  vinkelret  paa  Stribens  Retning".  I  første  Til- 
fælde skal  den  ene  Rand  være  dannet  ved  Parallelforskydning  af  den  anden,  i  sidste  Tilfælde  skal  Ran- 
dene være  Mathematikernes  parallele  Kurver,  hvis  til  hinanden  svarende  Punkter  har  samme  Normal 
(og  altsaa  parallele  Tangenter).  Nu  forstaar  jeg  nok,  at  det  kan  have  psykologisk  Interesse,  om  der  er 
Tilbøjelighed  til  denne  Sammenblanding  i  en  ganske  ureflekteret  Synsoplevelse;  men  paa  den  anden  Side 
maa  den,  der  spørges,  faa  at  vide,  hvilken  af  to  ganske  forskellige  Ting  han  sporges  om.  Jeg  antager 
dog,  at  selv  den  Forsøgsperson,  der  er  for  uskolet  til  at  opfatte  denne  Forskel,  vil  anerkende  en  Stribe, 
hvis  Rande  er  parallele  Kurver,  som  „jævnbred". 
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eller  forestillede  —  Nabovinkel  ligger  symmetrisk  med  Hensyn  til  deres  fælles  Ben. 
Den,  der  allerede  kender  én  ret  Vinkel,  kan  fremdeles  ved  Sammenligning  med 
denne  erkende,  om  en  anden  er  det.  Ved  Sammenligning  med  en  saadan  kan  han 
ligeledes  afgøre,  om  en  anden  Vinkel  er  spids  eller  stump,  men  ikke' omvendt'). 

Her  er  ikke  nogen  anden  Forskel  mellem  den  mathematisk  skolede  og  den 
ikke  skolede,  end  at  den  første  gør  sig  Rede  for,  at  han  bruger  disse  Hjælpemidler, 
den  anden  bruger  dem,  uden  at  han  gør  sig  Rede  derfor;  thi  selve  Kendskabet  til 
rette  Vinkler  maa  idetmindste  i  vore  Dage,  da  m.an  ser  Husvægge,  Vinduer  og  Ruder, 
Møbler  med  fremtrædende  Rektangler,  Bøger  o.  s.  v.,  være  udbredt  til  alle.  Maaske 
vil  Ruhin's  „uskolede"  Forsøgspersoner  have  ladet  sig  forvirre  ved  Henvisningen  til 
spidse  og  stumpe  Vinkler;  men  hans  anden  Forklaring,  at  den  ene  Linie  „skal  gaa 
lige  ind  paa  den  anden"-'),  vil  ialt  Fald  have  peget  paa,  hvad  der  spurgtes  om.  Den 
større  eller  mindre  Nøjagtighed  hvormed  man  afgør,  om  en  Vinkel,  set  i  en  Stilling, 
hvor  den  nævnte  direkte  Prøve  vanskeliggøres,  er  ret  eller  ej,  vil  da  næppe  bero 
paa  geometrisk  Skoling,  men  paa  den  større  eller  mindre  Lejlighed,  som  man  i  sin 
Bestilling  har  til  at  se  paa  rette  Vinkler  i  forskellige  Stillinger;  en,  der  plejer  at 
dele  Ler  i  Mursten,  vil  gøre  det  bedre  end  en  Geometer  af  Profession. 

Det  var  netop  en  Afgørelse  i  en  saadan  ugunstig  Stilling,  som  Rubin  forlangte 


')  Dette  bemærker  ogsaa  Aristoteles  1035  b  C  (citeret  efter  Heath  1  S.  181). 

-)  Ogsaa  hvad  dette  vil  sige,  vil  vel  egentlig  først  den  forstaa,  der  alt  har  Forestilling  om  en  ret 
Vinkel.  Der  kunde  dog  maaske  være  tænkt  paa,  at  den  forlangte  Linie  skal  væi'e  „den  korteste  Vej" 
fra  et  af  dens  Punkter  til  den  givne;  men  denne  Oplysning  giver  ikke  noget  godt  synligt  Kendetegn, 
idet  en  nærliggende  Skraalinies  Afvigelse  fra  den  vinkelrette  bliver  stor  i  Sammenligning  med  Forskellen 
mellem  de  to  Vejes  Længder.  Samme  Mangel  frembyder  Bestemmelsen  af  en  ret  Linie  som  „den  korte- 
ste Vej  mellem  to  Punkter". 

Bedre  end  Rubins  er  den  indirekte  Forklaring  af  Betydningen  af  en  ret  Vinkel,  som  Forskole- 
lærerinder faar  Anvisning  paa  at  give  Børn.  En  Firkant  med  to  vandrette  og  to  lodrette  lige  store 
Sider,  kaldes  et  Kvadrat.  Den  deri  indirekte  indeholdte  Forklaring  paa  en  ret  Vinkel  som  Vinklen  mel- 
lem en  vandret  og  lodret  Linie  staar  vel  i  nogen  Forbindelse  ogsaa  med  Sanseoplevelser,  der  skyldes 
Tyngden;  men  det,  der  kommer  til  at  karakterisere  den  rette  Vinkel,  er.  at  der  paa  den  vandrette  Li- 
nie ikke  gøres  Forskel  mellem  højre  og  venstre;  og  at  saaledes  den  lodrette  Linie  har  samme  Stilling 
mod  den  vandrette  Linies  to  Retninger,  altsaa  det,  som  man,  naar  Vinkelbegrebet  bliver  indført,  vil, 
men  ogsaa  først  da  kan,  udtrykke  ved  at  sige,  at  Linierne  danner  ligestore  Nabovinkler.  Saaledes  er 
Begrebet  orn  en  ret  Vinkel  som  en  Kvalitet  opstaaet.  At  det  er  knyttet  til  en  bestemt  Stilling  af  Lini- 
erne, giver  ingen  Indskrænkning,  naar  man  samtidig  fastholder  den  ved  Sanseoplevelser  vundne  Er- 
kendelse om  Figurers  Flytning  uden  at  forandres.  At  den  intuitive  Forestilling  om  rette  Vinkler  mellem 
rette  Linier  virkelig  er  opstaaet,  og  den  Dag  i  Dag  naturlig  opstaar,  paa  denne  Maade,  udtrykkes  ved, 
at  man  i  min  Barndom  bestandig  sagde  „en  Linie  er  lodret  paa  en  anden",  hvor  Mathematikcrne  nu  for 
at  fremhæve  Uafhængigheden  af  Beliggenheden  siger  „vinkelret".  Ligeledes  siger  Franskmændene  endnu 
„/)erpendiculairc  à".   Tyskerne  „senkrecht  auf'. 

At  man  i  Forskolen  taler  om  Kvadrater  i  Stedet  for  om  indbyrdes  vinkelrette  Linier,  hidrører  fra, 
at  Forestillingen  om  Flader  gaar  forud  for  Forestillingen  om  Linier.  At  der  da  tales  om  Kvadrater  og 
ikke  om  Rektangler,  komplicerer  i  Virkeligheden  Sagen,  da  Opfattelsen  af,  at  Siderne  er  ligestore,  ikke 
er  knyttet  til  samme  Stilling  af  Figuren  som  Opfattelsen  af.  at  Vinklerne  er  rette;  men  det  sker  for 
ikke  at  indføre  for  mange  Figurer  i  Barnets  Forestilling.  —  Den  oprindelige  Optræden  af  Rektangler 
og  Kvadrater  i  den  allerældste  Geometri  turde  knytte  sig  til  den  samme  naturlige  Opstaaen  af  Fore- 
stillinger, som  Forskolen  kommer  imode  hos  Børnene. 
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af  sine  Forsøgspersoner.  Man  skulde  betragte  en  foranderlig  ligebenet  Trekant  fra 
den  Side,  hvor  Grundlinien  laa,  og  saa  angive  det  Øjeblik,  da  Vinklen  blev  ret.  Idet 
Vinklen  fremtraadte  som  Vinkel  i  en  ensfarvet  Trekant,  havde  man  ingen  I-ejlig- 
hed  til  at  se  dens  Nabovinkel.  Stillingen  gav  heller  ikke  Anledning  til  at  forestille 
sig  en  saadan  i  en  med  den  givnes  ganske  ensartet  Stilling,  saaledes  som  man  kunde 
hvis  man  saa  fra  et  Punkt  over  det  ene  Ben,  medens  det  andet  indtog  Grundliniens 
Plads  (eller  det  ene  var  lodret,  det  andet  vandret).  Prøven  kan  altsaa  kun  have 
været  en  Prøve  paa  Evnen  til  at  genkende  en  ret  Vinkel  i  en  ugunstig  Stilling, 
og  en  saadan  Prøve  af  Hukommelse  eller  Rutine  kan  vel  have  sin  Interesse,  men 
har  intet  at  gøre  med  Spørgsmaalet  om,  hvorledes  Forestillingen  om  rette  Vinkler 
er  opstaaet  uden  nogen  kvantitativ  Sammenligning  med  andre  Vinkler. 

Denne  Forestilling  er  sikkert  langt  ældre  end  Çulbasutraerne  og  har  været 
knyttet  til  Hygningshaandværker  og  andre  Haandværker;  men  vi  skal  her  begynde 
med  dets  Optræden  i  Çulbasutraerne.  Den  er,  som  alt  berørt  S.  59  (257),  Note, 
knj'ttet  til  Symmetriforestillingen  :  en  Linie  er  vinkelret  paa  en  anden,  naar  dens 
symmetriske  Linie  i  Forhold  til  denne  er  dens  egen  Forlængelse;  men  særlig  frem- 
træder den  gennem  Synsoplevelse  af  Firkanter,  hvis  4  „Takker"  er  ganske  ens,  alt- 
saa Rektangler;  ser  man  end  ikke  her  umiddelbart  Vinklernes  Nabovinkler,  erstattes 
de  af  de  to  nærmeste  Vinkler  i  Firkanten.  Her  optræder  den  rette  Vinkel  ikke 
som  et  Kvantum,  der  sammenlignes  med  Vinkler  af  andre  Størrelser,  men  dette 
Begreb  er  en  Kvalitetsbestemmelse.  Naar  vi  dog  her  bruger  Benævnelsen  „ret  Vin- 
kel", er  det  kun  en  for  Læserne  forstaaelig  Angivelse  af,  hvad  der  tales  om. 

Optræden  og  Sammenligning  af  andre  Vinkler  end  rette  er  noget  langt  yngre, 
som  er  fremkommet,  da  man  fik  Brug  derfor.  Dette  er  vistnok  først  indlraadl  hos 
de  babyloniske  Astronomer.  Forskellen  mellem  to  Punkters  Beliggenhed  paa  Him- 
melkuglen angives  ved  den  mellemliggende  Storcirkelbue  eller  ved  Vinklen  mellem 
Synslinierne  dertil,  som  jo  kan  angives  ved  Serør,  der  peger  paa  Stjernerne.  At  be- 
stemme Liniers  Stilling  mod  hinanden  ved  deres  Vinkel,  der  maales  ved  de  Cirkel- 
buer, for  hvilke  de  er  Centervinkler,  blev  særlig  bekvemt,  naar  man  betragtede 
Punkter,  der  med  jævn  Hastighed  bevæger  sig  paa  Storcirkler  saaledes  som  det 
sker  med  Stjerner  i  Ækvator  under  Himlens  daglige  Omløb.  Del  er  til  denne  Be- 
stemmelse af  Vinkler  og  de  Cirkelbuer,  hvorpaa  de  maales,  at  Inddelingen  i  360 
Grader,  hver  paa  60  Minuter,  hvert  paa  60  Sekunder,  er  indført.  Hertil  knyttedes 
imidlertid  ikke  stort  andre  geometriske  Betragtninger  end  de,  der  vedkommer  Pro- 
portionaliteten af  Centervinkler  og  de  Cirkelbuer,  hvorpaa  de  staar.  Først  da  denne 
Maaling  af  Cirkelbuerne  og  Vinklerne  forbandt  sig  med  den  græske  Geometri,  hvis 
Vinkelbestemmelse  hidtil  nærmest  var  knyttet  til  Vinklers  Optræden  i  retlinede 
Figurer,  opstod  Trigonometrien  ;  men  dette  skete  først  i  den  alexandrinske  Tid,  alt- 
saa efter  den  Omdannelse  af  Geometrien,  hvormed  vi  beskæftiger  os  i  dette  Arbejde. 
Det  interesserer  os  derfor  mere  at  se,  hvorledes  Vinkelbegrebet  uafhængig 
heraf  opstod  i  den  mere  af  Ægypterne  paavirkede  græske  Geometri.  Vi  har  alle- 
rede S.  64  (262)  set,  hvorledes  Ægypterne  ogsaa  i  deres  Astronomi  kunde  undgaa  at 
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bestemme  Liniers  Stilling  mod  hinanden  ved  Vinkler  maalte  paa  Cirkelbuer,  hvor- 
til de  var  Centervinkler.  Det  skete  ved  Hjælp  af  Gnomon,  altsaa  ved  direkte  Af- 
maaling  uden  nogen  Vinkels  Mellemkomst  af  den  Størreise,  vi  nu  kalder  Vinklens 
Kotangens  (eller  Tangens  til  den  anden  spidse  Vinkel  i  samme  retvinklede  Trekant). 
Derved  var  begyndt  en  Brug  af  ligedannede,  foreløbig  retvinklede  Trekanter,  og 
denne  Brug  af  ligedannede  retlinede  Figurer  gik  over  til  Grækerne  og  udvikledes 
videre  hos  dem.  At  Dannelsen  af  det  almindelige  Vinkelbegreb  har  knyttet  sig  til 
Studiet  af  ligedannede  Figurer,  fremgaar  af  en  som  archaisk  betegnet  Benævnelse  af 
ligestore  Vinkler,  nemlig  „ligedannede  Vinkler"  {ywviut  (>[i.o[(u,  se  Pkoklos  S.  251,1 
og  flere  Steder  hos  Aiustotelks).  Dette  er  fra  først  af  en  Kvalitelsbestemmel.se; 
men  det  kan  dernæst  ikke  have  varet  længe,  inden  man  ogsaa  sammenlignede  ulige 
store  Vinkler,  trak  dem  fra  hinanden,  lagde  dem  sammen  og  i  det  hele  behandlede 
dem  kvantitativt. 

Hvor  tidlig  denne  Betragtning  af  Vinklerne  begyndte  hos  Grækerne,  lader  sig 
næppe  afgøre.  Af  de  mest  gennem  Eudemos  bevarede  Meddelelser  om  Thales 
kunde  det  synes,  som  om  allerede  denne  første  hellenske  Mathematiker  skulde  have 
kendt  og  betjent  sig  af  Vinkelbegrebet.  Af  disse  Meddelelser  skal  vi  nævne  dem, 
der  .tillægger  Thales  Kendskab  til  følgende  rent  geometriske  Sætninger: 

1.  En  Cirkel  halveres  af  en  Diameter  (Puoklos  S.  157,12). 

2.  Vinklerne    ved    Grundlinien    i    en    ligebenet   Trekant   er    „ligedannede"    (Phoklos 
S.  250,2t). 

3.  Topvinkler  er  ligestore  (Proklos   S.  299,4). 

4.  Thales   indskrev   først   en    retvinklet  Trekant  i  en    Halvcirkel    (Diogenes  Laer- 
Tius  I,  24). 

5.  To  Trekanter  er   kongruente,   naar   de   har   en   Side   og   to    hosliggende   Vinkler 
ligestore  (Proklos  S.  352,15). 

Desuden  lillægges  der  ham  nogle  praktiske  Bestemmelser  som  af  en  Pyrami- 
des Højde  ved  dens  Skyggelængde  og  af  et  Skibs  Afstand  fra  Kysten.  At  Eudemos 
har  tillagt  Thales  Kendskab  til  Sætning  5.  kommer,  som  han  selv  siger,  deraf,  at 
Thales  maatte  bruge  den  ved  den  sidstnævnte  Bestemmelse.  Der  er  altsaa  ikke 
Tale  om,  al  Thales  skulde  have  opstillet  eller  bevist  et  Theorem  med  en  saadan 
Ordlyd;  nej,  han  har  kun  lagt  Evne  for  Dagen  til  praktisk  at  bruge  den  ret  selv- 
følgelige Ting,  som  dette  Theorem  udtrykker.  At  Eudemos  tillægger  Thales  Kend- 
skab til  de  andre  anførte  Sætninger  kan,  som  Paul  Tannery  bemærker  '),  bero  paa 
lignende  indirekte  Slutninger.  Den  direkte  Omtale  af  Vinkler  kan  saaledes  overalt 
skrive  sig  fra  den  Maade,  livorpaa  Eudemos  udtrykker  de  Sandheder,  som  Thales 
praktisk  benytter.  Kun  den  som  archaisk  betegnede  Udtrjdvsmaade  i  2.  kunde  tyde 
paa  et  Citat,  men  den  kan  ogsaa  blot  være  el  Forsøg  fra  Eudemos  eller  Proklos 
paa  at  udtrykke  sig,  som  han  efter  den  archaiske  Sprogbrug  antog,  at  Thales  vilde 
det.     De  i  1. — 3.  udtrykte  Sandheder  fremgaar  i  hvert  Tilfælde  saa    umiddelbart   af 


')  Géométrie  grecque  S.  89—93. 
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iøjnefaldende  Symmelriforhold,  al  Thales  næppe  vilde  have  betænkt  sig  paa  at 
anvende  dem  uden  at  udtale  dem,  hvis  han  havde  Brug  for  dem.  Endnu  mærke- 
ligere vilde  det  være,  om  man  paa  det  Tidspunkt  kunde  falde  paa  udtrykkelig  at 
udtale  noget  saa  selvfølgeligt,  som  at  en  Diameter  deler  en  Halvcirkel  i  to  ligestore 
Dele;  det  gør  man  forst,  naar  man  laver  teoretisk  Geometri. 

Den  eneste  af  Sætningerne,  som  fra  Indholdets  Side  frembyder  virkelig  Inter- 
esse, er  4.  om  Indskrivningen  af  en  retvinklet  Trekant  i  en  Halvcirkel,  som  viser 
Kendskab  til,  at  Hypotenusen  er  Diameter  i  en  retvinklet  Trekants  omskrevne  Cirkel. 
Meddelelsen  om  Thales'  Kendskab  til  denne  Sætning  er  ganske  vist  ikke  kommen 
til  os  ad  den  samme  paalidelige  Vej  som  de  andre,  nemlig  ved  Puoklos  fra  Eude- 
Mos,  men  gennem  Pamphila,  en  kvindelig  Historiker  fra  Nero's  Tid.  Som  P.  Tan- 
nery bemærker,  hindrer  denne  Omstændighed  dog  ikke  i  at  antage,  at  ogsaa  denne 
Meddelelse  skriver  sig  fra  Eudemos;  thi  da  den  ikke  vedrører  nogen  Sætning  i  Eu- 
klid's  i.  Bog,  vilde  Proklos  ikke  som  for  de  andre  Meddelelsers  Vedkommende 
have  haft  Anledning  til  at  medtage  den  i  sin  Kommentar  til  denne  Bog. 

At  Thales  kendte  denne  Sætning,  vil  dog  synes  mindre  paafaldende,  naar  man 
erindrer,  at  Beskæftigelsen  med  Rektangler  paa  det  intuitive  Standpunkt  vist  i  Reglen, 
som  det  er  Tilfældet  i  Çulbasutraerne,  er  gaaet  forud  for  Beskæftigelsen  med  ret- 
vinklede Trekanter.  Sætningen  er  da  ganske  den  samme  som  den,  at  en  Cirkel 
kan  omskrives  om  et  Rektangel,  eller  at  Diagonalerne  i  et  Rektangel  er  ligestore 
og  halverer  hinanden,  noget  som  bliver  ret  iøjnefaldende  ved  de  Kongruens-  og 
Syramelribetragtninger,  som  forbinder  sig  med  Synsoplevelser  (S.  53  (251)).  Det  tør 
da  antages,  at  paa  Eudemos'  Tid  en  Operation,  hvor  der  netop  gjordes  Brug  af  den 
anførte  Sætning,  henførtes  til  Thales.  Denne  Operation  maa  under  en  eller  anden 
Form  have  gaaet  ud  paa  at  konstruere  rette  Vinkler,  maaske  paa  at  konstruere  et 
Rektangel,  hvortil  end  ikke  vilde  behøves  en  Tegnepasser,  da  det  vilde  være  nok 
at  afsætte  lige  store  Stykker  paa  de  fire  Ben  i  de  Vinkler,  hvori  to  rette  Linier 
skærer  hinanden.  Ved  Hjælp  heraf  kan  man  have  lavet  de  Gnomon'er,  som  der- 
næst tjente  til  at  afsætte  andre  Vinkler  (S.  64  (262)).  Selv  om  man  ogsaa  umiddel- 
bart har  benyttet  Sætningen  til  i  et  Punkt  af  en  ret  Linie  at  oprejse  en  Linie  vin- 
kelret paa  denne,  har  man  dertil  endnu  ikke  behøvet  Skæring  mellem  tegnede 
Cirkler,  i  hvis  Brug  Oinopides'  Fremskridt  maa  have  bestaaet,  hvis  Eudemos'  Be- 
retning herom  skal  have  noget  paa  sig. 

Naar  nu  Eudemos  i  den  Mathematikens  Historie,  som  han  skrev  efter  Ari- 
stoteles' Tilskyndelse,  har  skullet  angive,  hvorvidt  Thales  var  kommen  i  Geo- 
metrien, har  det  været  naturligt  for  ham  at  anvende  den  samme  Analyse,  som  hans 
samtidige  benyttede  til  at  forberede  geometriske  „Elementer",  paa  den  geometriske 
Viden,  som  han  vidste,  at  Thales  havde  lagt  for  Dagen,  for  da  ogsaa  at  finde  den 
Viden,  som  han  da  nødvendigvis  ogsaa  maatte  have  besiddet  for  at  komme  saa 
vidt;  eller  maaske  har  han  blot  lagt  Mærke  til,  paa  hvilke  Sætninger  i  de  da  alle- 
rede foreliggende  Elementer  af  Theudios  den  er  bygget.  Efler  den  saglige  Sammen- 
hæng maatte  han  da  netop   komme   til   al   tillægge  Thales    Kendskab   til   saadanne 

D.  K-  1).  Videilsk-  Selsk.  Skr.,  naturvidensU.  og  matheni.  At'tl  ,  8.  Række.  I.  5.  39 
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Sætninger  som  dem,  vi  har  kaldt  1. — 3.  Vov  nøjere  at  prøve  denne  Antagelse  er 
det  værd  at  undersøge,  hvad  vi  ved  om  den  Form,  hvori  disse  Sætninger  optraadle 
paa  EuDEMOs"  Tid.  Faar  vi  end  ikke  derved  fuld  Sikkerhed  for  vor  Forklaring  af 
EuDEMOs'  Meddelelser  om  Thales,  vil  vi  paa  den  anden  Side  erfare  noget  om  Geo- 
metrien umiddelbart  før  Euklid,  navnlig  om  den  Rolle,  som  Vinkler  mellem  rette 
og  krumme  Linier  eller  mellem  krumme  Linier  indbyrdes  da  spillede. 

Hvad  nu  først  den  Sætning  hos  Thales  angaar,  som  vi  har  kaldt  1.,  saa  findes 
den  hos  Euklid,  dog  ikke  som  bevist  Sætning,  men  derimod  som  Led  i  I.  Bogs 
Definition  17.  paa  en  Diameter;  der  tilføjes  nemlig,  at  en  saadan  deler  Cirklen  i  to 
iigestore  Dele.  Den  tages  altsaa  med  iblandt  Geometriens  Forudsætninger.  Delte 
synes  i  flere  Henseender  gaadefuldt.  For  det  første  synes  Euklid  ikke  noget  Sled 
at  anvende  den.  Den  er  da  bleven  staaende  som  en  Levning  fra  et  ældre  Arbejde, 
hvor  den  virkelig  er  bleven  anvendt'),  og  hvor  den  iøvrigt  kan  være  optraadl  som 
Forudsætning  eller  som  bevist  Sætning.  Det  sidste  er  dog  rimeligst,  da  Eudemos 
omtaler  den  som  en  Sætning,  og  da  man  paa  Theudios'  Tid  endnu  ikke  gjorde  sig 
nogen  Skrupel  af  at  bevise  en  saadan  Sælning  ved  at  lægge  den  ene  Halvcirkel 
over  paa  den  anden;  men  paa  dette  Punkt  var  Euklid  særlig  forsigtig,  hvad  man 
i  IH.  Bog  ser  af,  at  han  finder  del  rigligt  ogsaa  at  opstille  Ligestorheden  af  to  Cirk- 
ler med  samme  Radius  som  Definition  1.  I  begge  Tilfælde  havde  det  dog  været 
ham  muligt  at  ombytte  Flytningen  med  et  postulalbestemt  „Problem",  ikke  at  tale 
om,  at  Sætningen  om  Ligestorheden  af  Cirkler  med  samme  Radius  vilde  fremgaa 
af  den  samme  Grænseovergang,  som  i  XH,  1  benyttes  til  al  vise,  at  to  vilkaarlige 
Cirkler  er  proportionale  med  Radiernes  Kvadrater.  Den  Thales  tillagte  Sælning 
vil  have  indbefattet  Muligheden  af  at  bringe  to  Halvcirkler  af  samme  Cirkel  samt 
dertil  paa  ens  Maade  knyttede  Figurer  til  Dækning  baade  ved  Forskydning  og  Om- 
lægning. 

For  den  anden  af  de  Thales  tillagte  Sætninger,  nemlig  om  Ligestorhed(Mi  af 
Vinklerne  ved  Grundlinien  i  en  ligebenet  Trekant,  har  Akistoteles  (41''6ff.)  med- 
delt et  Bevis,  som  rimeligvis  har  været  at  finde  i  Theudios'  Elementer").  Det  byg- 
ges paa  følgende  to  Sætninger  om  Vinkler  mellem  rette  Linier  og  Cirkelbuer:  i 
samme  Cirkel  er  Halvcirklers  Vinkler,  del  er  Vinklerne  mellem  en  Cirkelbue  og  en 
Diameier,  ligestore,  og:  et  Cirkelafsnits  to  Vinkler,  det  er  de  to  Vinkler,  som  en 
Cirkelbue  danner  med  sin  Korde,  er  indbyrdes  ligestore.  Begge  Sætninger  er  rime- 
ligvis beviste  ved  i  Overensstemmelse  med  Thales'  Sælning  1.  henholdsvis  at  lægge 
de  to  Halvcirkler  eller  dem,  hvori  Cirklen  deles  af  Diameteren  vinkelret  paa  Kor- 
den, over  paa  hinanden.  Disse  Sætninger  benyttes  (Fig.  11)  til  al  bevise,  at  Vink- 
lerne ved  Grundlinien  i  en  ligebenet  Trekant  OAB,  hvor  OA  =  OB,  er  ligestore,  idet 
de  hver  for  sig  i  en  Cirkel  med  Centrum  O  er  Dill'erensen  mellem  en  Diameters 
Vinkel  med  Periferien  og  en  af  Afsnittet  AB's  Vinkler. 


')  Dens  Opstilling  minder  om,  hvad  vi  (S.  85  (283))  har  sagt  om  Postulat  4.,  navnlig  hvis  dette  op- 
rindelig har  været  bestemt  til  at  hævde  den   Brug  af  Gnomon,  som  Euklid  jo  iictop  har  gjort  overflødig. 
'')  Det  forklares  nøjere  af  Heiberg  i  Vid.  Selsk.  Oversigt  1888  S.   1  f. 
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At,  idet  vi  fuldstænriiggor  Figuren  som  paa  Fig.  11,  Vinklerne  ved  Grundlinien 
i  Trekant  OAB  er  ligestore  med  Vinklerne  ved  Grundlinien  i  Trekant  OCÜ,  kan 
man  dernæst  slutte,  idet  man  nu  ogsaa  benytter  den  tredie  Sætning,  som  Eudemos 
tillægger  Thai.es,  nemlig  at  Topvinklerne  ved  O  i  disse  to  Trekanter  er  ligestore 
Saa  maa  han  dog  tillige  tillægge  Thales  Kendskab  til  endnu  en  Sætning,  nemlig 
enten,  at  Summen  af  Vinklerne  i  hver  af  disse  to  Trekanter  er  lig  to  rette,  eller 
at  de  to  Trekanter,  naar  man  ved,  at  de  nævnte  Topvinkler  samt  deres  Ben  er  lige- 
store, kan  bringes  til  Dækning.  Kendskab  til  Sætningen  om  Vinkelsummen  tillæg- 
ger Eudemos  dog  først  Pythagoreerne,  og  han  kunde  ikke  have  overset  det,  hvis 
Thales  efter  hans  Restitution  af  dennes  Bevis  maatte  have  benj'ttet  denne  Sætning. 
Derimod  kan  han  have  betragtet  Muligheden  af  at  bringe  Trekanterne  til  Dækning 
som  en  simpel  Følge  af,  at  de  vil  følge  med  lo  Halvcirkler,  som  kan  bringes  til 
Dækning.  Paa  lignende  Maade  bliver  de  4  Vinkler  ved  Grundlinierne  i  Trekanterne 
DOA  og  BOC  ligestore,  og  deraf  vil  følge,  at  alle  fire  Vinkler  i  Firkanten  er  ligestore, 
At  de  da  maa  være  rette,  er  ikke  en  Anvendelse  af  Sætningen 
om  Vinkelsummen  i  en  Trekant  eller  en  Firkant,  men  tvært- 
imod, som  vi  har  set,  et  oprindeligt  Kendetegn  paa  rette 
Vinkler.  Trods  sin  egen  mathematiske  Skoling  kan  ogsaa 
Eudemos  have  faaet  Blik  herfor  ved  sine  Studier  af  den 
ældre  græske  Mathematik,  hvilke  Kilder  han  nu  har  haft 
til  sin  Raadighed. 

Paa  denne  Maade  ser  vi,  at,  naar  Eudemos  vilde  til- 
lægge Thales  Kendskab  til  de  Sætninger,  som  han  selv  ved 
en  Analyse  fandt  at  ligge  til  Grund  for  den  Konstruktion  af 
Rektangler  og  relie  Vinkler,  som  tillagdes  ham,  og  tage  saa- 
danne,  som  fandtes  i  de  da  foreliggende  Elementer,  var  intet  Valg  naturligere  end 
det  af  de  Sætninger,  som  vi  har  opstillet  som  1.,  2.  og  3.  Naar  derved  kunde  und- 
væres en  Henvisning  til,  at  Summen  af  Vinklerne  i  en  Trekant  er  to  rette,  beroede 
det  dog  paa,  at  en  Anvendelse  heraf  kun  blev  undgnael  ved  netop  at  bestemme 
rette  Vinkler  som  saadanne,  der  forekommer  som  Vinkler  i  en  Firkant  med  lutter 
ligestore  Vinkler.  Skærer  man  derimod  den  ene  Halvcirkel  og  med  den  den  ene  af  de 
to  Trekanter,  hvoraf  Firkanten  beslaar,  bort,  og  vil  man  saa  bevise  Sætningen  om 
den  anden  Trekant,  maa  man  paa  denne  anvende  Sætningen  om  Vinkelsummen  i 
en  Trekant.    Derved  kommer  man  omtrent  lil  det  Bevis,  som  findes  i  Euklid  111,31.'). 


Fig.  n. 


•  Om  det  direkte  Bevis  for  Thales'  Sætning,  som  maaske  har  været  at  finde  i  Theudios'  Ele- 
menter, faar  man  ikke  tilstrækkelige  Oplysninger  i  den  Begrundelse,  som  Aristoteles  omtaler  S.  94^28 
og  10.'>la26.  Det  vilde,  saavidt  man  kan  se,  falde  sammen  med  Euklid's,  naar  dette  udelukkende  an- 
vendes paa  et  særlig  simpelt  Tilfælde,  nemlig  en  ligebenet  retvinklet  Trekant.  At  Heiberg  dog  deri 
(Mathematisches  zu  Ahi.stoteles  S.  21)  kan  tro  at  se  Theudios'  Begrundelse  af  den  almindelige  Sætning 
om  Periferivinkler  i  en  Halvcirkel,  maa  bero  paa  en  Forudsætning  om,  at  Theudios  ligesom  Euklid 
forud  skulde  have  bevist,  at  Periferivinkler  paa  samme  Bue  er  ligestore,  og  at  han  derfor  kan  nøjes 
med  at  betragte  en  af  Periferivinklerne  paa  samme  Bue.  Den  nævnte  Forudsætning  er  imidlertid  hos 
Euklid  netop   ikke   forud   bevist  om   PeriferivinklcT   paa   en    Halvcirkel.     Sætning  111,20.,  at  en  Periferi- 
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Her  er  jeg  gaaet  ud  fra,  at  Thales  virkelig  har  Ikendt  den  saakaldte  „Thaies' 
Sætning",  som  vi  har  betegnet  som  Nr.  4.  Har  han  derimod,  som  M.  C.  P.  Schmidt 
antager'),  ikke  gjort  det,  eller  har  Eudemos  ikke  kendt  andre  Konstruktioner  af 
ham,  der  i  Eudemos'  Øjne  vidner  om  Kendskab  til  1.— 3.,  som  man  paa  dennes  egen 
Tid  udtrykkelig  opstillede  som  Sætninger,  maa  allerede  Thales  have  fundet  det  hen- 
sigtsmæssigt udtrykkelig  at  udtale  Sandheder,  om  hvis  Rigtighed  ingen,  der  har 
haft  med  Cirkler,  skærende  Linier  eller  ligebenede  Trekanter  at  gøre  (f.  Ex.  Byg- 
mesteren af  den  Gavl,  som  har  gjort  Thales  opmærksom  paa  disse)  vil  have  næret 
nogen  Tvivl.  I  saa  Fald  vilde  Thales  have  gjort  mere,  end  vi  har  turdet  tillægge  ham, 
nemlig  det  første  Skridt  til  en  theoretisk  Behandling  af  Geometrien  ;  han  vilde  da  være 
den,  som  for  at  give  saadanne  Sandheder  Udtryk  har  indført  Vinkelbegrebet,  dog 
begrænset  til  ligedannede  (ligestore)  Vinkler,  og  Sætningerne  2.  og  3.  vilde  da  være 
bevarede   Exempler   paa  hans  Anvendelse  af  dette  Begreb. 

Det  saaledes  begrænsede  Vinkelbegreb  har  i  intet  Tilfælde  ladet  vente  længe 
paa  sig,  og  den  dertil  knyttede  Sammenligning  af  ligestore  Vinkler  maatte  snart 
udvides  lil  en  kvantitativ  Sammenligning  af  uligestore.  Man  maatte  se,  at  naar 
ligestore  Vinkler  ligger  som  Sidevinkler,  kan  de  adderes,  og 
saasnart  man  tillige  har  begyndt  i  Stedet  for  Rektangler  at 
betragte  de  retvinklede  Trekanter,  hvori  et  saadant  deles  ved 
en  Diagonal,  saa  vil  man  ikke  have  været  i  Tvivl  om,  at 
Summen  af  de  spidse  Vinkler  i  en   saadan  Trekant  er  en  ret 

„.     ,„  Vinkel,  eller  at  Summen  af  alle  denne  Trekants  Vinkler  er  to 

Fig.  12. 

rette.  Herfra  er  Springet  ikke  langt  til  som  paa  Fig.  12  at 
dele  en  vilkaarlig  Trekant  i  to  retvinklede  ved  Højden  paa  en  af  Siderne  og  derved 
finde,  at  ogsaa  Summen  af  Vinklerne  i  enhver  Trekant  er  lig  to  rette.  Denne  Be- 
grundelse findes,   som    M.  Cantor   har  gjort  opmærksom   paa  '),  i  en  Bog,   der  vel 

vinkel  er  halv  saa  stor  som  Centervinklen  paa  samme  Bue,  kan  nemlig  efter  den  foreliggende  Begrun- 
delse umiddelbart  kun  finde  Anvendelse  paa  spidse  Periferivinkler;  thi  for  rette  eller  stumpe  Vinkler 
vilde  den  tilsvarende  Centervinkel  ikke  falde  ind  under  det  euklidiske  Vinkelbegreb.  At  Euklid  kun 
tænker  paa  Vinkler,  som  er  mindre  end  to  rette,  fremgaar  nemlig  allerede  af  deres  Inddeling  i  rette, 
stumpe  og  spidse  i  I.  Bogs  Definitioner  10.— 12.  Sætning  111,  21.,  at  Vinkler  i  samme  Afsnit  er  lige 
store,  er  altsaa  endnu  kun  bevist  for  spidse  Vinkler,  altsaa  naar  det  omskrevne  Afsnit  er  storre  end 
en  Halvcirkel;  Sætning  111,22.  udvider  den  dog  straks  til  ogsaa  at  gælde  for  Vinkler  i  et  Afsnit,  som 
er  mindre  end  en  Halvcirkel,  idet  det  bevises,  at  Summen  af  de  modstaaende  Vinkler  i  en  Firkant  ind- 
skreven i  en  Cirkel  er  to  rette.  1  Beviset  anvendes  vel  111,  21  ,  men  saaledes  at  man  kan  lade  det  være 
spidse  Vinkler,  hvorpaa  den  anvendes.  Et  fuldt  gennemfort  formelt  Bevis  for,  at  Periferivinklerne  i  en 
Halvcirkel  er  ligestore,  foreligger  altsaa  endnu  ikke,  og  derfor  kan  Euklid  i  det  i  111,  31.  givne  Bevis 
ikke  indskrænke  sig  til  ved  Betragtning  af  det  hos  Ahistoteles  omtalte  specielle  Tilfælde  at  bestemme 
en  fælles  Værdi  for  disse  Vinkler,  men  han  beviser  direkte,  at  enhver  saadan  Vinkel  er  ret.  I  Reali- 
teten naar  han  saaledes  alt  trods  den  mindre  heldige  Ordning  af  disse  Sætninger. 

')  Se  S.  29-41  i  det  (S.  64  (262))  anførte  Skrift.  Man  vil  iøvrigt  bemærke,  at  Schmidt  i  Vurde- 
ringen af  de  forskellige  Fremskridt  mere  ser  paa  deres  Bidrag  til  Euklids  færdige  synthetiske  System 
end  tager  saadanne  psykologiske  Hensyn,  som  jeg  i  nærværende  Skrift  har  ment  at  maatte  gøre 
gældende. 

■-)  Vorlesungen  über  Geschichte  der  Mathematik  1,  (3.  Auflage),  S.  144. 
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skyldes  en  anonym  Landmaaler  fra  X.  Aarhundrede  efter  Chr.,  men  som  er  udskreven 
efter  virkelig  gamle  Mønstre. 

Det  saaledes  fundne  Bevis  afviger  iøvrigt  ikke  saa  meget,  som  det  i  første  Øje- 
blik kunde  sj'nes,  fra  det,  som  Eudemos  tillægger  Pythagoreerne  (Proklos  S.  379). 
Dette  kan  tværtimod  være  fremgaaet  af  hint  ved  en  meget  naturlig  Udvikling.  Lige- 
som Begrebet  rette  Vinkler  oprindelig  har  været  knyttet  til  Rektangler,  saaledes  er 
det  nemlig  ogsaa  gaaet  med  Paralleler,  og  Thales'  udførlig  omlalte  Konstruktion 
har  ligesaavel  været  en  Konstruktion  af  Paralleler  som  af  rette  Vinkler.  Betragtning 
af  Diagonalen  i  et  Rektangel  viser  da  Ligestorheden  af  de  indvendige  Vekselvinkler, 
som  en  ret  Linie  danner  med  to  Paralleler,  som  den  overskærer.  Fig.  12,  der  an- 
skuelig fremstiller  den  Begrundelse,  som  vi  antager  for  den  ældste,  vil  da,  naar  vi 
borttager  de  tre  lodrette  Linier,  umiddelbart  gengive  det  af  Eudemos  anforle  pytha- 
goreiske  Bevis.  I  dette  drages  gennem  C  en  Linie  parallel  med  AB.  Da  er 
ifølge  den  anførte  Egenskab  ved  Paralleler  de  to  med  «  betegnede  Vinkler  begge  lig 
Trekantsvinklen  A,  de  med  ß  betegnede  lig  Trekantsvinklen  B,  og  det  viser  sig, 
at  A  -}-  C  ^  B  =  to  rette.  Og  dette  er  netop  det  Bevis,  som  Eudemos  tillægger 
Pythagoreerne. 

Den  Maade,  hvorpaa  vi  her  kommer  til  Sætningen  om  Vinkelsummen,  afviger 
derimod  fra  en  ved  Eutokios  overleveret ')  Beretning  af  Geminos,  efter  hvilken  Sæt- 
ningen først  skulde  væj'e  vist  for  ligesidede,  dernæst  for  ligebenede  og  dernæst  for 
uligebenede  Trekanter.  Denne  tilsyneladende  historiske  Meddelelse  turde  imidlertid, 
som  Heiberg  bemærker^),  bero  paa  en  Misforstaaelse  af  en  rent  logisk  Betragtning 
hos  Aristoteles.  Denne  bruger  nemlig  oftere  og  navnlig  74"  25  det  nævnte  Exempel 
fra  Trekanter  til  at  oph'se,  at  det  er  at  foretrække  at  bevise  en  almindelig  Sætning 
ved  Argumenter,  som  paa  en  Gang  gælder  alle  Tilfælde,  for  at  bevise  de  enkelte 
Tilfælde  hvert  for  sig,  selv  om  man  ogsaa  saaledes  kan  faa  bevist,  at  den  virkelig 
gælder  i  alle  Tilfælde;  men  han  siger  ikke  noget  om,  at  det  skulde  være  gaaet  saa- 
ledes til  ved  den  historiske  Opdagelse  af  Sætningen.  Havde  Geminos  haft  sin  Op- 
lysning fra  en  virkelig  historisk  Kilde  som.  Eudemos,  vilde  Proklos  vel  heller  ikke 
have  undladt  at  medtage  den  i  sin  Kommentar"'). 

I  det  mindste  fra  Oinopides  af  kunde  man  konstruktivt  flytte  Vinkler,  derved 
addere  og  subtrahere  dem  og  multiplicere  dehi  med  hele  Tal.  Dermed  var  ogsaa 
den  Opgave  at  dividere   dem    med  et   helt  Tal   stillet,  og  en  dertil   tjenende    Kurve, 


')  Apollonios  ed.  Heiberg  II,  S.  170. 

']  Mathematiscbes  zu  Aristotf.les  S.  20. 

^)  Naar  Geminos  ikke  ligefrem  oser  af  ældre  historiske  Kilder  som  Eudemos,  maa  man  netop  paa 
Grund  af  hans  starre  Selvstændighed  i  Fremhævelsen  af  det,  der  netop  ligger  ham  paa  Sinde,  bruge 
hans  historiske  Oplj-sninger  med  en  vis  Varsomhed.  Saaledes  har  det  været  en  uheldig  Genvej  til  at 
finde  de  Fremskridt,  som  i  Keglesnitslæren  særlig  skulde  skyldes  Apollonios,  at  se  hen  til  Geminos' 
korte  Omtale  af  Apollonios'  nye  Udgangspunkter  i  Stedet  for  at  søge  det  ved  det  ganske  vist  vidtløf- 
tigere Studium  af  Archimedes'  Skrifter  og  Apollonios'  Keglesnitslærc  selv.  Gor  man  dette  sidste,  vil 
man  derved  ogsaa  faa  fat  paa  den  rette  Betj'dning  og  Begrænsning  af  Geminos'  Bemærkninger  om  det 
sidstnævnte  Værk.     (Se  min  Keglesnitslæren  i  Oldtiden,  2.  Afsnit). 
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som  i  all  Fald  kunde  give  en  Iheoietisk  Opløsning,  nemlig  Hippias'  Kvadratrix, 
blev  lidlig  udlænkt.  En  praklisk  Halvering  ved  Lineal  og  Passer  lurde  dog  være 
ældre;  den  egnede  sig  ogsaa,  men  uden  at  disse  Redskaber  nævnes,  til  Oplagelse 
paa  sit  Sled  (se  forrige  Kapitel)  i  Eukmd's  Elementer.  Da  del  ikke  l\'kkedes  al 
tredele  Vinklen  ved  Lineal  og  Passer,  har  man  udlænkt  forskellige  Maader  al  lose 
denne  Opgave  paa  ved  en  Indskydning  {nsûaiç),  og  da  Brugen  af  delte  Hjælpemid- 
del ikke  hjemledes  ved  Euklid's  Postulater,  niaalte  for  denne  Opgave  Brugen  af 
Keglesnit  blive  obligatorisk  fra  den  Tid  af,  da  man  havde  godkendt  disses  Anven- 
delse til  Konstruktion  af  to  Mellemproporlionaler. 

De  her  omtalte  Konstruktioner  vedrører  kun  Vinkler  mellem  rette  Linier.  Om 
saadanne  Vinkler  har  vi  iøvrigl  i  Kap.  VIII  set,  at  den  kvantitative  Betydning  af 
det  i  Dcf.  9.  foreløbig  indførte  Vinkelbegreb,  som  af  andre  geometriske  Størrelses- 
bestemmelser,  gives  i  „Almindelige  Begreber"  7.  og  8.,  men  at  man  for  at  benytte 
denne  uden  mekanisk  Flytning,  maatle  støtte  sig  til  en  konstruktivt  anvendelig 
Bestemmelse  af  lige  store  Vinkler,  nemlig  som  ensliggende  Vinkler  i  Trekanter  med 
ligestore  Sider.  Retlinede  Vinkler  er  dernæst  delagtige  i  det 
Kendetegn,  som  Euklid  i  V.  Def.  4.  opstiller  paa  Størrelser, 
paa  hvilke  den  i  denne  Bog  indeholdte  almindelige  Propor- 
lionslære,  som  i  Virkeligheden  er  en  almindelig  Størrelseslære, 
skal  kunne  anvendes;  thi  ogsaa  om  dem  gælder  det,  at  en 
Vinkel  „ved  at  mangfoldiggøres  kan  overgaa"  en  anden  Vinkel. 
Derfor  kan  Euklid  ogsaa  i  VI,  33.  føre  et  almindeligt  Bevis 
for,  at  retlinede  Vinkler  er  proportionale  med  de  Buer,  til 
hvilke  de  i  samme  eller  ligestore  Cirkler  er  Centervinkler  eller 
^^"'8-  "•  Periferivinkler. 

Forudsætningen  for  Proportionalitet  gælder  derimod  ikke,  naar  den  ene  Vinkel 
er  krumlinel  eller  blandetlinet,  den  anden  retlinet.  Af  Sætning  III,  16.,  hvori  del 
udtales,  at  i  el  Punkt  af  en  Cirkelperiferi  ingen  ret  Linie  kan  drages  i  Mellemrum- 
met mellem  den  Linie,  som  staar  vinkelret  paa  Diameteren  til  dette  Punkt  (allsaa 
Tangenten),  og  Periferien,  fremgaar,  al  Tangentens  Vinkel  med  Periferien  er  mindre 
end  enhver  retlinet  spids  Vinkel.  Om  den  gælder  allsaa  ikke,  al  den  „ved  al  mang- 
foldiggøres kan  overgaa"  en  given  retlinet  Vinkel.  En  saadan  „hornformet"  Vinkel 
har  allsaa  intet  Forhold  til  en  retlinet  Vinkel.  Dens  Behandling  gaar  allsaa  ikke 
ind  under  Euklid's  almindelige  Størrelseslære  i  V.  Bog;  det  samme  vil  gælde  om 
andre  Vinkler  mellem  hinanden  skærende  rette  Linier  og  Cirkelbuer  eller  saadanne 
indbyrdes;  thi  disse  er  Summer  eller  Differenser  af  retlinede  og  hornformede  Vink- 
ler. Da  nu  disse  sidste  ifølge  III,  16.  er  forsvindende  i  Sammenligning  med  de  før- 
ste, vilde  det  have  været  rigtigst  af  Euklid,  da  han  dog  heller  ikke  anstiller  nogen  Sam- 
menligning mellem  hornformede  Vinkler  indbyrdes,  i  Stedet  for  om  Vinklerne  mel- 
lem krumme  Linier  udelukkende  at  tale  om  Vinklerne  mellem  disse  Liniers  Tan- 
genter. Naar  han  dog  ikke  indskrænker  sig  dertil,  men  taler  om  el  Afsnits  eller  en 
Halvcirkels  Vinkler   uden   f.  Ex.  at   sige,  at  disse   sidste   er  rette,  giver  dette  endog 
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Anledning  til  en  formel  Selvmodsigelse.  At  sige  i  III.  Def.  11.,  at  ligedannede  Cirkel- 
afsnit er  saadanne,  hvis  Vinkler  (o:  Buens  med  Korden,  III,  Def.  7.)  er  ligestore, 
staar  saaledes  (se  Fig.  13)  i  formel  Strid  med  I  Alm.  Begr.  8.,  som  siger,  al  en  Del 
er  mindre  end  det  hele.  Euklid  har  imidlertid  paa  dette  som  andre  Punkter  be- 
varet Begreber,  som  han  dog  ikke  gør  nogen  virkelig  Brug  af. 

Euklid's  III,  16.  indeholder  i  Virkeligheden  Forklaringen  af  denne  Selvmod- 
sigelse og  forbj'der  ham  at  anvende  den  almindelige  Størrelseslære  i  V.  Bog  paa 
krumlinede  Vinkler;  men  den  berørte  Selvmodsigelse  peger  hen  paa  en  Uklarhed, 
som  oprindelig  maa  have  været  tilstede  i  den  intuitive  Opfattelse  af  krumlinede 
Vinkler,  af  hvilke  man,  som  vi  har  set,  før  ham  har  gjort  mere  omfattende  Brug. 
Psykologisk  beror  den  tildels  paa  en  Sammenblanding  af  de  to  til  Grund  liggende 
Synsoplevelser  af  en  Vinkel  som  Konturvinkel  eller  som  Fladevinkel.  Den  første 
gives  der  Udtryk  i  Euklid  I,  Def.  8.,  naar  det  siges,  at  Vinklen  er  Heldningen  (x/Jacç) 
af  det  ene  rette  eller  krumme  Ben  mod  det  andet,  den  sidste,  naar  „Alm.  Begreber" 
7.-8.  lægges  til  Grund  for  Sammenligningen  mellem  Vinklers  Størrelser,  og  naar 
disse  subtraheres  som  i  det  efter  Aristoteles  anførte  Bevis,  S.  98  (296).  Kun  for 
retlinetie  Vinkler  vil  de  to  Betragtninger  give  samme  Besultat. 

Det  er  ogsaa  den  .sidste  Opfattelse,  som  Rubin  lægger  til  Grund  for  sine  For- 
søg paa  experimentalt  at  bestemme  den  retlinede  Vinkel,  som  vil  synsopleves  som 
ligestor  med  en  forelagt  krumlinet  Vinkel.  Man  vil  være  udsat  for,  at  Forsøgsper- 
sonerne trods  al  Instruktion  vil  gøre  sig  skyldige  i  den  samme  Sammenblanding 
af  Konturvinkel  og  Fladevinkel,  som  vi  talte  om,  og  Spørgsmaalet  er  i  det  hele  saa 
kompliceret,  at  Besvarelserne  paa  Grund  af  forskellig  Opfattelse  af  Instruktionerne 
og  forskellig  Sansning  rimeligvis  vil  blive  ret  individuelle.  At  den  sidste  Forskel- 
lighed vil  gøre  sig  gældende,  ses  ved  at  reducere  Spørgsmaalet  til  det  rent  fysio- 
logiske om  Sansning  med  et  enkelt  Øje,  der  fra  given  Afstand  ser  i  en  given 
Retning. 

Vi  vil  antage,  at  Øjet  befinder  sig  i  given  Afstand  fra  Vinklens  Plan,  lodret 
over  Vinkelspidsen,  og  at  det  ser  lige  ned  mod  denne,  og  at  a  er  Radius  i  den  Cir- 
kel, som  Øjet  da  overhovedet  kan  sanse  i  Planen  ').  I  denne  bruger  vi  polære  Koor- 
dinater med  Polen  i  Vinkelspidsen  og  antager,  at  Vinkelbenene  er  bestemte  ved 
Ligningerne  f^  =  <f  (r)  og  t^=^cu{r).  Ved  f(r)  vil  vi  betegne  den  Tydelighed,  hvor- 
med man  vilde  se  et  Element  af  Størrelsen  1.,  hvis  dette  kunde  koncentreres  i  Af- 
standen r.  Da  vil  vi  kunne  bestemme  Vinklen  u  opfattet  som  Fladevinkel  ved 
Integralet 

''  =  l'/'('-)(v''('-)  -    <f{r))rdr. 
Dette  vil  føre  til  den  sædvanlige   Bestemmelse  af  Forholdet    inellein    retlinede 


')  Vi  gor  den  rent  fysiologiske  Forudsætning,  at  baade  denne  Flade  er  en  Cirkel,  og  at  de  lige 
tydelig  sansede  Punkter  af  denne  ligger  paa  koncentriske  Cirkler;  om  denne  Forudsætning  er  rigtig, 
maa  kunne  undersøges  ved  at  prove  de  deraf  afledede  Besultater.  Er  den  det  ikke,  kompliceres  For- 
holdene yderligere. 
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Vinkler,  idet  da  i/'(r) — <?(/•)  bliver  uafhængig  af  r,  og  o  kun  indgaar  i  den  for  alle 
Vinklerne  fælles  Faktor  \  f(r)  rdr.    Er  derimod  en  af  de  Vinkler,  hvis  Forhold  be- 

stemmes,  kriimlinet,  vil  Radius  a  for  Synsfeltet  indgaa  i  dette  Forhold,  a  svarer 
imidlertid  til  en  bestemt  Afstand  for  Øjepunktet.  Skulde  en  friere  Synsoplevelse 
give  en  bestemt  Værdi  for  v's  Forhold  til  en  Vinkelenhed,  niaatte  der  være  en  be- 
stemt Afstand,  som  betragtedes  som  den  normale.  Denne  vilde  være  forskellig  for 
nær-  og  fjernsynede  Øjne.  Efter  Øjets  Beskaffenhed  vilde  den  til  en  given  Afstand 
svarende  Værdi  af  a  og  Funktionen  f(r)  rimeligvis  ogsaa  blive  forskellige.  Der  er 
altsaa  ingen  Udsigt  til,  at  man  gennem  Synsoplevelse  vil  komme  til  nogen  fælles 
Vurdering  af  krumlinede  Fladevinklers  Størrelse. 

Dette  hindrer  ikke,  at  man  kan  komme  overens  om  en  til  det  opstillede  Inte- 
gral knyttet  mathematisk  Be.stemmelse,  hvor  Forholdet  mellem  de  Grænseværdier, 
som  Integralerne  antager  for  lim.  o  =  O,  opfattes  som  Forholdet  mellem  Vinklerne. 
Vinkler  mellem  Kurver,  der  berorer  hinanden,  vil  da  afhænge  af  Kurvernes  Krum- 
ning. Denne  Indskrænkning  til  lim.  a  =  O,  vil  imidlertid  være  en  Opgivelse  af  Be- 
tragtningen af  en  endelig  Udstrækning  af  Fladevinklen  eller  Takken  og  udelukkende 
knyttes  til  Konturen,  og  den  hele  Betragtning  har,  foruden  den  Ombytning  af  Vink- 
ler mellem  hinanden  skærende  Kurver  med  Vinkler  mellem  deres  Tangenter,  som 
Euklid  burde  have  fastholdt,  ingen  Tilknytning  lil  opbevarede  antike  Undersøgelser. 


Kap.  XI. 
Bevisers  Almindeliggørelse;  infinitesimale  Opgaver. 


En  Hovedbetingelse  for,  at  den  omformede  Geometri  virkelig  skulde  blive 
rationel,  var  selvfølgelig  Brug  af  fuldt  ud  almindelige  Beviser,  som  ikke  paa  noget 
Punkt  nøjedes  med  ufuldstændige  Induktioner,  heller  ikke  saadanne,  hvor  der  sluttes 
til  den  fulde  Almindelighed  fra  uendelig  mange  uendelig  tæt  paa  hinanden  følgende 
Tilfælde.  En  saadan  Slutning  vil  gøres,  naar  en  Sætning  bevises  under  den  For- 
udsætning, at  de  deri  indgaaende  Størrelser  er  kommensurable,  og  den  dernæst  be- 
tragtes som  gældende  uden  denne  Indskrænkning.  Ligeledes,  naar  man  i  de  infini- 
tesimale Undersøgelser  uden  nogen  strengt  kontrolleret  Grænseovergang  anvender 
paa  Grænsetilfælde,  hvad  der  kun  er  bevist  om  Størrelser,  der  nærmer  sig  til  en 
vis  Grænse.  Selve  Opdagelsen  af  irrationale  Størrelser  maatte  dog  tidlig  henlede 
Opmærksomheden  paa  Utilstrækkeligheden  af  saadanne  Beviser,  og  denne  Util- 
strækkelighed stilledes  til  Skue  ved  Zenon's  Paradoxer.  Der  krævedes  dog  en  læn- 
gere Udvikling,   under  hvilken   man   gik    frem   saavel  i    Paavisningen  af  forskellige 
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Størrelsers  Irrationalitet  som  i  den  almindelige  Behandling  baade  af  irrationale 
Størrelser  og  af  infinitesimale  Bestemmelser,  der  bar  god  Frugt,  selv  om  den  ikke 
var  helt  exakt,  før  de  paapegede  Mangler  kunde  blive  fuldt  forstaaede  og  afhjulpne. 
Med  denne  Udvikling  og  dens  Afslutning  ved  den  Behandling,  som  findes  i  Euklid's 
Elementer  har  jeg  beskæftiget  mig  i  de  mindre  Arbejder,  som  findes  anført  S.  12 
(210)  Note  1,  og  jeg  har  paavisl,  hvorledes  de  her  omtalte  Hensyn  har  givet  Euklid 
Anledning  til  hans  Fordeling  af  sit  Stof  i  de  13  Bøger. 

Jeg  har  ogsaa  anført,  at  det  er  Eudoxos,  hvem  Grundlaget  for  denne  Behand- 
ling skyldes.  Han  levede  jo  imidlertid  netop  ved  Begyndelsen  af  den  Tid  fra  Pla- 
ton til  EuKi.iD,  hvis  Beformer  vi  her  særlig  undersøger.  Det  vil  derfor  ogsaa  nok 
være  værd  at  faa  Oplj'sninger  om,  hvorvidt  Eudoxos  selv  i  det  væsentlige  har 
givet  Behandlingen  af  de  paagældende  Spørgsmaal  den  Skikkelse,  som  vi  finder  hos 
Euklid,  eller  om  en  videre  Udvikling  har  fundet  Sted  i  Mellemliden  eller  fra  den 
sidstes  Side,  ligeledes  om  muligvis  noget  Skridt  paa  denne  Vej  maatte  være  gjort 
for  Eldoxos.  Meget  lader  sig  ikke  sige  herom,  men  el  Bidrag  faas  dog  ved  de 
mathematiske  Steder  hos  Aristotelks,  som  Hkibkrg  har  samlet  i  „Mathematisches 
zu  Aristoteles",  særlig  dem,  som  findes  S.  11  og  S.  22—23. 

For  nu  at  gøre  den  rette  Brug  af  disse  vil  det  være  godt  forst  at  anføre  de 
Steder  hos  Eukijd,  hvorpaa  han  bygger  Læren  om  Forhold  mellem  inkommen- 
surable Størrelser  og  de  infinitesimale  Bestemmelser,  og  at  nævne  de  Anvendelser, 
som  Euklid  gor  deraf. 

V,  Def.  4.  udtaler,  at  Størrelser  siges  „at  have  et  Forhold,  naar  de  ved  at 
mangfoldiggøres  kan  overgaa  hinanden".  —  For  al  lale  om  Forhold  mellem  to 
forelagte  Størrelser  eller  maale  dem  med  hinanden,  maa  man  altsaa  vide  eller  po- 
stulere om  dem,  at  de  tilfredsstiller  denne  Betingelse.  Dertil  kræves  ikke  alene,  at 
de  er  af  samme  Art,  men  ogsaa,  som  vi  har  set  ved  hornformede  Vinkler,  at  den 
ene  ikke  er  at  betragte  som  forsvindende  i  Forhold  til  den  anden. 

Af  dette  Postulat  udledes  Sætning  X,  1  :  „Naar  der  er  afsat  to  ulige  store  Stør- 
relser, og  der  fra  den  største  trækkes  en,  der  er  større  end  Halvdelen,  og  fra  Resten 
en,  der  er  større  end  dens  Halvdel,  og  man  bliver  ved  med  det,  vil  der  blive  en 
eller  anden  Størrelse  til  Rest,  som  vil  være  mindre  end  den  afsatte  mindste  Stør- 
relse". —  At  Størrelserne  er  „afsatte"  (som  Liniestykker),  viser,  at  Talen  er  om 
Størrelser,  der  efter  V,  Def.  4.  „har  et  Forhold". 

Vi  skal  straks  vende  tilbage  til  den  Brug,  som  i  selve  X.  Bog  gøres  af  X,  1. 
I  XIL  Bog  lægger  Euklid  den  til  Grund  for  de  infinitesimale  Grænsebestemmelser 
af  Forholdet  mellem  to  Cirkelarealer  (2.)  eller  Kuglevoluminer  (18.),  og  i  5.  bruges 
den  til  at  forberede  Bestemmelsen  af  Forholdet  }  mellem  en  Pyramide  eller  Kegle 
og  Prismet  eller  Cylinderen  paa  samme  Grundflade.  Den  bliver  særlig  skikket  til 
saadanne  Grænseovergange,  da  den  kan  bruges  til  at  gøre  en  passende  valgt  for- 
anderlig Størrelse  mindre  end  enhver  opgiven  Størrelse.  Naar  saaledes  Forholdet 
mellem  to  variable  Størrelser  altid  har  Værdien  B,  og  man  kan  bevise,  at  disse 
Størrelser   kan    vælges   saaledes,   at    Differensen    mellem   deres   Forhold  og  det   ube- 

1).K.  1).  Vidensk.  Selsk.Slir..  nuturvidensk.  og  malheni.  AW.,  8.  HæUke.  1.6-  ,  40 
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kendte  Forhold  A  mellem  lo  forelagte  Størrelser  i  hvert  Fald  kan  gøres  mindre 
end  enhver  given  Størrelse,  saa  maa  denne  DitTerens  være  O  eller  A  =-  B.  Dette 
bevises  ved  en  redudio  ad  absurdum,  idet  den  Antagelse,  at  A  —  B  ^  O  vilde  føre 
til  en  Selvmodsigelse. 

Archimedes  bevidner  saavel  i  Indledningen  til  Skriftet  om  Kuglen  og  Cylin- 
deren som  i  Ephodos,  at  Eudoxos  først  har  ført  et  exakt  Bevis  for  en  af  de  anførte 
Sætninger,  nemlig  den  om  Pyramiden  og  Keglen.  1  Ephodos  meddeler  han  tillige, 
at  Demokritos  tidligere  havde  opstillet  denne  Sætning,  men  uden  et  saadant  Bevis, 
som  man  paa  Archimedes'  Tid  vilde  anse  for  fyldestgørende.  Som  fyldestgørende 
anser  han  derimod  Eudoxos'  Bevis,  og  dette  maa  i  Hovedsagen  være  ført  efter  det 
samme  Princip,  som  han  selv  følger  i  sine  egne  Beviser.  Dette  Princip  anfører 
han  i  Indledningen  til  Skriftet  om  Parablens  Kvadratur,  hvor  han  tillige  omtaler 
de  nysnævnte  tidligere  Anvendelser,  som  findes  hos  Euklid.  Umiddelbart  er  gan- 
ske vist  det  af  Archimedes  anførte  Princip  det,  som  findes  i  Euklid  V,  Def.  4.; 
men  da  X,  1.  er  udledet  deraf,  er  det  i  Hovedsagen  ogsaa  det  samme,  som  vi  fandt 
anvendt  i  Euklid  XII.  Selv  giver  dog  Archimedes  sine  Beviser  en  elegant  Form, 
der  ikke  bygger  paa  Euklid  X,  1,  men  umiddelbart  paa  det  i  V,  Def.  4.  udtrykte 
Princip,  hvorom  han  minder. 

Fra  Archimedes  ved  vi  altsaa,  at  den  af  Euklid  og  ham  selv  anvendte  For- 
mulering af  en  exakt  Grænseovergang  skyldes  Eudoxos  og  af  denne  er  anvendt  i 
de  af  Euklid  behandlede  Tilfælde.  Derfor  behøver  Eudoxos  ikke  at  have  behandlet 
disse  ganske  paa  samme  Maade  som  Euklid.  Han  kan  f.  Eks.  godt,  som  Demo- 
kritos synes  at  have  gjort,  have  anvendt  Delingen  af  Pyramider  og  Kegler  ved 
Snit  parallele  med  Grundfladen  og  ikke  som  Euklid  en  uendelig  Række  Prismer 
af  aftagende  Størrelse  indskrevne  i  den  tresidede  Pyramide.  Det  nye,  som  skyldles 
Eudoxos,  var  det  opstillede  Grundlag  for  en  exakt  Behandling,  hvorimod  egentlige 
geometriske  Operationer  allerede  før  Eudoxos  og  Platon  var  naaet  vidt  nok  til, 
at  man  kunde  finde  forskellige  geometriske  Former  for  Tilnærmelsen. 

Den  i  Euklid  XII.  benyttede  Methode  lod  sig  imidlertid  ikke  blot  anvende, 
naar  Talen  er  om  Tilnærmelse  til  en  bestemt  angivet  Grænse,  men  ogsaa  til  at 
sammenligne  to  Grænseværdier.  Da  disse  ikke  som  i  moderne  Behandling  udeluk- 
kende defineres  ved  selve  Grænseovergangen,  men  betragtes  som  existerende  i  Kraft 
af  den  geometriske  Fremstilling,  V2  f.  Ex.  som  Forhold  mellem  Diagonal  og  Side  i 
et  Kvadrat,  kan  vi  kalde  Grænseværdierne  A  og  ß  og  forudsætte,  at  A'  og  B'  er 
Størrelser,  der  samtidig  antager  saadanne  Værdier,  som  tilfredsstiller  Betingelserne 
A'  ^  A  :^  k,  B'  =  B  ^  I,  hvor  k  og  /  kan  gøres  mindre  end  enhver  opgiven  Grænse. 
Er  da  samtidig  A'  =  B',  maa  man  have  A  ^  B.  Ogsaa  herved  gælder  del  kun  om 
at  bevise  Grænseovergangen  for  A'  og  B',  hvortil  alter  X,  1  kan  benyttes.  Paa  lig- 
nende Maade  kan  man  bevise  A  >  B,  naar  A'  —  B'  vedblivende  er  større  end  en 
given  Størrelse. 

Dette  kan  anvendes  til  at  sammenligne  Forhold  mellem  inkommensurable 
Størrelser;  men  herpaa  tager   Euklid  dog  fat   paa  en  anden    Maade.     I  sin  V.  Bog, 
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hvis  Forhold  har  ganske  samme  Betydnuig  som  den  moderne  Mathemaliks  alminde- 
liggjorte Tal,  opnaar  han  dette  ved  en  elegant  Brug  af  V.  Def.  4.,  som  staar  i  samme 
Forhold  til  den  her  nævnte  Grænsemethode,  som  Dedekind's  Snitmethode  staar  til 
moderne  Anvendelser  af  Grænsemethoden.  Dette  opnaas  ved  Hjælp  af  Definitionerne 
5.  og  7.  i  V.  Bog,  som  udtrykker  Betingelserne  for  Ligestorhed  eller  Uligestorhed 
af  to  Forhold.     Ved  Brug  af  moderne  Tegn  kan  disse  udtrykkes  saaledes: 

a  -.b  =  c:  d 
naar  (5.)  for  alle  hele  Tal  m  og  n     ma      nb     medfører  mc  =  nd; 

og  a:  b>  c:  d 

naar  der  (7.)  gives  saadanne  hele  Tal  m  og  n,  at 

ma  >  nb,   men  mc  <  nd. 
Det  er  paa  disse  Bestemmelser,  at  Proportionslæren  i  V.  Bog  er  byggel. 

I  den  moderne  Mathematik  er  man  gaaet  følgende  Skridt.  Først  har  man 
nøjedes  med  en  ubevist  Grænseovergang  fra,  hvad  der  er  bevist  om  rationale  Tal 
(Forhold  mellem  kommensurable  Størrelser)  til  Anvendelser  paa  irrationale.  Der- 
næst har  man  benyttet  samme  Overgang  med  Bevis  for  dens  Rigtighed.  Endelig 
har  man  anvendt  Dedekind's  Snitmethode.  I  Oldtiden  har  man  —  „selvfølgelig" 
kan  det  næsten  siges  —  begyndt  med  det  første  Skridt,  om  man  end  mere  eller 
mindre  kan  have  skjult  Manglen  paa  egentligt  Bevis  for  sig  selv  ved  Brug  af  den 
geometriske  Fremstilling'),  der  samtidig  omfatter  irrationale  og  rationale  Størrelser. 
Zenon's  Paradoxer  viser  den  logiske  Utilstrækkelighed  af  denne  Fremgangsmaade, 
som  Mathematikerne  dog  ikke  kunde  undvære,  saalænge  de  ikke  havde  nogen  anden. 
Det  tredie  Skridt,  hvor  V,  Def.  4.  bruges,  er  gjort  i  Euklids  V.  Bog.  Det  ligger 
dog  ikke  fjernt  at  antage,  at  ogsaa  Grækerne  først  er  naaet  dertil  gennem  det  af  os 
betegnede  andet  Skridt  som  et  Mellemstadium,  paa  hvilket  de  har  bevist  selve 
Grænseovergangen  ved  Hjælp  af  Euklid  X,  1.  Dette  vilde  ganske  svare  til  de  Skridt, 
der  lader  sig  eftervise  for  infinitesimale  Bestemmelsers  Vedkommende,  nemlig  1. 
ubeviste  Grænseovergange  som  Demokrit's  for  Pyramide  og  Kegle  og  de  langt  ældre 
(se  S.  88  (286)),  hvorved  man  i  sin  Tid  har  sluttet  Cirkelperiferiers  Proportionalitet 
med  Diametren,  Cirklernes  med  Kvadraterne  paa  Diametrene;  2.  Grænseovergange 
beviste  ved  Euklid  X,  1.  som  i  Euklid  XH;  3.  Grænseovergange  omdannede  og  be- 
viste ved  Euklid  V,  Def.  4.  som  hos  Archimedes. 

Det  lader  sig  nu  virkelig  ved  Hjælp  af  de  af  Heiberg  anførte  Steder  hos  Ari- 
stoteles eftervise,  at  man  ogsaa  for  Forhold  mellem  inkommensurable  Størrelser 
til  en  Tid  har  benyttet  den  anførte  Mellemform:  Grænseovergang  bevist  ved  Eu- 
klid X,  1.,  som  da  paa  sin  Side  enten  kan  være  udledet  af  Euklid  V,  Def.  4.,  der 
i  saa  Fald  maatte  være  opstillet  forud,  eller  snarere  tidligere  direkte  opstillet  som 
et  Postulat. 

Vi   skal   først   nævne,   at   Aristoteles   viser  sit    Kendskab  til   begge  disse  Ud- 


')  Se  Oversigt  1915  S.  338,  Note. 

40» 
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gangspunkter  for  exakte  Infinitesimal-  elier  Grænsebesteminelser  ved  266*',  2  at  sige, 
at  man,  naar  en  Størrelse  er  given,  ved  at  lægge  til  kan  overskride  og  ved  al  trække 
fra  naa  under  enhver  given  Grænse.  Et  andet  Sted  baade  fremhæver  han  Nød- 
vendigheden af  nøjagtig  at  definere,  hvad  man  mener  med  at  sætte  to  Forhold  mel- 
lem inkommensurable  Størrelser  lige  store,  og  lægger  samtidig  for  Dagen,  til  hvil- 
ken Definition  han  sigter.     Han  siger  nemlig  158'' 29: 

hnxz  Sk  xa\  iv  ~o1q  iiabijitaaiv  Ivia  ål  iipiaiioTj  Ogsaa  i  Mathematiken  synes  et  og  andet 
ï}.XEui)iv  où  padiwç  yputpeaHat,  nlov  xai  ort  at  være  vanskeligt  at  fremstille  paa  Grund 
Yj  Ttapù  r/jv  7:?,eijpàu  répvouua  zo  enlnsåov  af  Mangel  paa  Definition,  f.  Ex.  at  den 
ânnimz  dtaipet  zrjv  re  ypappr^v  xat  ro  '/^lopiov.  Linie,  der  skærer  et  Parallelogram  paral- 
TOU  8Ï  (tpiapnu  pTjHévToç  èultécoç  (favspùu  lelt  med  en  Side,  deler  baade  Linien  [d: 
TO  Åeyapevov  r/^u  jap  aurqv  àvxavalpzaiv  en  af  de  andre  Sider]  og  Fladen  paa  samme 
ï-^tt  ro.  ytopia  xac  al  ypappai,  Ian  d'ôpiapoç  Maade  [d:  proportionalt].  Men  naar  De- 
Toù  uàrnù  Xoynu  ohzoq,.  finitionen  er  udtalt,    er  Sætningen  straks 

indlysende;  thi  Fladerne  og  Linierne  har 
samme  Antanairesis  og  dette  er  Defini- 
tionen paa  samme  Forhold  [Proportio- 
nalitet]. 

Kunstordet  (hzavaipiaiç.  gengives  af  Aristoteles'  Kommentator  Alexandkos 
(in  Top.  S.  545,15  ed.  Wallies)  ved  Ordet  ùvHuifaipaaiç,  som  i  Euklid  VII,  2  og  X,  2 
bruges  om  de  Subtraktioner,  som  anvendes  ved  den  sædvanlige  Bestemmelse  af 
største  fælles  Maal.  Da  de  dertil  tjenende  Operationer  er  de  samme,  som  nu  bruges 
ved  Udvikling  i  Kædebrøk,  kan  man,  selv  om  Grækerne,  der  jo  paa  den  Tid  end 
ikke  brugte  Brøksform  (S.  17  (215)),  ikke  kendte  til  nogen  Opstilling  som  Kæde- 
brøk, noget  frit  oversætte  Antanairesis  ved  „Udvikling  i  Kædebrøk".  De  nævnte 
Steder  anvendes  denne  Operation  til  at  prøve,  om  to  Størrelser  er  kommensurable 
eller  inkommensurable.  Det  sidste  vil  være  Tilfældet,  naar  Operationen  ikke  kan 
bringes  til  Ende.  Dette  er  en  speciel  Form  for  den  her  fremsatte  Definition  paa 
Ligestorhed  af  Forhold;  thi  at  to  Størrelser  har  en  Antanairesis,  som  ikke  kan 
føres  til  Ende,  tilkendegiver  netop,  at  deres  Forhold  ikke  tilfredsstiller  Betingelsen  for 
at  være  ligestort  med  Forholdet  mellem  to  hele  Tal,  da  dette  har  en  endelig  Antanaire- 
sis. Idet  nu  efter  Aristoteles  ogsaa  i  Almindelighed  Ligestorheden  prøves  ved  den  fort- 
satte Overensstemmelse  mellem  de  paa  Forholdene  anvendte  Antanaireses,  altsaa  ogsaa 
mellem  de  Kædebrøker,  som  faas  ved  at  standse  disse  paa  samme  Sted,  udtrykker 
Definitionen,  at  man  bestemmer  Værdien  af  et  Forhold  som  Grænseværdien  for  de 
af  Forholdet  dannede  Kædebrøkskonvergenter. 

Dermed  har  man  altsaa  i  hvert  Fald  det  første  af  de  forannævnte  Trin. 
Dette  kan  man  fra  først  af  have  troet  tilstrækkeligt,  idet  man  formente,  at  Tilnær- 
melsesbrøkerne  virkelig  gav  en  saadan  Bestemmelse  af  Grænseværdierne,  at  man  af 
de  førstes  Ligestorhed  eller  Uligestorhed  umiddelbart  kunde  slutte  de  sidstes,  med 
andre  Ord,  at  en  given  Antanairesis  repræsenterer  en  derved   fuldkommen   bestemt 
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Størrelse.  Al  nu  dog  denne  Formening  kræver  el  Bevis,  liar  man,  som  Begyndelsen 
af  Euki.id's  X.  Bog  viser,  erkendt  allerede  i  det  førnævnte  specielle  Tilfælde,  idet 
Sætningen  X,  1.  eller  (hvad  den  maalte  være,  saalænge  den  ikke  udlededes  af  V., 
Def.  4.)  „Postulatet"  X,  1.  er  sat  i  Spidsen  som  Grundlag  for  Bevisel  for,  at  lo  Stør- 
relser, der  giver  en  uendelig  Antanairesis,  er  inkommensurable.  Saa  meget  mere 
nødvendigt  var  det  ogsaa  al  bygge  den  almindelige  Paastand  om  Ligeslorhed  af  For- 
hold med  samme  Antanairesis  paa  samme  Forudsætning.  Dermed  var  det  andet 
Trin,  bevist  Grænseovergang,  naael.  Al  delle  allerede  var  skel  paa  Aristoteles' 
Tid'),  fremgaar  af  hans  all  omlalle  Kendskab  til  Euklu)  V,  Def.  4.  og  X,  1. 

Vor  Formodning  om,  al  den  græske  Malhemalik  ogsaa  har  laget  delte  Mellem- 
trin med,  inden  den  naaede  til  V.  Bogs  Bestemmelse  af  Ligestorhed  af  Forhold,  har 
allsaa  bekræftet  sig.  Idel  Alexandros  paa  del  nys  anførte,  af  Heiberg  citerede, 
Sted  gentager  Aristoteles'  Definition  paa  lige  store  Forhold,  meddeler  han,  at  de 
gamle  {ol  åpyaioi)  brugte  den.  Dette  er  saaledes  sket,  før  man  gik  over  til  den 
Definition,  som  opstilles  i  Euklid  V,  Def.  5.,  og  dermed  til  det  af  os  betegnede 
I  red  i  e  Trin. 

Forskellen  mellem  den  hos  Aristoteles  og  hos  Euklid  angivne  Definition 
kan  belegnes  som  en  Forskel  mellem  Analyse  og  Synthese.  Ved  at  anvende  en 
Antanairesis  paa  Forholdet  mellem  lo  forelagte  Størrelser  anvender  man  samme 
Operation,  som  naar  Forholdet  mellem  to  kommensurable  Størrelser  skal  forkortes, 
til  muligvis  at  sætte  simplere  Forhold  i  Stedet.  Del  sker  ved  Divisioner,  eller  ved 
sukcessivt  at  subtrahere  Multipla  af  den  ene  fra  den  anden.  Er  Størrelserne  inkom- 
mensurable, lykkes  det  ikke  al  komme  til  Ende  hermed;  men  to  Forholds  Lige- 
storhed viser  sig  ved,  al  Operationen  anvendt  paa  dem  stadig  giver  samme  Resul- 
tater. Om  den  derved  konstaterede  Ligestorhed,  som  er  fundet  ved  gentagne  Divi- 
sioner, er  tilstede,  kan  man  omvendt  prøve  ved  Multiplikation  af  Forholdenes 
Led.  Derved  kommer  man  til  den  euklidiske  Definition  V,  5.  paa  Forholdenes  Lige- 
storhed, som  giver  den  synthetiske  Prøve  paa  Resultatet  af  den  nævnte  Analyse- 
At  den  kan  gennemføres,  er  sikret  ved  Definition  V,  4.;  denne  udtrykker,  al  man 
ved  Multiplikation  af  en  Størrelse  kan  naa  udover  en  anden,  og  giver  saaledes  en 
Prøve  paa  X,  1  ,  der  udtrykker,  al  man  ved  sukcessive  Subtraktioner  eller  en  der- 
med ensgældende  Division  af  den  anden  kan  naa  ned  under  den  første. 

Stedet  hos  Aristoteles  gør  det  sandsynligt,  at  endnu  Theudios  har  anvendt 
den  „archaiske"  Definition  paa  Ligestorheden  af  to  Forhold^).  Denne  har  let  kun- 
net anvendes  til  al  bevise  Sætninger  om  Proportionalitet  af  geometriske  Størrelser; 
saaledes    kan    man   i   del   af  Aristoteles    nævnte    Exempel    se,  at  de  til   Forholdet 

')  Herved  bortfalder  den  Formodning,  som  jeg  fremsætter  i  Oversigt  1915  S.  354,  om  at  muligvis 
forst  Euklid  skulde  have  bemærket  Nødvendigheden  af  at  anvende  X,  1  til  at  begrunde  det  af  Theodoros 
og  Theaitet  anvendte  Kendetegn  paa  Inkomniensurabilitet.  Dette  turde  tværtimod  liave  været  et  af  de 
første  Tilfælde,  hvor  man  har  set  Nødvendigheden  af  et  Bevis  for  den  benyttede  Grænseovergang. 

'-')  Hermed  passer  ogsaa  de  i  Heibeho:  Mathematisches  zu  Aristoteles  S.  11  anførte  Steder  lige- 
saa  godt  som  med  Anvendelse  af  den  euklidiske  Proportionslære. 
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mellem  Sider  og  Forholdet  mellem  Arealer  hørende  Antaiiaireses  følger  hinanden 
Skridt  for  Skridt,  og  paa  lignende  Maade  gaar  det  med  de  fleste  af  de  i  Euklid  VI 
opstillede  Sætninger,  der  direkte  angaar  Proportionalitet  og  Ligedannethed.  Men 
Antanairesis  er  i  sig  selv  en  vidtløftig  Operation  og  giver  derfor  et  mindre  over- 
skueligt Kendemærke  end  den  i  Euklid  V,  Def.  5.  angivne  Multiplikationsprøve. 
Den  sidstes  Anvendelse  paa  et  bestemt  Tilfælde  lader  sig  derfor  udtrykke  med 
større  Præcision.  Og  at  bygge  en  saa  almindelig  og  abstrakt  Lære  om  Propor- 
tioner og  disses  Omdannelse  som  den,  vi  finder  i  Euklid's  V.  Bog,  paa  gentagen 
Anvendelse  af  Antanairesis  turde  blive  vidtløftigt  og  er  næppe  gennemført. 

Euklid's  Proportionslære  beror  derimod  paa  en  konsekvent  gennemført  Brug 
af  den  i  V,  Def.  5.  og  7.  nøjagtig  beskrevne  Multiplikationsprøve.  Naar  derfor  Hei- 
BKRG  i  denne  nærmest  blot  ser  en  bedre  Formulering  af  den  Prøve  paa  Ligestorhed 
af  Forhold,  som  findes  hos  Aiustoteles,  og  mener,  at  denne  Forbedring  kunde 
skyldes  Euklid,  vilde  dette  føre  til  en  Konsekvens,  som  Heiberg  vel  næppe  vilde 
tage,  nemlig  at  det  Mesterstykke,  som  Proportionslæren  i  V.  Bog  er,  hovedsagelig 
skulde  skyldes  Euklid  tværtimod  den  Tradition,  som  fører  den  tilbage  til  Eudoxos. 
Denne  Tradition,  der  kommer  til  Orde  i  el  Scholie  til  Euklid's  Elementer'),  turde 
i  alt  Fald  være  rigtig  for  Grundlagets  Vedkommende,  hvad  derogsaa  stemmer  med, 
at  Archimedes,  der  nævner  Eudoxos  som  den,  der  har  opstillet  Grundlaget  for  Infini- 
tesimalundersøgelser, andelsteds  meddeler  del  dertil  tjenende  Postulat  i  den  Form, 
som  det  har  i  V.  Bog,  medens  Eudoxos  udenfor  Proportionslæren  rimeligvis,  som 
Euklid  i  XII.  Bog,  har  anvendt  dets  Omdannelse  til  X,  1. 

Den  Omstændighed,  at  Aristoteles  dog  ikke  viser  noget  Kendskab  til  den 
Form  for  Proportionslæren,  som  er  gennemført  hos  Euklid,  men  holder  sig  til  den 
„archaiske"  Definition  paa  Proportioner,  kan  maaske  forklares  saaledes,  at  den  nye 
Definition  vel  var  opstillet  af  Eudoxos  indenfor  Mathemalikernes  Kreds  og  dens 
Brugbarhed  som  Grundlag  for  en  fuldstændig  Proportionslære  paavist,  men  at  en 
saadan  endnu  ikke  var  udviklet  saaledes  i  sin  fulde  Sammenhæng,  al  Theudios 
kunde  bruge  den  i  sine  Elementer,  og  at  Aristoteles  kendte  den  eller  kunde  hen- 
vise sine  Disciple  til  den  som  Exempel.  Hertil  var  da  den  ældre  og  mere  kendte 
Definition  bedre  egnet.  Muligheden,  ja.  Rimeligheden  for,  at  der  gik  nogen  Tid 
mellem  Eudoxos'  Opstilling  af  en  ny  Definition  og  en  fuldstændig  gennemført  Brug 
af  denne,  fremgaar  ved  en  Sammenligning  med  Nutiden,  hvor  Dedekind's  Opstil- 
ling af  Snilmethoden  jo  ikke  straks  medførte  en  gennemført  Brug  deraf  i  alle  de 
Tilfælde,  for  hvilke  den  er  bestemt.  Eudoxos  kan  derfor  godt  være  Grundlægger 
af  den  i  Euklid  V.  indeholdte  Proportionslære,  medens  en  af  hans  Efterfølgere, 
rimeligvis  Euklid,  har  Æren  for  den  konsekvente  Gennemførelse  af  denne  Lære, 
som  vi  finder  paa  det  anførte  Sted.     Et    uundværligt-)  Supplement   til  denne  Lære, 


')  Hf.iberg's  Udgave  af  Euklid,  V.  S.  282,in.  Det  kan  dog  tænkes,  at  Scholiasten  støtter  sin  An- 
givelse paa  det  samme  Sted  lios  Archimedes,  som  vi  ogsaa  her  henviser  til. 

'-)  Herpaa  gøres  ogsaa  opmærksom  i  min  „Forelæsning  over  Mathematikens  Historie'.  (Dansk  Ud- 
gave S.  127,  Tysk  S.  145,  Fransk  S.  119),  hvor  Brugen  af  sammensatte  Forhold  tillige  paavises. 
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der  som  Existensbevis  efter  det  først  ved  Eudoxos'  Discipel  Menaichmos  indførte 
Princip  niaatte  føres  ved  en  geometrisiv  Konstruktion  og  derfor  henvises  til  VI.  Bog, 
maa  særlig  antages  at  skyldes  EuKLin.  Det  vedrører  et  Hovedpunkt  af  Proporlions- 
læren,  nemlig  Dannelsen  af  sammensatte  Forliold  Euklid  V.,  22.  (og  23.),  denne 
Form,  hvorunder  Multiplikation  (og  Division)  af  de  ved  Forhold  fremstillede  rene 
Tal  (i  moderne  Betydning)  udføres.  Ved  Sammensætning  af  to  Forhold  forudsættes 
det  nemlig,  at  man  har  givet  dem  Formerne  a:  b  og  b  :  c,  og  det  sammensatte  For- 
hold bliver  da  a  :  c.  For  altsaa  at  kunne  anvende  Sammensætningen  paa  et  vil- 
kaarligt  Forhold  e  :  f  maa  dette  kunne  skrives  under  Formen  b  :  c.  Dette  bevises  i 
Euklid  VI,  12.  ved  Konstruktion  af  fjerde  Proportional  til  e.  f  og  b.  Ligeledes  vises 
Existensen   af  en   Mellemproportional   i  VI,  13.  ved  dens  geometriske   Konstruktion. 

Kan  der  saaledes  ikke  siges  noget  bestemt  om,  hvor  langt  frem  Eudoxos  har 
ført  Proportionslæren,  kan  der  ogsaa  være  nogen  Tvivl  om,  paa  hvor  tidligt  et 
Trin,  han  har  grebet  ind.  Theaitet,  der,  rimeligvis  i  Tilslutning  til  Theodokos, 
har  benyttet  Antanairesis  som  Kendetegn  paa,  om  to  Størrelser  er  kommensurable 
eller  ej  (Oversigt  1915,  S.  356),  maa  have  anvendt  den  samme  Proces  til  at  prøve, 
om  to  Forhold  er  ligestore  eller  uligestore,  et  Spørgsmaal,  som  han  for  Anvendel- 
sernes Skyld  ikke  kan  have  ladet  ubesvaret.  Om  hans  Behandling  af  Proportioner 
dermed  har  staaet  paa  det  første  eller  andet  af  de  af  os  betegnede  Trin,  beror 
dels  paa,  om  han  blot  stiltiende  har  benyttet  dette  Kendetegn  eller  udtrykkelig  ud- 
talt det,  dels  paa,  om  han  har  været  opmærksom  paa,  at  Brugbarheden  af  dette 
Kendetegn  saavel  som  det  i  Euklid  X,  2.  opstillede  Kendetegn  paa  Inkommensur- 
ai)ililet  afhænger  af  en  Anerkendelse  af  den  i  Euklid  X,  1.  opstillede  Sætning,  og 
om  han  udtrykkelig  har  opstillet  denne.  I  saa  Fald  har  det  dog  vistnok  været  som 
Postulat;  thi  der  er  næppe  Grund  til  at  tro  andet,  end  at  det  er  Eudoxos,  der  ved 
en  yderligere  Analyse  har  fundet,  at  man  kan  gaa  tilbage  til  det  i  V,  Def.  4.  op- 
stillede Postulat  og  deraf  udlede  X,  1.  som  Sætning.  At  det  i  hvert  Fald  er  Eudoxos, 
der  udenfor  Proportionslæren  har  anvendt  X,  1.  til  saadanne  infinitesimale  Bestem- 
melser som  dem  i  Euklid  XII,  er  efter  Archimedes' Vidnesbyrd  ganske  utvivlsomt.- 

Som  man  vil  se,  er  det  kun  Spørgsmaal  om  de  enkelte  Personers  Andel  i  de 
forskellige  Fremskridt,  der  kan  underkastes  Tvivl.  Saadanne  vil  imidlertid  aldrig 
udeblive,  naar  forskellige  Personer  staar  i  nogen  Forbindelse  under  deres  Arbejde 
paa  samme  Sag  (smlgn.  Fremskridtene  i  det  XVII.  Aarhundrede).  Den  historiske 
Rækkefølge  af  selve  Fremskridtene  turde  derimod  være  godt  opklaret  ved  de  spar- 
somme Oplysninger,  som  vi  har  om  den  Tid,  der  gaar  forud  for  Euklid's  Elementer. 
Af  disse  Oplysninger  er  det  anvendte  Sted  hos  Aristoteles  et  værdifuldt  Led. 


310  XII    Kapitel.  112 

Kap.  XII. 

Almindeliggørelse  af  Sætninger;  Brug  af  Ligninger 

af  2.  Grad. 


I  Aristoteles'  Analytica  Posteriora  I,  5.  opstilles  den  Fordring,  al  de  Forudsæt- 
ninger, under  hvilke  en  Sætning  bevises  (og  udtales)  bør  være  de  almindeligste, 
under  hvilke  den  samme  Sætning  gælder.  I  Geometrien  maa  dette  Krav  gaa  ud 
paa,  at  den  Figur,  som  en  Sætning  gælder,  bør  være  den  almindeligste  Figur,  for 
hvilken,  den  er  rigtig.  Det  oplyses  ved  følgende  geometriske  Exenipel  (Aristoteles 
74"  13):  Hvis  nu  nogen  har  vist,  at  de  rette  Linier  vinkelrette  (paa  en  og  samme 
Linie)  ikke  skærer  hinanden,  kunde  det  synes,  at  hans  Bevis  gjaldt  paa  Grund  af, 
at  de  alle  er  vinkelrette;  men  saaledes  forholder  det  sig  ikke;  det  gælder  ikke,  fordi 
de  netop  paa  denne  Maade  danner  ligestore  Vinkler,  men  fordi  de  overhovedet  dan- 
ner ligestore  Vinkler.  Aristotelks,  som  paa  dette  Sted  henter  flere  Exempter  fra 
Geometrien,  udtaler  vistnok  her  og  mange  andre  Steder,  hvad  Geometerne,  særlig 
de,  der  arbejdede  paa  den  Reform,  som  beskæftiger  os,  selv  gjorde  gældende.  Men 
hans  Fremsættelse  og  Almindeliggorelse  af  denne  oprindelig  geometriske  Regel  maatle 
bagefter  give  den  forøget  Autoritet,  ikke  mindst  for  Elementforfatteren.  Euklid  har 
da  ogsaa  fulgt  den  og  særlig  i  sin  VL  Bog  benyttet  den  ved  den  almindelige  Pro- 
portionslære  i  V.  givne  Lejlighed  til  Almindeliggørelse  af  de  opstillede  geometriske 
Sætninger. 

Et  Exempel  herpaa  er  Almindeliggørelsen  af  den  pytliagoreiske  Læresætning 
i  VI,  31.,  hvor  Kvadraterne  paa  Siderne  i  en  retvinklet  Trekant  ombyttes  med  lige- 
dannede Figurer  paa  disse  Sider.  Naar  Proklos  (S.  426,12)  udtaler  sin  særlige  Be- 
undring af  denne  Sætning,  kan  jeg  i  visse  Maader  tiltræde  denne  Beundring.  Det 
er  dog  ikke,  fordi  den  paa  det  Tidspunkt  kunde  antages  at  udvide  den  geometriske 
Viden  væsentlig.  Saaledes  sætter  allerede  Hippokrates  med  saa  stor  Frihed  lige- 
dannede Afsnit  i  Stedet  for  Kvadraterne  paa  deres  Korder,  at  han  sikkert  ikke  kan 
have  været  i  nogen  Tvivl  om  Gyldigheden  af  det  i  VI,  3L  opstillede  Theorem; 
men  Opfattelsen  af  den  egentlige  pythagoreiske  Sætning  som  et  specielt  Tilfælde 
af  den  udvidede  har  en  stor  intellektuel  Værdi  derved,  al  man  i  Overensstem- 
melse med  Aristotells'  Udtryk  paa  det  anførte  Sted  kan  sige,  at  det  i  den  pytha- 
goreiske Sætning  ikke  er  paa  Grund  af,  al  Figurerne  paa  Siderne  i  den  retvink- 
lede Trekant  netop  er  Kvadrater,  men  paa  Grund  af,  at  de  i  deres  Egenskab  af 
Kvadrater  er  ligedannede,  at  Hypotenusens  Kvadrat  bliver  lig  Summen  af  Ka- 
theternes. 

Der  gives  imidlertid  ogsaa  Tilfælde,  hvor  en  saadan  Almindeliggørelse  nærmest 
virker   forstyrrende,    fordi    Sætningen    netop    faar   sin    Brugbarhed  ved   at  anvendes 
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pan  (le  mere  specielle  Tilfælde,  og  hvor  Almindeliggørelsen  afleder  Opmærksom- 
heden fra  denne  Brugbarhed.  Delte  er  en  Anledning  til  særlig  at  fremhæve 
den  egentlige  pythagoreiske  Sætning,  og  i  det  af  Aristoteles  nævnte  Tilfælde 
vil  det  ofte  være  bekvemmere  at  bestemme  Paralleler  som  dem,  der  staar  vinkel- 
rette paa  en  given  Linie,  end  som  dem,  der  danner  en  anden  given  Vinkel  med 
en  anden.  Saaledes  har  det  vel  stor  intellektuel  Interesse,  at  rette  Linier  be- 
stemmes paa  samme  Maade  i  et  skævvinklet  Koordinatsystem  som  i  et  retvinklet, 
men  naar  Koordinatsystemet  blot  skal  optræde  som  Hjælpemiddel  ved  geome- 
triske Undersøgelser,  vil  man  dog  jævnlig  forelrække  el  retvinklet,  .som  det,  der 
samtidig  giver  en  simplere  bestemmelse  af  Afstande  og  Vinkler,  samt  af  Cirkler. 
Af  lignende  Grunde  kan  vi  ikke  ubetinget  prise  den  almindelige  Skikkelse,  .som 
EuKUD  i  VI,  28.-29.  har  givet  de  .saakaldte  Fladeanlæg  og  i  VI,  27.  den  til  det 
første  af  disse  svarende  Mulighedsbetingelse,  idel  han  ombytter  Rektangler  med 
Parallelogrammer  med  en  given  Vinkel  og  det  manglende  eller  overskydende  Kva- 
drat med  el  Parallelogram,  hvori  tillige  Siderne  staar  i  et  givet  Forhold.  Som  For- 
fatter af  „Elementer"  med  det  videnskabelige  Formaal  at  danne  Grundlaget  for  videre- 
gaaende  Under.sogelser  kan  EiiKun  vel  føle  en  vis  Forpligtelse  til  at  gøre  sine  Sæt- 
ninger saa  almindelige  som  muligt;  desto  mere  kan  der  da  bygges  paa  dem.  Men 
paa  samme  Tid  skjuler  Almindeliggørelsen  af  disse  Sætninger  del  algebraiske  For- 
maal, for  hvilket  de  var  bestemte,  og  som  paa  en  simplere  Maade  opfyldes  af  de 
simple  F'ladeanlæ.g.  Disse  falder  ganske  sammen  med  den  nu  brugelige  algebraiske 
Løsning,  naar  man  blot  ombytler  deres  Rektangler  og  Kvadrater  med  Produkter 
og  anden  Potens,  deres  Bestemmelse  af  en  Side  i  en  retvinklet  Trekant,  hvis  lo- 
andre  Sider  er  givne,  med  en  Kvadralrodsuddragning. 

Den  pythagoreiske  Sætning  var  allerede  i  I.  Bog  fremsat  i  sin  simple  Skikkelse, 
og  der  havde  allerede  været  rigelig  Lejlighed  i  II.— IV.  Bog  til  al  vise  de  Anven- 
delser, som  man  kan  gøre  af  den  netop  i  dens  ikke  almindeliggjorte  Skikkelse. 
Ligeledes  var  parabolske  Fladeanlæg  og  et  Rektangels  Omdannelse  til  el  Kvadrat, 
eller,  som  vi  nu  siger,  Løsningerne  af  Ligningerne  ax  =  bc  og  .r-  =  ab  i  I.  og  II. 
givne  i  deres  algebraisk-geometriske  Form,  før  de  i  VI,  12.  og  13.  behandles  ved 
Proportioner.  Derimod  er  Ligningerne  ax  —  x"  =  fcc  og  i  ax  +  x-^  =  bc,  hvis  geo- 
metriske Fremstilling  og  hvis  Løsning  er  indbefattede  i  de  almindeliggjorte  Flade- 
anlæg VI,  28.  og  29.,  ikke  forud  opstillede  i  deres  oprindelige  .simple  Skikkelse, 
om  end  deres  Tilknytning  til  den  geometrisk-algebraiske  Behandling  tydelig  frem- 
gaar  af  II,  5.  og  6. 

Del  er  dog  udelukkende  i  denne  simplere  Skikkelse,  at  Euklid  virkelig  an- 
vender Fladeanlægene,  hvad  han  gør  i  rigt  Maal  i  X.  Bog.  Foruden  Afslutningen 
af  Theaitet's  Undersøgelse  af  Rodslørrelsers  Irrationalitet  indeholder  denne  en 
Klassilikation  af  de  Størrelser,  som  er  irrationale  ved  Kvadratrod.  Udtalt  saa- 
ledes falder  denne  InddeUng  delvis  i  Øjnene  ved  Brug  af  det  moderne  Kvadratrods- 
tegn, men  ogsaa  kun  delvis,  idel  Udtryk  af  visse  Former  kan  reduceres  lil  andre, 
navnlig  ved  at  hæve  dobbelt  Irrationalitet.     Euklid,  der  omhyggelig    medtager  saa- 

41 
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danne  Reduktioner,  danner  de  samme  Størrelser  ved  Løsning  eller  sukcessive  Løs- 
ninger af  Ligninger  af  2.  Grad.  Det  er  disse,  der  ved  at  gøres  til  Fladeanlæg  opstilles 
som  Ligninger  af  1.  Grad  mellem  Rektangler  og  Kvadrater,  og  efter  Sætningerne 
om  Fladeanlæg  fores  tilbage  til  Angivelse  af  en  Konstruktion;  men  at  Spørgsmaalet 
er  om  de  fremkomne  Størrelsers  Kommensurabilitet  med  givne  Størrelser  eller  ind- 
byrdes, viser,  at  der  ogsaa  tænkes  paa  Anvendelsen  paa  numeriske  Ligninger. 

Under  disse  Omstændigbeder  er  del,  at  X.  Bog  kommer  til  at  indebolde  saa 
mange  Fladeanlæg,  nemlig  i  17,  18,  54,  55,  91  —  101.  Idet  Undersøgelsen  i  sig  selv  er 
algebraisk,  niaa  Euklid  her  ogsaa  paa  anden  Maade  foretage  algebraiske  Omdan- 
nelser, som  man  nu  vilde  foretage  ved  Algebraens  nuværende  Symboler,  men  som 
Euklid  maa  fremstille  ved  den  geometriske  Algebras  Rektangler  og  Kvadrater.  Som 
omtalt  i  VII.  Kapitel  har  Euklid  vel  i  II.  Bog  fremsat  og  bevist  nogle  af  de  Sæt- 
ninger, der  ligger  til  Grund  herfor,  navnlig  Konstruktionen  af  en  Gnomon,  og  dertil 
føjet  nogle  geometriske  Anvendelser  som  han  har  øjeblikkelig  Brug  for;  men  disse 
Sætninger  giver  ikke  en  direkte  Fremstilling  af  Methoden.  Naar  Euklid  vil  bruge 
den  i  sin  synthetiske  Fremstilling,  og  naar  det,  han  vil  bruge,  ikke  allerede  inde- 
holdes i  Sætningerne  i  II.  Bog,  maa  han  give  det  Form  af  Hjælpesætninger,  om  det 
end  beror  paa  en  nok  saa  simpel  Anvendelse  af  Methoden.  Af  saadanne  Hjælpe- 
.sætninger  træffer  vi  derfor  flere  i  X.  Bog,  saaledes  til  Bevis  for  Sætningerne  17, 
22,  29,  33,  54,  60. 

Den  geometriske  Algebra  viser  sig  .saaledes  at  være  en  Methode,  som  Euklid 
har  til  Raadighed,  hver  Gang  han  har  Brug  for  den.  Da  beviser  han  i  sin  sæd- 
vanlige synthetiske  Form  de  af  dens  Sætninger,  som  han  skal  bruge  og  ikke  tid- 
ligere har  bevist;  men  et  saadant  Overblik  over  disse  Sætninger,  som  særlig  vilde 
vejlede  ved  Anvendelse  af  Methoden,  giver  han  derimod  intetsteds.  Det  vigtigste 
før  hans  Tid  vundne  Udbytte  af  denne,  nemlig  Løsningen  af  Ligninger  af  2.  Grad 
i  Form  af  Fladeanlæg,  har  det  vel  hørt  med  til  hans  Formaal  at  bevise  ogsaa  for 
dets  egen  Skyld.  Dette  viser  sig  ikke  mindst  ved  hans  Bestræbelse  for  at  give  det 
en  saa  almindelig  Form  som  muligt;  men  trods  hans  flittige  Brug  af  de  deri  ind- 
befattede simple  Fladeanlæg  finder  han  det  ikke  engang  fornødent  at  opstille  disse 
som  Koronarer  til  de  almindelige,  som  han  dog  ikke  bruger  i  den  almindelige  Form. 
Alt  dette  tyder  paa,  at  Euklid  ikke  blot  selv  har  haft,  men  ogsaa  hos  sine  Lær- 
linge har  turdet  forudsætte  en  større  Færdighed  i  Anvendelse  af  den  geometriske 
Fremstilling  af  Algebraen,  end  nu  Læsere  af  Euklid,  der  mener  hos  ham  selv  at 
skulle  finde  Omfanget  af  hans  Hjælpemidler  direkte  paapeget,  ofte  antager.  Under 
disse  Omstændigheder  vil  Rækkevidden  af  hans  algebraiske  Hjælpemidler  yderligere 
være  forøget  ved  den  almindelige  Behandling  af  Proportioner,  der  tillader  en  Frem- 
.stilling  af  Produkter  med  et  hvilketsomhelst  Antal  Faktorer  ved  Hjælp  af  sammen- 
satte Forhold.  De  almindeliggjorte  Fladeanlæg  i  VI.  Bog,  hvilke  Euklid  dog  som 
.sagt  ikke  selv  tager  i  Brug,  vil  paa  denne  Maade  fremstille  en  Ligning  af  2.  Grad 
med  Koefficient  til  det  kvadratiske  Led  (se  Kcglesnitslæren  i  Oldtiden  1.  Afsnit). 

Af  det  her  anførte  Skrift  ses,  al   det  er  ved   gennemgaaende    Brug   af  den  ved 
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Hjælp  af  Pioporlionslæreii  udvidede  geometriske  Algebra,  at  Apollomos  har  kunnet 
gennemføre  de  omfattende  Undersøgelser,  som  hans  „Keglesnit"  indeholder.  Paa 
dette  Sted  bor  vi  imitilertid  især  fremdrage  de  Kendetegn  paa  Færdighed  i  alge- 
braiske Undersøgelser  i  geometrisk  Form,  som  allerede  Euklid  lægger  for  Dagen 
udover,  hvad  han  deraf  har  faaet  Brug  for  i  „Elementerne-'.  Saadanne  kan  søges 
i  „Data",  som  jo  netop  er  beregnet  paa  at  lægge  den  mathematiske  Viden  til  Rette 
til  Brug  for  de  i  Analysen  indeholdte  Reduktioner.  Det  er  netop  saadanne  Reduk- 
tioner af  de  i  opstillede  Ligninger  udtrykte  Fordringer,  som  vi  nu  foretager,  naar 
vi  løser  Ligningerne  algebraisk.  I  de  Tilfælde,  hvor  en  antik  Undersøgelse  har  el 
algebraisk  Formaal,  vil  „Data",  blot  i  geometrisk  Form,  give  Anvisning  paa  de 
samme  algebraiske  Reduktioner,  som  vi  nu  udtrykker  i  det  algebraiske  Tegnsprog. 
Ved  en  umiddelbar  Oversættelse  af  den  geometriske  Fremstilling  ses  det  saaledes, 
at  Data  84.  og  85.  udtrykker  det  samme  som,  at  Løsningen  af  Ligningerne  xij  =  a 
ij — a-=Z7  føres  tilbage  til  Løsning  af  Ligningen  x'^ -\- bx  ^  a  (hyperbolsk  Flade- 
anlæg), Løsningen  af  Ligningerne  xij  =  a,  x  -{-  ij  =  b  til  Løsning  af  Ligningen 
bx  —  o;"^  =  a  (elliptisk  Fladeanlæg).  I  86.  rummer  den  geometriske  Form  en  helt 
gennemført  algebraisk  Løsning  af  Ligningerne 

xg^a 
y"  —  mx'  =  b. 
Vi  skal  nedenfor  fremsætte  den  umiddelbare  Oversættelse  af  Løsningen  paa 
Algebraens  nuværende  Sprog,  idet  vi  blot  bemærker,  al  de  deri  forekommende  Pro- 
dukter betegner  Parallelogrammer  (Rektangler),  x"  og  y"  Kvadrater,  og  al  de  Ud- 
tryk ved  de  givne  Størrelser,  som  vi  skriver  paa  højre  Side  af  vore  Ligninger,  er 
Gengivelse  af,  at  det  siges,  al  Udtrykkene  paa  venstre  Side  er  „givne",  det  vil  sige: 
efter  ha  an  den  kan  beslemmes,  naar  a,  b  og  m  er  givne.  Vi  skriver  da  kun  de 
algebraiske  Betegnelser  for  de  Operationer,  ved  hvilke  disse  sukcessive  Bestemmel- 
ser, som  Euklid  betragter  som  bekendte,  maa  foregaa  i  Henhold  til  de  tidligere 
Sætninger  af  Bogen.  Anvendelsen  af  geometrisk  Fremslilling  spiller  her  næslen 
ingen  Rolle;  den  beslaar  kun  i,  at  den  Hjælpestørrelse,  vi  her  kalder  r,  afsættes 
ud  ad  ij,  hvorved  ogsaa  y  —  z  bliver  fremstillet  som  el  Liniestykke;  saadanne  be- 
tegner Euklid  helt  igennem  ved  Bogslaver  paa  Endepunkterne.  Operalionerne 
er  da  de  følgende  :  Man  sætter 

b  =  yz 

og,  da  b  =^  y"  —  mx-  og  xy  =^  a,  faas  eflerhaanden,  idel  vi  Skridt  for  Skridt  gengiver 
Euklid's  Slutninger: 

y  (y  —  z)  _  _,      ?  _  «       ^'  _  ?"  ^'        _  1      4j/  (y  —  ;)  _         a^ 

x^  '     z        b'     z'        /)='     nlu  —  z)        m'  z^-      -^"'ftä' 


4ya,-z)+^_(2y-z)^^^^aj 


[  4m  ^ 


1, 

41* 
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f  =  S  =  |-UV*"P  +  >  +  >)' 


26 


b 
og  da  yz-=b,  bliver 


V4mg+1-^1' 


y  =  M 


\/4mp+l  +  l 
2b 


Alt  dette  er  Algebra,  ved  hvis  Fremstilling  i  Ord  de  geometriske  Fremstillings- 
midler  slet  ingen  Rolle  spiller,  og  geometrisk  Anskuelse  sættes  paa  intet  Punkt  af 
Euklid's  Fremstilling  i  algebraiske  Slutningers  Sled.  Hver  enkelt  af  de  Ligninger, 
vi  har  opstillet,  er  bj'gget  paa  en  foregaaende.  Sætning  (eller  Definition)  i  Dala,  lil 
hvilken  henvises  i  Menge's  Udgave.  Vel  er  det  paa  en  geometrisk  Konstruktion 
af  den  Størrelse,  som  siges  at  være  given,  naar  de  i  de  foregaaende  bestemte  Stor- 
relser  er  det,  at  der  formelt  gives  Anvisning;  men  da  man  af  Euklid's  X.  Bog  har 
sluttet,  al  Grækerne  allerede  paa  den  Tid  ogsaa  anvendte  Fladeanlæg  lil  Losning 
af  numeriske  Ligninger,  og  om  end  rimeligvis  med  ret  grov  Tilnærmelse  uddrog 
de  derved  forekommende  Kvadratrødder,  kan  vi  vide,  at  de  ogsaa,  naar  a,  b  og  m 
var  givne  som  Tal,  forstod  at  omsætte  de  her  foreskrevne  Konstruktioner  til  suk- 
cessiv  Beregning  af  de  Størrelser,  som  efterhaanden  jjaastaas  at  være  „givne",  hvilkel 
maatte  ske  i  fuld  Overensstemmelse  med  de  moderne  mathematiske  Tegn,  hvorved 
vi  har  udtrykt  de  foreskrevne  Konstruktioner.  Euklid  siger  iøvrigt  ikke  noget 
nærmere  om,  i  hvilken  Form  a,  b  og  m  er  givne,  medens  den  konstruktive  Løs- 
ning vilde  kræve,  at  a  og  fc  fremstilles  som  Arealer  af  givne  Figurer,  m  som  For- 
holdet mellem  lo  Linier. 

Den  geometriske  Form  var  dog  nødvendig  for  Euklid,  der  ikke  havde  vore 
Betegnelser  for  almindelige  Størrelser  og  algebraiske  0|)eralioner  med  disse,  naar 
han  skulde  give  en  almindelig  Løsning  af  den  stillede  Opgave.  End  ikke  et  nume- 
risk bestemt  Exempel  vilde  han  kunne  fremstille  nøjagtig  ved  Tal  og  Angivelsen 
af  Regning  med  disse,  da  Roduddragningen  kun  kunde  udføres  med  Tilnærmelse; 
og  en  saadan  Fremstilling  vilde  være  ham  helt  umulig,  naar  ikke  a,  b  og  m  er 
opgivne  som  rationale  Tal.  Den  algebraiske  Sammenhæng  mellem  de  forskellige 
Operationer  er  dog  ganske  den  samme,  hvad  enten  de  udtrykkes  i  Euklids  geo- 
metriske Sprog  eller  i  den  nuværende  Algebras,  og  den  algebraiske  Færdighed  i  at 
benytte  disse  Forbindelser  til  at  løse  forelagte  Opgaver  lader  sig  derfor  næsten  lige 
godt  knytte  til  den  ene  eller  anden  af  disse  Fremstillingsformer.    At  det  i  det  fore- 
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liggende  Tilfælde,  naar  man  har  et  Udiryk  for   —-, — -  ,    vil    fore  til  el  fuldstændigt 

Kvadrat  at  multiplicere  med  4  og  lægge  1  til,  er  f.  Ex.  el  Kunstgreb,  som  Euklid  har 
haft  paa  rede  Haand  uden  at  behove  at  tegne  en  Gnomonfigur,  ligesom  den,  der  nu  kan 
Formleii  for  el  Kvadrat  af  el  Binom  udenad.  Allerede  ved  Indførelsen  af  den  nye 
ubekendte  z  har  Euklid  tilmed  haft  Dannelsen  af  el  med  en  „given"  Størrelse  ligeslort 
Kvadrat  for  Øje.  En  saadan  algebraisk  Indførelse  af  en  ubekendt  Hjælpestørrelse, 
hvoraf  Diofant  600  Aar  senere  gør  saa  heldige  Anvendelser,  var  altsaa  lige  saa 
lidt  noget  ukendt  paa  Euklid's  Tid  som  algebraiske  og  numeriske  Anvendelser  af 
Ligninger  af  anden  Grad.  Det  er  blot  bleven  mere  skjult  for  Læsere  i  den  nyere 
Tid  derved,  at  Euklid  selv  overalt  lægger  Hovedvægten  paa  den  Forbindelse  med 
exakt  bestemte  geometriske  Konstruktioner,  som  han  i  Tilslutning  til  Platon's 
Disciple  havde  sal  sig  til  særlig  Opgave  at  behandle.  Manglen  af  Fremhæven  af 
den  rent  algebraiske  Side  af  Sagen  tyder,  som  alt  fremhævet,  snarere  paa,  at  heri 
ikke  dengang  laa  noget  nyt.  Det  kunde  dog  ikke  undgaas,  at  ogsaa  selve  Algebraen 
gik  frem  ved  den  Brug,  Euklid  gør  af  den  f.  Ex.  til  at  lose  den  her  omtalte 
Opgave  i  Data  86,  og  ved  de  mangfoldige  Anvendelser  af  Algebraen,  som  f.  Ex. 
Apollonius  gjorde  saavel  i  sine  Smaaskrifter  som  i  Keglesnitslæren,  hvor  de  med- 
deles under  samme  geometriske  Former  som  hos  Euklid.  Diofant's  algebraiske 
Opgaver  viser,  at  denne  Beskæftigelse  med  Algebraen  er  fortsat  gennem  de  mange 
mellemliggende  Aarhundreder  og  vel  nok  videre  udviklet  under  Anvendelsen  paa 
flere  og  forskellige  numeriske  Opgaver. 

Det  er  som  sagt  den  geometriske  Form,  der  her  som  andetsteds  giver  de  alge- 
braiske Operationer  den  for  selve  disse  ønskelige  Almindelighed  ;  men  Formaalel  for 
Euklid's  Data  er  ikke  at  give  en  Øvelse  i  disse.  I  Overensstemmelse  med  vore  Be- 
mærkninger S.  32  (230)  skal  de  ved  Siden  af  Elementerne  som  Grundlag  give  Midler 
til  videregaaende  Undersøgelser,  og  dette  har  i  Euklids  Øjne  ogsaa  her  krævel 
den  forøvrigt  let  købte  højere  Grad  af  Almindelighed,  som  i  de  anførte  Sætninger 
84. — 86.  faas  ved  at  ombytte  Beklangler  og  Kvadrater  med  Parallelogrammer  og 
Rhomber  med  en  given  Vinkel. 

For  denne  Almindeliggørelse  særlig  af  86.  kan  Euklid  iovrigl  have  haft  en 
Anvendelse  i  de  videregaaende  Undersøgelser,  som  beskæftigede  ham  selv  under 
hans  Behandling  af  Læren  om  Keglesnit.  Hvad  hans  tabte  Keglesnitselemenler 
indeholdt,  antages  jo  nærmest  at  være  del,  som  Archimedes  forudsætter  bekendt. 
Dertil  hører  den  Sætning,  som  man  i  Nutiden  ofte  har  kaldt  „Apollonios'  Sætning", 
og  som  anvendt  paa  en  Hyperbel  i  mere  geometrisk  Form  udtrykker  det  samme 
som  denne  Kurves  Fremstilling  ved  den  i  Data  86.  behandlede  Ligning  y^—  mx^=b, 
naar  den  henføres  til  et  Par  konjugerede  Diametre.  Ligningen  xy  =  a  for  en  lige- 
sidet Hyperbel  henført  til  sine  Asymptoter  var  kendt  af  Menaichmos.  Med  Euklid's 
Lyst  til  Almindeliggørelse  ligger  del  ikke  fjernt  at  antage,  at  han,  som  senere 
Apollonios,  kendte  den  samme  Lignings  Anvendelse  til  at  henføre  en  vilkaarlig 
Hyperbel  til  sine  Asymptoter.     I  saa  Fald  har  Euklid  vidst,  at  den  i   Data  86.  be- 
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handlede  Opgave  faldt  sammen  med  den  al  bestemme  Skæringspunkterne  mellem 
to  Hyperbler,  al'  hvilke  den  ene  har  et  Par  givne  konjugerede  Diametre,  den  anden 
de  samme  Linier  til  Asymptoter. 


Kap.  XIII. 
Idealiteten  af  de  geometriske  Figurer. 


I  VI.  Bog  af  „Staten"  fremhæver  Platon,  som  vi  allerede  har  set  S.  13  (211), 
at  Geometerne  bruger  synlige  Figurer  og  knytter  deres  Slutninger  til  dem,  skont 
det  ikke  er  dem,  de  har  i  Tankerne,  men  hine,  med  hvilke  de  har  Lighed.  Er 
Talen  saaledes  om  et  Kvadrat  og  dets  Diagonal,  gælder  deres  Beviser  ikke  dem, 
som  de  tegner,  men  selve  Kvadratet  og  selve  Diagonalen  o.  s.  v.  Platon  kan  med 
fuld  Ret  fremhæve  dette  som  noget,  der  allerede  finder  Sted;  ja  det  har  fundet  Sted 
i  den  allerældste  Geometri;  men  hans  Udtalelse  maatle  paavise  Nødvendigheden  af 
i  en  paa  et  rationelt  Grundlag  bygget  Geometri  ved  klare  og  utvetydige  Definitioner 
at  slaa  de  Begreber  fast,  hvorom  Undersøgelsen  virkelig  drejer  sig,  og  som  de  tegnede 
Figurer  kun  skal  tjene  til  at  fastholde  i  Forestillingen.  Selv  uden  en  udtrykkelig 
Opstilling  i  Ord  af  disse  Begreber  er  det  dog  dem,  man  i  Intuitionen  fra  først 
af  har  haft  for  Øje,  paa  samme  Tid  som  man,  som  Platon  siger,  knyttede  sine 
Slutninger  til  de  tegnede  Figurer.  Det  var  i  Virkeligheden  kun  i  deres  Anvendelse 
paa  de  i  en  Intuition  fastholdte  ideale  Figurer,  at  disse  Slutninger  og  de  deraf 
fremgaaede  Resultater  var  rigtige. 

Denne  Evne  til  intuitiv  Abstraktion  fra  en  tegnet  Figurs  rent  tilfældige  Enkelt- 
heder og  til  gennem  den  at  tilegne  sig  Billedet  af  en  langt  simplere  Figur,  som 
ikke  er  heheftet  med  alle  disse  forstyrrende  Enkeltheder,  er  en  oprindelig  psyko- 
logisk Evne  hos  Mennesket,  uden  hvilken  det  vilde  have  været  det  umuligt  at  bringe 
nogen  Sammenhæng  i  al  Sansningens  Virvar.  Det  er  en  Abstraktionsevne,  som 
paa  det  nøjeste  hænger  sammen  med  Manglen  af  en  anden  Evne:  DilTerentierings- 
evnen.  Man  ser  det  fælles,  almindelige  og  derved  simple  i  Fænomener,  som  dog  i 
mindre  Ting  er  ret  forskellige,  netop  fordi  man  er  for  uudviklet  til  at  gøre  sig  Rede  for 
disses  Forskelligheder.  Hermed  hænger  den  barnlige  Fantasi  ogsaa  sammen;  man 
kan  faa  et  Barn,  og  vistnok  ogsaa  voxne  paa  et  barnligt  Kulturtrin,  til  i  en  løst 
udkastet  Stregfigur  at  se,  hvad  man  fortæller  dem  om.  I  et  Omrids  med  noget, 
der  skal  betegne  Hoved,  Hale  og  fire  Ben  kan  man  faa  det  til  at  se  en  Hest,  Ko, 
Hund  eller  Kat  '),  ja  Afbildningen  af  et  enkelt  bestemt  af  disse  Dyr. 


')  I  en  Samtale  om  denne  primitive  Abstraktionsevne  henviste  Jul.  Lange  en  Gang  til  Poul 
Moller's  „Lægdsgaarden  i  Olsebymagle",  hvor  Billedkunsten  repræsenteres  ved  en  saadan  Tegning  af 
et  „firfodet  Dyr". 
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Hertil  har  vi  alt  henvist  i  VI.  Kap.,  hvor  det  omtaltes,  at  man  behandlede 
plane  Figurer  og  rette  Linier,  længe  før  man  var  i  Stand  til  i  Ord  at  give  et  fuld- 
komment Udtryk  for,  hvad  en  Plan  eller  en  ret  Linie  er,  ja  før  man  tænkte  paa, 
at  dette  kunde  være  ønskeligt  eller  nødvendigt.  For  Planers  Vedkommende  gjorde 
man  sig  maaske  knap  Rede  for,  at  de  anstillede  Betragtninger  kun  gælder  om  Fi- 
gurer, der  ligger  i  en  saadan,  eller  man  opdagede  først  dette,  naar  der  gjordes  For- 
søg paa  at  anvende  dem  paa  Figurer,  der  i  iøjnefaldende  Grad  ikke  laa  i  en  Plan. 
Til  at  bemærke  saadanne  Afvigelser,  hvad  man  sikkert  tidlig  kunde,  hørte  dog  en 
ret  tydelig  Forestilling  om  en  ideal  Plan,  og  hvor  fuldstændig  den  umiddelbare 
Tilegnelse  af  denne  og  andre  ideale  geometriske  Forestillinger  har  været,  før  man 
har  opstillet  Definitioner,  fremgaar  af,  at  disse  sidste  prøves  efter,  hvor  godt  de 
stemmer  med  det  forud  intuitivt  tilegnede  Billede.  Er  man  uenig  om,  hvorvidt 
en  Definition  er  god  og  fyldestgørende,  forudsætter  de,  der  forhandler  derom,  dog 
fuld  Overensstemmelse  om,  hvad  det  er,  man  vil  definere.  Denne  Overensstem- 
melse gælder  ogsaa  Spørgsmaalet  om,  hvad  der  virkelig  menes  med  en  tegnet  Figur. 

Af  denne  Grund  har  vi  i  de  Sammenligninger,  vi  hidtil  har  anstillet  mellem 
den  ældre  Geometri  og  den  fra  Platon's  Tid  paabegyndte  helt  rationelle  Behand- 
ling, rolig  kunnet  gaa  ud  fra,  at  Talen  er  om  ganske  de  samme  ideale  Figurer, 
baade  da  man  ikke  endnu  gav  deres  ideale  Egenskaber  Udtryk  i  Ord,  og  da  man 
senere  definerede  dem  og  lagde  Definitioner  og  Axiomer  til  Grund  for  et  synthelisk 
opbygget  System.  Disse  Definitioner  er  jo,  som  forklaret  i  Kap.  IV,  netop  dannede 
ved  en  Analyse  af  de  Sætninger,  man  forud  kendte,  og  om  hvis  Rigtighed  man 
allerede  forud  var  overtydet.  Denne  Analyse  maatte  føres  tilbage  til  de  Grundegen- 
skaber, man  stiltiende,  uden  at  gøre  sig  Rede  derfor,  maatte  have  lillagt  Figurernes 
enkelte  Dele,  naar  de  deraf  dannede  Figurer  virkelig  skulde  have  de  Egenskaber, 
som  Sætningerne  tillægger  dem.  De  Egenskaber,  som  Geometerne  af  den  platonisk- 
euklidiske  Skole  ad  denne  analytiske  Vej  maatte  bringes  til  at  udtale  i  deres  De- 
finitioner og  Postulater,  viser  sig  iøvrigt  at  være  ganske  de  samme,  som  det  ogsaa 
efter  Dr.  Rubin's  Undersøgelser  om  Synsoplevelser  maatte  falde  naturligt  at  forud- 
sætte, ogsaa  før  man  tænkte  paa  i  Ord  at  udtale  dem,  en  Omstændighed,  der  i 
Virkeligheden  har  sparet  Reformatorerne  en  stor  Del  af  Arbejdet  ved  den  her  om- 
talte Analyse. 

Som  Exempel  herpaa  kan  vi  nævne  Begrebet  :  Linie  uden  Tykkelse  eller,  som 
vi  vil  sige  her,  hvor  vi  væsentlig  beskæftiger  os  med  plane  Figurer,  uden  Bredde, 
og  det  dermed  forbundne:  Punkt  uden  Udstrækning.  Som  vi  har  set  i  Tilslutning 
til  Rubin,  er  det  fra  først  af  Fladefigurer,  der  er  Genstand  for  Synsoplevelser.  Li- 
nierne træder  først  frem  som  Dele  af  Fladefigurers  Begrænsning.  Optræder  en 
Linie  som  Grænse  mellem  to  Fladefigurer,  der  kan  skelnes  ved  forskellige  Farver, 
bliver  der  slet  ikke  Anledning  til  at  tillægge  den  nogen  Bredde.  Den  oprindelige 
Opmærksomhed  for  Fladefiguren  er  endog  saa  stærk,  at  man  bringes  til  netop  at 
tænke  paa  den,  naar  dens  Omrids  gengives  ved  Streger.  Saalænge  man  kun  tænker 
paa   disse    som    Fladefigurens    Begrænsning,    tænker   man   ikke  paa  at  tillægge  dem 
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nogen  Bredde.  Og  har  de  en  saa  slor  Bredde,  at  man  ikke  kan  undlade  al  tage 
den  i  Betragtning,  vil  man  straks  spørge,  om  Fladefiguren  skal  regnes  til  Stregens 
ydre  eller  indre  Rand,  allsaa  virkelig  til  en  Linie  uden  Bredde,  nemlig  Grænsen 
mellem  den  ved  Stregens  Bredde  opslaaende  Stregfladefigur  og  Tegnepapirets  Grund. 
Vælger  man  f.  Ex.  Midterlinien  mellem  Stregens  Grænselinier,  bliver  den  ogsaa  en 
Linie  uden  Bredde.  At  de  Operationer,  som  man  allerede  finder  omtalt  i  Çulbasiî- 
traerne,  i  Virkeligheden  kun  gælder,  naar  man  tænker  sig  Grænselinierne  som 
Linier  uden  Bredde,  overbeviser  man  sig  let  om.  Den  der  beskrevne  Omdannelse 
af  et  Rektangel  til  et  Kvadrat  gælder  saaledes  kun,  naar  begge  Figurer  er  omgivne 
af  mathemaliske  rette  Linier.  Naar  dette  ikke  er  Tilfældet,  men  Figurerne  er  om- 
givne af  en  Rand,  der  for  begge  har  samme  Bredde,  kan  man  ikke  se  saaledes  bort 
fra  denne,  at  man  f  Ex.  siger,  at  naar  Omdannelsen  gælder  for  de  indre  Omkredse, 
maa  den  samme  gælde  for  de  ydre  Omkredse.  Nej,  den  Tillid,  som  man  med  Retle 
havde  til  Omdannelsens  Rigtighed,  kan  kun  have  været  knyttet  til  Opfattelsen  af 
Grundlinierne  som  Linier  uden  Bredde.  Denne  Opfattelse  har  ved  denne  og  mange 
andre  geometriske  Operationer  været  en  Forudsætning,  hvormed  ogsaa  Grækerne 
regnede,  længe  før  de  slog  den  fast  i  en  udtrykkelig  Definition.  Paa  lignende  Maade 
faar  Punktet  som  Grænse  for  en  begrænset  Linie  eller  som  Skæringspunkt  mellem 
lo  Linier  ingen  Udstrækning'). 

Del  er  saaledes  i  fuld  Overensstemmelse  med,  hvad  den  ældre  Geometri  fnk- 
lisk  havde  forudsat,  at  man,  da  man  ved  en  Analyse  af  denne  vilde  gaa  tilbage  til 
dens  mest  elementære  Forudsætninger  for  dernæst  al  tage  dem  til  første  Udgangs- 
punkter for  en  synthetisk  Opførelse  af  et  rationelt  System,  niaalte  ende  denne  Ana- 
lyse med  al  betragte  Linierne  som  Grænser  for  Fladefigurer,  der  som  saadanne 
ingen  Bredde  havde,  men  kun  Udstrækning  i  Længde,  og  paa  lignende  Maade  for 
Punkler  som  Grænser  for  Linier  og  Flader  som  Grænser  for  Legemer.  Netop  denne 
Analyse  giver  sig  Udiryk  i  Euklid's  første  Definilioner,  men  i  den  omvendte  Orden, 
som  baade  det  hele  og  Enkelthederne  skal  antage,  naar  Udbyttet  af  en  Analyse 
omsættes  til  Synthese. 

I  Definition  1.  hedder  det:  Et  Punkt  er  del,  som  ikke  kan  deles;  i  2.:  En 
Linie  er  en  Længde  uden  Bredde;  i  'S.:  En  Linies  Grænser  er  Punkler;  i  5.:  En 
Flade  er  del,  som  kun  har  Længde  og  Bredde;  i  ß.  :  En  Flades  Grænser  er  Linier. 
1  XI.  Bog  .suppleres  de  med  1.:  El  Rum  er  del,  som  har  Længde,  Bredde  og  Dybde; 
2.:   Et  Rums   Grænse   er   en    Flade.     Man   har   ofte   i   disse   Definitioner  villet  se  lo 


')  Det  er  i  denne  Sammenhæng  mindre  væsentligt,  at  man  efter  et  Forsøg  af  Rubin  S.  180  ogsaa 
kan  synsopleve  en  som  Streg  tegnet  Linie  som  Linie  uden  Uredde.  Fjerner  man  sig  nemlig  fia  den, 
vil  enhver  Opfattelse  af  dens  Bredde  ophøre  for  Opfattelsen  af,  at  der  overhovedet  er  en  Linie.  Det 
samme  er  iøvrigt  vel  bekendt  fra  Astronomien  for  Punkters  Vedkommende.  Idet  vi  kan  se  F'ixstjernerne 
og  angive  deres  Plads,  men  ikke  kan  opfatte  nogen  Udstrækning  af  en  Fixstjerne,  bliver  disse  virkelig 
til  Punkter  paa  Himmelkuglen.  Dette  er  de  dog  ikke  for  den  umiddelbare  Sansning  med  det  blotte  Øje 
eller  gennem  Kikkert.  Manglen  paa  synlig  Udstrækning  opdager  man  nemlig  derved,  at  den  tilsyne- 
ladende Udstrækning  bliver  mindre,  i  jo  større  Forstørrelse  man  betragter  Himlen.  For  vor  Synsop- 
fattelse fremstiller  de  sig  altsaa  altid  med  en  vis  Udstrækning. 
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Rækker  Delinilioiier  paa  de  samme  geometriske  Grundbegreber,  som  kimde  hidrøre 
fra  forskellige  Kilder,  og  som  Euklid  af  Troskab  mod  Overleveringen  havde  ment 
al  binde  medtage  begge.  For  en  saadan  historisk  Hypothese  bliver  der  imidlertid 
ikke  Brug,  naar  man  lægger  Mærke  til,  at  de  ganske  nøje  antager  de  Skikkelser, 
som  de  maa  i  en  Synthese  af  de  Elementer,  som  maa  fremkomme  ved  en 
Analyse  af  den  Geometri,  der  tidligere  gjorde  praktisk  Brug  af  de  her  definerede 
Begreber.  Definitionerne  i  første  Række  I,  1.,  2.  og  5.,  XI,  1.  paa  Punkt,  Linie, 
Flade,  Rum  £r  de  virkelige  Definitioner,  de,  der  skal  danne  Udgangspunkter  for  en 
synlhelisk  Behandling;  de  er  de  yderste  Grænser,  hvortil  Analysen  kan  føre;  og 
de  er  ordnede  efter  deres  Simpelhed.  Ved  Analysen  maa  man  være  kommet  til 
dem  i  omvendt  Orden.  Denne  Analyses  forskellige  Skridt  kan  man  genfinde  i  den 
anden  Række  Definitioner  XI,  2.,  I,  6.  og  3.;  men  i  Synthesen  maa  de  fremstilles  i 
omvendt  Orden,  og  deres  Plads  i  Synthesen  hævder  de  ikke  som  nye  Definitioner 
paa  Punkt,  Linie  og  Plan;  nej,  ogsaa  i  dem  selv  bevæger  Synthesen  sig  i  modsat 
Retning  af  Analysen,  saa  de  nu  —  ogsaa  efter  deres  Ordlyd  —  bliver  Definitioner 
paa  Grænser  for  Linier,  Flader  og  Legemer,  og  derved  forklares,  hvad  begrænsede 
Linier,  Flader  og  Legemer  er.  Ogsaa  disse  Begreber,  fra  hvis  Existens  Analysen  er 
gaaet  ud,  og  som  i  Virkeligheden  er  Genstande  for  mere  umiddelbare  Sanseop- 
levelser, maa  nu  indføres  ved  udtrykkelige  Definitioner.  Som  svarende  til  sidste  Led  i 
den  geometriske  Analyse,  der  har  ført  til  de  virkelige  Definitioner  paa  Grund- 
begreberne, maa  de  i  Synthesen  hver  for  sig  komme  efter  den  tilsvarende  Definition. 
Som  man  ser,  udsiger  de  anførte  Definitioner  paa  rette  Plads  netop,  hvad  der 
skal  siges  for  at  have  de  rette  Udgangspunkter  for  de  følgende  Undersøgelser,  uden 
at  give  nærmere  Forklaring  eller  anstille  yderligere  Betragtninger;  men  saadanne 
har  ganske  sikkert  baade  gaaet  forud,  ledsaget  og  fulgt  efter  Opstillingen  af  Defini- 
tionerne; dertil  maatte  Uvirkeligheden  af  Begreberne:  geometriske  F^igurdele  uden 
Udstrækning  i  den  ene,  den  anden  eller  alle  Retninger  indbyde.  Hvad  vi  i  den 
Henseende  træffer  saa  langt  tilbage  som  hos  Pythagoreerne  og  Zenon  '),  vedrører 
nærmest  Spørgsmaalet  om  Tilladeligheden  af  infinitesimale  Grænseovergange,  for 
hvilke  forst  langt  senere  Eudoxos  fandt  en  exakt  Form.  Naar  saaledes  Pythago- 
reerne definerer  et  Punkt  som  :  Enhed  med  Beliggenhed,  staar  dette  i  Modsætning 
til  de  euklidiske  Definitioner,  der  udelukkende  giver  Punktets  Beliggenhed.  Ordet 
Enhed  peger  derimod  hen  paa  en  Bestræbelse  efter  at  udtrykke  Liniers  Længder 
ved  Tal,  der  ganske  vist  maa  være  uendelig  store,  naar  Linierne  er  inkommen- 
surable, men  hvis  Forhold  man  ved  en  intuitiv  Grænseovergang  har  ment  at  kunne 
behandle.  En  Linie  skulde  da  bestaa  af  uendelig  mange  Punkter.  Herimod  ind- 
vender Zenon  med  Rette,  at  hvis  Punktet  ingen  Udstrækning  har,  faar  man  kun 
et  Punkt,  hvor  tidt  man  end  gentager  det,  og  hvis  det  har  en  nok  saa  lille  Ud- 
strækning, vil  en  uendelig  Gentagelse  give  en  uendelig   Linie.     Allerede   her  træder 


•)    Herom    henvises   til    P.  Tannf.iiys   Omtale   af  Zrnon    i    „Pour   l'histoire   de   la   science   lielènc'^ 
Paris  1887. 

U.  K.  D.  Viclensli.  Selsk.  Skr.,  iiaturvidcnsli.  ug  ni:ithcm.  Aid.,  8.  liii'Uke.   1.  5.  42 
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en  abstrakt  Opfattelse  af  et  Punkt  som  værende  uden  Udstrækning  os  tydelig  imode, 
selv  om  Pythagoreerne  søgte  at  ombytte  Manglen  paa  Udstrækning  med  en  uende- 
lig lille  Udstrækning.  At  Mathematikerne  ogsaa  før  Platon  gjorde  de  ideale  Fore- 
stillinger gældende,  ser  vi,  naar  Sofisten  Protagoras  netop  bebrejder  Malbemalikerne, 
at  de  gør  dette  og  f.  Ex.  paastaar,  at  en  Tangent  til  en  Cirkel  kun  har  et  Punkt 
fælles  med  denne. 

Paa  den  anden  Side  finder  man  ogsaa  Bestræbelser  for  at  bringe  Overens- 
stemmelse mellem  de  ideale,  definitionsmæssige  Bestemmelser  af  de  geometriske 
Former  og  deres  Optræden  i  Virkeligheden,  og  selv  om  saadanne  først  foreligger 
fra  den  eftereuklidiske  Tid,  kan  lignende  Betragtninger  næppe  have  været  frem- 
mede for  dem,  der  slog  de  ideale  Opfattelser  fast  i  Definitioner.  Naar  disses  Uover- 
ensstemmelse med  den  erfaringsmæssige  Virkelighed  vakte  saadanne  Modsigelser 
som  fra  Protogoras,  maatte  der  nemlig  ogsaa  fremkomme  forklarende  Forsvar. 
I  et  af  Proklos  (S.  100,  c-lo)  anført  Sted  af  et  tabt  Skrift  af  Apollonius')  gør 
denne  gældende,  at  m\ar  man  taler  om  Længden  af  en  Vej  eller  af  en  Mur,  opfatter 
man  denne  for  saa  vidt  kun  som  en  Linie  med  en  Dimension.  Mindre  slaaende 
synes  det  at  være,  naar  samme  Sted  en  Slagskygges  Begrænsning  nævnes  som 
Exempel  paa  en  mathematisk  Linie;  thi  naar  Lysgiveren  ikke  allerede  er  et  malhe- 
uiatisk  Punkt,  naar  den  f.  Ex.  er  Solen,  vil  Overgangen  mellem  Lys  og  Skygge  finde 
Sted  i  en  Stribe  af  endelig  Bredde.  I  hvert  Tilfælde  har  dette  Exempel  ikke  inde- 
holdt nogen  Tanke,  som  kunde  være  fremmed  for  dem,  der  foretog  den  Analyse, 
som  ligger  bagved  Euklid's  Definition  I,  6.  løvrigt  kan  det  ikke  med  Bestemthed 
ses  af  Proklos'  Citat,  om  ogsaa  det  fra  Slagskyggens  Begrænsning  hentede  Exempel 
skyldes  Apollonios.  Denne  har  dog  netop  haft  Lejlighed  til  at  betragte  Kegle- 
snitslinierne  som  Grænselinier  for  Slagskyggen  af  en  Cirkel  eller  en  Kugle.  Dette 
har  han  kunnet,  naar  han  betragtede  Lysgiveren  som  et  Punkt,  hvad  han  kunde 
med  samme  Ret,  som  han  —  i  passende  Sammenhæng  —  betragtede  en  Vej  eller 
en  Mur  som  en  Linie.  Det  hele  Citat  viser,  at  Apollonios  har  fremhævet  Beret- 
tigelsen til  —  naar  det  sker  i  rette  Sammenhæng  —  at  „betragte"  empiriske  Punkter, 
Linier  og  Flader  som  mathematiske,  altsaa  til  at  anvende  Geometriens  idealiserende 
Abstraktioner  paa  Virkeligheden.  Ved  denne  Forklaring  af  de  gængse  Abstraktioner 
er  han  langt  fra  at  sætte  sig  i  Modsætning  til  disse. 


•)  P.  Tannery  har  (Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2  série,  t.  V.  (I88l!  S.  124— ISO;  Méniones 
scientifiques  I,  S.  124 — 138)  ved  Saramenstilliiig  af  de  Uddrag  af  dette  Skrift,  som  forefindes,  og  nogle 
beslægtede  uddrag  af  uuævnte  Forfattere  forsøgt  at  give  en  Korestilling  om,  hvad  dette  Skrift  kan  have 
indeholdt. 
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Kap.  XIV. 
Stereometrien. 


I  de  foregaaende  Undersøgelser  over  Geometriens  Omdannelse  fra  en  delvis 
intuitiv  Viden  til  en  rationel  Videnskab  har  vi  kun  nu  og  da  taget  Hensyn  til  Ste- 
reometrien, hvor  den  foreliggende  Sammenhæng  gjorde  det  onskeligl  ogsaa  al  med- 
tage stereometriske  Anvendelser  af  de  omtalte  Pr|nciper.  At  de  Principer,  som 
fulgtes  ved  den  virkelig  gennemførte  Omdannelse,  i  det  mindste  fra  først  af  var 
knyttede  til  Pinngeometrien  og  først  ved  en  Udvidelse  ligeledes  blev  gjort  anvende- 
lige paa  Stereometrien,  ses  af  Platon's  i  III.  Kap.  omtalte  Klager  over  Forsømmelse 
af  Stereometrien.  Den  synthetiske  Opførelse  af  den  nj'e  geometriske  Lærebygning 
maatte  iøvrigt  gaa  nedenfra  opad  fra  Punkt,  Linie  til  Flade,  særlig  Planen  med 
Figurerne  i  denne,  og  først  derefter  komme  til  Rummet  med  Legemer  og  andre 
rumlige  Figurer.  Læren  herom  begynder  Eiklid  forst  i  XI.  Bog  med  at  opstille 
Definitionerne  XI,  1.  og  2.,  som  vi  alt  har  omtalt.  Men  vi  omtalte  da  ogsaa,  at  forud 
for  de  øvrige  synthetisk  formede  Definitioner  og  dermed  for  hele  den  foregaaende 
Geometri  maatte  være  gaaet  den  i  Def.  XI,  2.  omdannede  Analyse,  ved  hvilken  Begre- 
bet Flade  som  Grænse  for  Legeme  først  er  opstaaet. 

At  saaledes  Opfattelsen  af  Legemer  gaar  forud  før  Opfattelsen  af  Flader,  stem- 
mer med  den  intuitive  Begrebsdannelse,  som  har  fundet  Sted  i  Geometrien.  Og  det 
staar  ikke  i  Strid  med  det  historiske  Faktum,  at  virkelige  geometriske  Undersøgel- 
ser først  er  knyttede  til  Geometri  paa  Flader,  særlig  Planen,  for  Astronomiens  Ved- 
kommende ogsaa  Kuglen.  Ganske  som  vi  har  set,  at  geometriske  Undersøgelser 
af  Fladefigurer  hurtig  tog  Skikkelse  af  Undersøgelser  af  deres  Begrænsning,  var  det 
først  gennem  Fladeundersøgelse,  at  man  fik  virkelig  Besked  om  Rumfigurer.  At 
man  dog,  ja,  at  vi  endnu  vedbliver  at  knytte  det,  som  vi  kan  erkende  om  Over- 
fladen, til  Legemet,  ses,  naar  vi  kalder  Farven  af  et  Legemes  Overflade  Legemets 
Farve,  og  tillægger  Legemet  den  Form,  som  dog  først  erkendes  gennem  Overfladens 
Form.  Selv  Mathematikere  gør  sig  ingen  Skrupler  af  at  tale  om  Kuglens  Ligning, 
naar  de  mener  Kuglefladens  Ligning,  og  at  bruge  Betegnelserne  Kegle  og  Kegleflade 
noget  i  Flæng  ;   Sammenhængen  vil  vise,   hvorom  Talen  er  i  hvert  enkelt  Tilfælde. 

Saaledes  er  der  ikke  noget  langt  Spring  mellem  de  geometriske  Undersøgelser 
af  Legemer  og  Flader,  og,  som  vi  har  set,  kom  man  snart  særlig  ind  paa  Under- 
søgelsen af  plane  Figurer;  men  de  intuitive  Forestillinger,  som  laa  til  Grund  for 
disse  Undersøgelser,  var  i  høj  Grad  knyttede  til  Legemer  og  rumlige  Forhold.  De 
„Flylningsinvarianter",  som  man  straks  gav  sig  i  Lag  med,  skyldte  man  Kendskabet 
til  saadanne  fysiske  Legemer,  som  kan  flyttes  fra  et  Sted  til  et  andet  uden  nogen 
Forandring  af  Figurdelenes  indbyrdes  Forbindelse.  Det  var  netop  ved  disse  Invari- 
anter:  Afstande,  Vinkler  o.  s.  v.,   at  man  udtrykte  denne  uforanderlige    Forbindelse. 

42* 
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Som  vi  har  set,  foretoges  de  ældste  geometriske  Undersøgelser  saavel  hos  Inderne 
som  hos  Grækerne  ved  Omlægning  af  uforanderlige  plane  Figurer;  men  dels  var 
Fladerne  knyttede  til  Legemer  eller  endog  helt  ombyttede  med  tynde  Plader,  dels 
kunde  kun  nogle  Omflytninger  foretages  i  selve  Planen,  medens  det  for  andre  var 
nødvendigt  at  tage  Figurerne  ud  i  Rummet  og  lægge  dem  omvendt  ned  i  Planen 
igen.  Dette  turde  være  en  af  Grundene  til,  at  Menaichmos  og  Euklid,  der  jo  nelop 
i  Tilslutning  til  Platon's  Ordning  i  VII.  Bog  af  Staten  vilde  opføre  Plangeometrien 
forud  for  og  uafhængig  af  Stereometrien,  saa  ivrig  stræbte  at  undgaa  saadanne 
Omlægninger  (se  VIII.  Kap.). 

Den  intuitive  Tilegnelse  knytter  sig  saaledes  endog  mere  umiddclharl  til  Rum- 
opfattelsen end  til  de  mere  abstrakte  plane  Figurer.  Heraf  gjorde  man  Brug,  for 
den  theoretiske  Udvikling,  som  Geometrien  efterhaanden  fik,  stillede  ret  mange 
Midler  til  Raadighed.  Hertil  var  Babylonierne  henvist  ved  Sammenligninger  f.  Ex. 
mellem  Stjerners  Opstaaen  og  mellem  en  Stjernes  samtidige  Ændringer  af  Reklascen- 
sion  og  Azimuth.  Hertil  var  ogsaa  de  ældste  græske  Astronomer  henviste,  om  end 
Projektioner  paa  indbyrdes  vinkelrette  Planer,  i  det  mindste  ved  Konstruktion  af 
Solure,  tidlig  tillod  dem  ogsaa  at  gøre  Brug  af  plangeometriske  Operationer.  Ai 
den  delvis  intuitive  Rumbetragtning  gjorde  sikkert  endnu  Eudoxos  og  hans  Elever 
Brug  under  den  betydelige  Udvikling,  som  de  paa  Platon's  Tid  gav  den  til  Astrono- 
mien knyttede  Sfærik').  Som  Exempel  paa  en  til  de  astronomiske  Bestemmelser 
knyttet  stereometrisk  Sætning  kan  vi  nævne  den,  at  Storcirkler,  der  danner  samme 
Vinkel  med  en  fast  Storcirkel,  berører  en  med  denne  parallel  Lillecirkcl.  Denne 
Sætning,  der  iøvrigt  kan  anføres  som  et  tidlig  forekommende  Exempel  paa  Indhyl- 
lingskurver,  møder  os  i  Forbindelse  med  saadanne  astronomiske  Sætninger,  hvor 
Tiden  spiller  en  Rolle.  Del  er  saadanne  Sammenblandinger,  som  Platon  vil  have 
undgaaet,  naar  han  i  VII.  Bog  af  Staten  efter  at  have  begyndt  at  tale  om  Astrono- 
mien synes  at  komme  i  Tanker  om,  at  der  forud  for  en  rationel  Behandling  af 
astronomiske  Undersøgelser  maa  gaa  saadanne,  hvor  man  vel  er  gaaet  over  til  3 
Dimensioner,  men  ikke  endnu  tager  Tid  og  Samtidighed  med  i  Betragtning.  Og  i 
denne  Stereometri  skal  tillige  den  storre  eller  mindre  Brug  af  Intuition  ombyttes 
med  ræsonnerende  Begrundelser,  der  da  helst  maa  have  til  Udgangspunkt  ligesaa 
videnskabelig  anlagte  Elementer  som  dem,  man  var  ifærd  med  at  lægge  lil  Grund 
for  plangeometriske  Undersøgelser. 

Ønsket  om  saadanne  stereometriske  Elementer  maatte  tillige  støttes  ved  at  se 
hen  til  del  Kendskab,  man  allerede  havde  til  de  regulære  Polyèdre.  Af  disse  kendle 
Pythagoreerne  i  det  mindste  de  tre,  som  er  begræn.sede  af  Trekanter,  saml  Terningen, 
medens   Betydningen   af  det   Sted,   hvoraf  man    har  sluttet,  at  de  ogsaa    kendle  det 


1)  Over  don  græske  Sfærik,  ogsaa  over  dens  ældre  Former,  faar  man  det  bedste  og  vistnok  paa- 
lideligste  Overblik  i  vor  afdodc  Landsmand  A.  A.  Bjornüo  :  Stiiilicn  über  Menclaos'  Sphdrik.  Beiträge  znr 
Geschichte  der  Sphiirik  und  Trigonometrie  der  Griechen.  (Abhandlungen  zur  Geschichte  der  math. 
Wissenschaften  14,  VII   1902). 
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femte,  Dodekaedret,  anses  for  tvivlsomt').  Nogen  saglig  Grund  til  Tvivl,  ellei-  til  at 
lægge  synderlig  Vægt  paa  denne  mulige  Mangel,  er  der  dog  ikke;  thi  Omtalen  af 
de  øvrige  Polyèdre  viser,  at  man  allerede  var  opmærksom  paa  det  Hovedkrav,  der 
stilledes,  at  Hjørnerne  maa  begrænses  af  Vinkler  i  kongruente  regulære  Polyèdre, 
hvis  Sum  er  mindre  end  4  rette,  og  da  blev  Medtagelsen  af  det  af  regulære  Fem- 
kanter begrænsede  Dodekaeder  i  hvert  Fald  kun  et  Tidsspørgsmaai.  Det  Spørgs- 
niaal,  i  hvilke  Arter  kongruente  Polygoner  man  kan  dele  Planen,  hænger  nøje  sam- 
men dermed  og  er  behandlet  af  Pythagoreerne  (Proklos  S.  305,:î).  Derfor  behover 
Pythagoreerne  ikke  at  have  bevist  den  til  Grund  liggende  Sætning  om  Summen  af 
Siderne  i  et  konvext  Hjørne  i  samme  Almindelighed  og  paa  samme  Maade,  som 
det  sker  hos  Euklid  i  XI,  21.,  der  igen  er  bygget  paa  Sætning  XI,  20.,  som  udsiger, 
at  Summen  af  to  Sider  i  et  tresidet  Hjørne  er  større  end  den  tredie.  I  Beviset  for 
denne  Sætning  benytter  Euklid  Sætninger  af  den  Del  af  I.  Bog,  om  hvis  Indhold 
vi  i  VIII.  Kap.  har  set,  at  det  i  væsentlig  Grad  skyldes  Euklid's  (og  Menaichmos') 
Bearbejdelse,  navnlig  den,  at  i  to  Trekanter  ABC  og  Ajß,Ci,   hvor   Siderne   b-=b^ 

og  c-=c^,  vil  A%Ai   medføre  a^a^.     For    at   finde   de    regulære  Polyèdre  var  del 

derimod  nok  at  vide,  at  Summen  af  Siderne  i  et  regulært  Hjørne  er  mindre  end 
4  rette,  og  i  dette  specielle  Tilfælde  fremgaar  Sætningen  let  ved  at  betragte  en  ret- 
staaende  regulær  Pyramide.  Ved  Udarbejdelsen  af  virkelige  „Elementer"  af  Stereo- 
metrien fik  man  derimod  det  nødvendige  Grundlag  for  Læren  om  regulære  Poly- 
èdre i  den  almindeligere  og  videnskabelige  Form,  hvori  det  gives  hos   Euklid. 

Samtidig  gav  Euklid's  Elementer,  særlig  den  deri  indeholdte  Behandling  ai 
Spørgsmaal,  der  afhænger  af  Ligninger  af  anden  Grad,  samt  X.  Bogs  Klassificering 
af  irrationale  Størrelser,  Grundlaget  for  de  videregaaende  Undersøgelser,  som  vist- 
nok Theaitet  havde  begyndt,  og  som  indeholder  Bestemmelsen  af  Kanterne  i  et 
regulært  Polyeder,  naar  den  omskrevne  Kugles  Diameter  eller  Radius  er  given. 
Bestemmelserne  foreligger  vel  i  Form  af  Konstruktionsregler;  men  som  overalt  i 
den  geometriske  Algebra  giver  disse  en  lignende  Anvisning  ogsaa  paa  praktisk  Be- 
regning, som  vi  nu  har  i  de  algebraiske  Formler.  Denne  Undersøgelse  findes  i 
Euklid's  XIII.  og  sidste  Bog  og  kunde  for  saa  vidt  gerne  opfattes  som  en  videre- 
gaaende Anvendelse  af  de  i  de  foregaaende  Bøger  fremsatte  Elementer;  men  paa 
den  anden  Side  udgør  dens  Indhold  selv  „Elementer"  for  de  endnu  videregaaende 
Undersøgelser  over  de  samme  Polyèdre  af  Apollonios  og  dernæst  for  dem  af 
Hypsikles,  som  man  paa  Grund  af  denne  Tilslutning  har  betragtet  som  en  XIV. 
Bog  af  Elementerne.  —  For  Sfærikens  Vedkommende  indeholder  Euklid's  Elementer 
intet  udover,  hvad  han  selv  bruger  i  Beviset  for  Kuglers  Proportionalitet  med  Dia- 
metrenes Kuber;  men  de  yder  de  stereometriske  Elementer,  som  giver  ogsaa  de 
sfæriske  Undersøgelser  et  videnskabeligt  Grundlag.  Først  senere  sammenstiller  Me- 
NELAOS  i  den  første  Bog  af  sin  Sfærik  virkelige  Elementer  for  Sfæriken,  idet  han 
om  de  af  ham  indførte  sfæriske  Trekanter  opstiller  og  beviser  en  Række  Sætninger, 


')  Se  DiELs:   Vorsokratiker  (.3.  Udgave  1912)  I  S.  314,i2.  [Se  dog  Tillæg  om  E.  Sachs'  nye  Arbejde] 
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der  svarer  til  Euklid's  om  plane  Trekanter;   men   ogsaa   for  disse   ligger  de  af  Eu- 
klid i  XI.  Bog  opstillede  Elementer  af  Stereometrien  til  Grund. 

Disse  Elementer  har  saaledes  for  Stereometriens  Vedkommende  samme  For- 
maal  som  for  Plangeometrien  de  tidligere  af  Euklid's  Bøger  og  særlig  første  Bog, 
men  er  svagere  og  mindre  gennemførte  i  den  Maade ,  hvorpaa  dette  Formaal 
realiseres.  Herved  tænker  jeg  ikke  paa,  at  visse  Definitioner  ikke  tilfredsstiller 
de  Fordringer,  som  man  nu  stiller  til  en  genetisk  Definition,  der  hverken  maa 
sige  mere  eller  mindre,  end  der  er  nødvendigt  for  at  tilvejebringe  Figuren.  Disse 
er  ikke  opfyldte,  naar  f.  Ex.  et  Prisme  siges  at  være  den  Rumfigur,  der  begrænses 
af  to  modslaaende  kongruente  (ligeslore  og  ligedannede)  plane  Figurer  og  ellers  af 
Parallelogrammer;  Tilvejebringelsen  og  dermed  Beviset  for  Existensen  henviser  Eu- 
klid nemlig  her  som  andelsteds  til  Sætninger  eller  Postulater.  Andre  Definitioner 
eller  Mangler  paa  Definitioner  giver,  som  vi  snart  skal  se,  Anledning  til  alvorligere 
Anker.  Hvad  man  endvidere  savner,  er  noget,  som  svarer  til  I.  Bogs  Postulater; 
ja,  Euklid  gør  i  XI.  Bog  end  ikke  fuldt  ud  den  Brug  af  Postulaterne  i  I.  Bog,  som 
netop  vilde  komme  Begyndelsen  af  Stereometrien  til  Gode.  I  I.  Bog  udtaler  Postu- 
laterne, særlig  1.,  2.  og  5.,  nemlig  de  Egenskaber  ved  Planens  rette  Linier,  hvortil 
den  geometriske  Undersøgelse  knyttes;  men  netop  ved  at  Talen  er  om  Linier  i 
samme  Plan,  uden  hvilket  Post.  5.  endog  er  meningsløst,  bliver  det  ogsaa  virkelige 
geometriske  Egenskaber  ved  Planen,  som  de  udtrykker,  medens  den  ved  Ordene 
èf  i'ffoy  udtrykte  Definition  (1, 7.)  som  den  tilsvarende  Definition  paa  en  ret  Linie 
kun  peger  hen  paa,  at  der  gives  Flader,  som  man  kan  kalde  plane.  Naar  det 
nævnte  og  i  Virkeligheden  allerede  i  I.  Bog  underforstaaede  Synspunkt  fastholdes, 
vil  I.  Post.  1.  og  2.  overflødiggøre  XI.  Sætning  1.,  som  udsiger,  at  en  ret  Linie,  der 
delvis  ligger  i  en  Plan,  helt  maa  ligge  deri,  og  samtidig  give  simple  Begrundelser 
af  XL,  2.  og  3.,  som  udsiger,  at  to  rette  Linier,  der  skærer  hinanden  i  et  Punkt, 
ligger  i  en  Plan,  og  at  to  Planers  Skæringslinie  er  ret.  Euklid's  Bevis  for  Sætning 
XI,  1.  er  derimod  ligefrem  bygget  paa  XI,  2.,  idet  der  antages  tegnet  en  Cirkel  i 
en  Plan  gennem  to  rette  Linier,  som  skærer  hinanden,  og  denne  Plans  Existens  be- 
vises ved  2.  Omvendt  benyttes  Sætning  1.  i  Beviset  for  2.,  saa  der  foreligger  et 
virkeligt  Cirkelbevis.  Selv  om  Euklid  kunde  være  kommen  ud  over  disse  Sæt- 
ninger ved  en  Henvisning  til  Plangeometriens  Postulater,  er  dog  som  bekendt  endnu 
et  Postulat  nødigt  for  fuldt  ud  at  karakterisere  Planer,  nemlig  at  to  Planer  ikke 
kan  have  et  Punkt  fælles  uden  at  have  flere  (der  ifølge  de  plangeometriske  Postu- 
later da  maa  Hgge  paa  en  ret  Linie);  men  dette  medtager  Euklid  ikke. 

I  øvrigt  benyttes  som  i  Plangeometrien  Konstruktioner  til  Beviser  for  Existensen 
af  de  beskrevne  Figurer.  Ved  Hjælp  af  den  i  XI,  1.— 3.  beviste  Bestemmelse  af 
en  Plan  ved  at  skulle  gaa  gennem  to  hinanden  skærende  rette  Linier  bygges  disse 
Konstruktioner  paa  de  i  Plangeoinetrien  opstillede  Postulater.  Den  Omstændighed, 
at  de  ikke  skal  udføres  praktisk,  men  blot  deres  Mulighed  godtgøres,  stemmer 
ganske  med  Opfattelsen  af  Euklid's  geometriske  Konstruktioner  som  Existensbeviser. 
Tilstrækkeligheden    af  de   forud   i   20.  og  21.  opstillede   nodvendige    Betingelser   for 
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Siderne  i  et  tresidet  Hjørne,  al  Snnimen  af  hvillvesomhelst  to  at'  disse  er  storre  end 
den  tredie,  og  at  de  tilsammen  er  mindre  end  lire  reite,  godlgores  saaledes  i  23.  ved 
Konstrulitionen  af  et  Hjorne  med  Sider,  der  tilfredsstiller  disse  Betingelser.  Læren 
om  Bestemmelsen  af  tresidede  Hjørner  ved  givne  Sider  og  Vinkler  udvikles  dog 
ikke  med  den  samme  Fuldstændighed  som  den  tilsvarende  Lære  om  plane  Tre- 
kanter i  L  Bog.  Denne  Mangel  har  Menelaos  først  senere  udfyldt  ved  den  nys 
omtalte  tilsvarende  Lære  om  sfæriske  Trekanter. 

Det  er  iovrigt  ikke  mindst  ved  Behandlingen  af  tresidede  Hjørner,  at  et  Savn 
ved  Euklid's  Opstilling  af  stereometriske  Definitioner  hliver  føleligt;  det  er  ogsaa 
her,  at  man  maa  søge  at  forklare  det.  Euklid  skelner  ikke  mellem  kongru- 
ente og  symmetriske  Rum  figurer.  At  Grækerne  overhovedet  ikke  skulde 
have  haft  Øje  for  denne  Forskel,  er  ganske  utænkeligt,  naar  man  ser  hen  til  den 
græske  Kunst.  Særlig  deres  Bygningskunst  virker  jo  bestandig,  ligesom  allerede 
den  ægyptiske,  dels  ved  en  Gentagelse  af  de  samme  Figurer,  dels  ved  Sammen- 
stilling af  indbyrdes  symmetriske  Figurer  til  saadanne,  som  har  indre  Symmetri. 
Den  Bygmester,  som  gjorde  Brug  af  disse  Virkemidler,  maatte  være  ganske  fortrolig 
med  For.skellen  paa  de  Sten,  som  skulde  være  blotte  Gentagelser,  og  saadanne,  der 
skulde  anvendes  i  forskellige,  men  indbyrdes  symmetriske  Dele  af  Bygningen,  f.  Ex. 
paa  de  modsatte  Sider  af  en  Gavl.  Selv  i  Billedhuggerkunsten  gav  man  jo  i  den 
ældste  Tid  ogsaa  de  menneskelige  Figurer  det,  som  Jul.  Lange  har  kaldt  en  fron- 
tal Stilling,  som  lod  det  menneskelige  Legemes  Symmetri  træde  umiddelbart  frem, 
og  en  Billedhugger  vilde  ligesaa  godt  vide,  om  et  Øre,  der  var  faldet  af  en  Billed- 
støtte, var  det  højre  eller  det  venstre,  som  en  Bygmester  vilde  kunne  se,  om  et 
Brudstykke  af  en  Gavl  hørte  til  dens  hojre  eller  venstre  Side.  Mathematikerne, 
hvis  Rumsans  maatte  være  øvet  ved  virkelig  forekommende  Genstande,  kunde  ikke, 
naar  de  rationelt  skulde  gøre  Rede  for  Rumformer,  til  hvis  Egenskaber  Praktikerne 
alt  havde  et  intuitivt  Kendskab,  overse  den  her  nævnte  Forskel.  De  kunde  snarere 
betragte  den  som  saa  iøjnefaldende,  at  det  ikke  var  nødvendigt  at  omtale  den  nær- 
mere. Til  dette  kunde  de  dog  kun  forledes  af  Bestræbelser  efter  under  det  ideelle 
Studium  af  den  fra  Virkeligheden  abstraherende  Geometri  at  gaa  saa  vidt  i  deres 
Abstraktioner,  al  denne  Forskel  maatte  betragtes  som  uvæsentlig. 

Ganske  uden  Hensyn  til,  om  man  vil  billige  et  saadant  Standpunkt,  maa  Hi- 
storikeren bestræbe  sig  for  al  forstaa  det  og  de  Grunde,  som  har  bragt  Euklid 
og  hans  samtidige  til  at  indlage  det.  En  god  Vejledning  hertil  faar  man  ved  Eu- 
klid's  Behandling  af  de  tilsvarende  plangeometriske  Spørgsmaal.  Her  har  vi  set  i 
VIII.  Kap.,  at  Euklid  bestræber  sig  for  saa  meget  som  muligt  at  undgaa  at  bevise 
Ligestorhed  ved  en  ved  Flytning  tilvejebragt  Sammenfalden,  paa  samme  Tid 
som  han  ikke  kunde  undgaa  i  Alm.  Begr.  7.  at  anføre  en  op  na  aet  Dækning  som 
Kendetegn  paa  Ligestorhed.  Naar  han  i  1, 4.  vilde  benytte  dette  Kendetegn,  kunde 
det  dog,  trods  hans  øjensynlige  Bestræbelser,  kun  ske  paa  en  Maade,  der  mindede 
noget  om  den  mekanisk  anskuelige  F'lytning,  hvad,  som  vi  saa,  hans  egne  sam- 
tidige misbilligede.     Svagheden  i  hans  Betragtning   beroede  paa,  at  Sætningen  først 
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vilde  kunne  anvendes,  naar  Flytningen  kan  ombyttes  med  en  Konstruktion  af  den 
paagældende  Figur  paa  et  nyt  Sled.  Den  paastaaede  Ligestorhed  af  alle  den  nye 
Figurs  Dele  med  den  oprindeliges  kommer  da  til  at  bero  paa,  at  Figuren  paa  dens 
Beliggenhed  nær  bliver  fuldkommen  bestemt  ved  de  Stykker,  der  opgives  at 
være  ligestore.  Det  er  denne  Entydighed,  som  bevises  ved  ,.Alm.  Begreber".  Det 
er  overensstemmende  hermed,  at  Euklid  overhovedet  ikke  indfører  Begrebel  kon- 
gruent i  dets  nuværende  Betydning,  nemlig  som  Betegnelse  for  Figurer,  der  ved 
Flytning  kan  bringes  til  Dækning.  Det  slemmer  ogsaa  hermed,  al  han  heller  ikke 
i  Planen  skelner  mellem  saadanne  Figurer,  som  allerede  ved  Forskydning  i  Pla- 
nen kan  bringes  til  Dækning,  og  saadanne,  hvor  endnu  en  Omlægning  er  nødvendig, 
en  Forskel,  der,  naar  man  som  Euklid  vil  behandle  Plangeometrien  ganske  selv- 
stændig uden  at  gaa  udenfor  Planen,  er  ligesaa  betydningsfuld  som  den  mellem 
Kongruens  og  Symmelri  i  Rummel.  Han  bruger  kun,  at  det  med  Hensyn  til  den 
søgte  Ligestorhed  af  Figurers  enkelte  Dele  er  ligegyldigt,  om  en  Figur  skal  kon- 
strueres til  den  ene  eller  anden  Side  af  en  opgiven  fast  Linie, 
og  at  dette  derfor  end  ikke  behøver  at  siges. 

Hvorledes  Euklid  ved  samme  Betragtning  kan  ])aavise  Lige- 
storhed  mellem  Størrelser  i  Rummet  paa  en  Maade,  der  ganske 
stemmer  med  den,  hvorpaa  han  gør  det  i  Planen,  kan  bedst 
ses  af  hans  Behandling  at  tresidede  Hjørner.  Hans  Sætning 
XI,  23.  indeholder,  som  allerede  bemærket  hans  Beslemmelse  af 
et  saadant  ved  tre  Sider,  som  tilfredsstiller  de  i  20.  og  2L  nævnte 
nødvendige  Betingelser.  Konstruktionen  udfores  ved,  al  der  paa 
de  tre  Vinkler,  som  skal  være  Hjørnets  Sider,  afsætles  indbyr- 
des ligestore  Ben,  hvis  Størrelse  vi  vil  kalde  a.  AF  Grundlini- 
erne i  de  derved  bestemte  ligebenede  Trekanter  kan  da  (Fig. 
14)  konstrueres  en,  ifølge  I,  <S.,  paa  Beliggenheden  nær  fuldkom- 
men bestemt  Trekant  LMA.  I  Centret  af  dennes  omskrevne  Cirkel  A'  oprejses  der- 
næst en  Linie  vinkelret  paa  dens  Plan.  Idet  de  Hjørnets  Sider  paalagte  Betingelser 
medforer,  al  Radius  r  i  denne  Cirkel  er  mindre  end  a,  kan  man  paa  den  nævnte 
vinkelrette  afsætte  XP^Va^  —  r'\  og  Hjørnet  P  vil  da  netop  have  de  opgivne  Sider. 
Ser  man  bort  fra  den  fuldkommen  vilkaarlige  Beliggenhed  af  Trekanten  og 
fra,  om  Punktet  P  tages  paa  den  ene  eller  anden  Side  af  Planen  ALM,  giver  denne 
Konstruktion  en  entydig  Bestemmelse  af  Hjørnet.  Paa  denne  Entydighed  maa  der 
lægges  stor  Vægt,  skønt  Euklid  ikke  fremhæver  den,  tlii  den  giver  det  eneste  Grund- 
lag for  Rigtigheden  af  hans  Anvendelse  af  Sætningen.  I  26.  konstruerer  han  saa- 
ledes  et  tresidet  Hjørne  med  givet  Toppunkt,  en  given  Kant  (og  en  gennem  denne 
gaaende  Sideflade),  som  er  „ligt"  ijffrj)  med  et  givet  tresidet  Hjørne,  og  til  at  be- 
grunde denne  „Lighed"  af  det  konstruerede  Hjørne  med  det  givne  findes  der  hos 
ham  inlet  andet  end  netop  den  i  23.  udførte  Konstruktion  og  den  Omstændighed, 
at  denne  under  de  givne  Forudsætninger  om  det  fri  Valg  af  Beliggenheden,  der- 
under frit  Valg  mellem   symmetriske   Beliggenheder  af  P,  er  entydig.     Det  er  ogsaa 


Fif;.   14. 
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kun  ad  denne  Vej,  at  man  faar  klar  Besked  om,  hvad  Euklid  mener  med  den  her 
paastaaede  „Lighed".  Den  vil  i  Virkeligheden  omfatte  Ligestorheden  af  alle  ,Flyt- 
ningsinvarianter",  naar  Flytning  udvides  paa  saadan  Maade,  at  den  indbefatter  Om- 
bytning af  en  Figur  med  en  dermed  symmetrisk.  Hjørnernes  Lighed  vil  da  ind- 
befatte ej  blot  den  forudsatte  Lighed  mellem  Hjørnets  Sider,  men  ogsaa  Ligheden 
mellem  dets  Toplansvinkler.  Saadanne  Vinkler  defineres  i  XI.  Def.  6;  men  Euklid 
nævner  dem  ikke  særlig  i  26.  Forslaaet  saaledes  er  den  omtalte  „Lighed"  virkelig 
bevist  ved  Entydigheden  af  Konstruktionen  23.,  idet  man  nok  tør  antage,  at  Euklid, 
der  i  1.  Bog  stiltiende  har  antaget  Muligheden  af  en  Flytning  i  Planen  (se  S.  72  (270)), 
ogsaa  slilliende  antager  den  i  Rummet  samtidig  med,  at  Begrebet  Flytning  udvides 
ved  deri  at  indbefatte  en  Ombytning  med  den  symmetriske  Figur.  Begge  Steder 
er  det  ved  en  Konstruktion,  at  den  blot  som  mulig  forudsatte  Flytning  virkeliggøres. 

Den  her  nævnte  Udvidelse  stemmer  i  Virkeligheden  ganske  med  de  rationelle 
Principer,  som  Euklid  bestandig  følger.  Der  gives  jo  nemlig  intet  Middel,  hvorved 
man  paa  Forhaand  kan  karakterisere  den  ene  af  to  symmetriske  geometriske  Figurer, 
som  ikke  ogsaa  vilde  passe  paa  den  anden;  først  naar  man  har  valgt  den  ene,  kan 
man  karakterisere  Forskellen  mellem  en  dermed  kongruent  og  en  dermed  symme- 
trisk Figur.  Først  naar  man  i  det  foreliggende  Tilfælde  har  valgt  den  ene  Side  af 
Planen  ALM,  kan  man  derved  skelne  mellem  „den  samme"  og  „den  modsatte"  Side. 
Paa  Forhaand  gives  der  altsaa  intet  Middel,  hvorved  man  kan  sige  om  det  Hjørne, 
man  i  23.  vil  konstruere,  skal  være  det  ene  eller  det  andet  af  de  to  indbyrdes  sym- 
metriske Hjørner,  der  kan  bestemmes,  og  Euklid,  der  netop  vil  have  det  rationelle 
frem,  det,  der  kan  udtrykkes  i  Ord'),  føler  sig  bundet  til  ikke  at  lægge  mere  Vægt 
paa  denne  Forskel  end  paa  den,  der  kan  hidrøre  fra  de  forskellige  mulige  Belig- 
genheder af  Trekant  LMA,  der,  naar  ikke  mere  er  givet,  heller  ikke  kan  beskrives 
i  Ord.  Bag  efter  kunde  han  dog  have  tilføjet,  at  man  faar  to  forskellige  Hjørner, 
(1er  ikke  kan  bringes  til  Dækning  ved  mekanisk  Flytning.  En  Forklaring  heraf 
burde  ogsaa  findes  i  en  i  moderne  Forstand  elementær  Fremstilling;  men  dertil 
(inder  Eukluj  ingen  Anledning,  netop  fordi  han  ikke  vil  tale  om  mekanisk  Flyt- 
ning. Det  er  de  absolute  Bestemmelser,  Euklid  vil  have  frem,  og  det  er  ikke  absolut, 
men  kun  relativt  i  Forhold  til  hinanden,  at  man  kan  skelne  mellem  Beskrivelsen 
af  to  symmetriske  Figurers  Egenskaber,  ligesom  ogsaa  Stedbestemmelser  i  Rummet 
er  relative.  Derfor  nævner  han  i  Rummet  ligesaa  lidt  kongruente  som  symmetriske 
Figurer,  ja  synes  endog  at  sætte  en  Ære  i  at  kunne  undgaa  det  og  at  kunne  be- 
handle saadanne  Figurer  under  et. 

Del  er  altsaa  ad  den  samme  Vej  som  i  Plangeometrien,  at  Euklid  har  kun- 
net paavise  Ligestorhed  i  Stereometrien.  Denne  Vej  er  endog  bleven  væsentlig  for- 
kortet ved  Anvendelse  af  det,  som  allerede  var  opnaaet  i  Plangeometrien.  I  denne 
maalte   han    benytte    „Almindelige   Begreber"    7.  og  8.  til  1   Sætning   I,  4.    al  bevise 


1)  At  det  er  denne  Omstændighed,  der  i  Euklid's  Fremstilling  har  fjernet  Forskellen  mellem  kon- 
gruente og  symmetriske  Figurer,  liar  ogsaa  Prof.  Juel  fremhævet  i  en  Samtale  herom. 

D.  K.  D.  Videilsk.  Selsk.  Skr.,  nalurviilensk.  og  matheni.  Afd.,  8.  Riekke.  1.5. 
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Entydigheden  af  en  Konstruktion,  som  han  først  senere  var  i  Stand  til  at  udføre. 
I  Stereometrien  derimod  fremgaar  Ent3'diglieden  af  den  Konstruktion,  som  her 
nærmest  svarer  til  Konstruktionen  af  en  flyttet  Vinkel,  nemlig  den  af  et  Hjørne 
med  givne  Sider,  af  det  i  Plangeometrien  beviste,  særlig  af  1,4.,  hvor  de  „Alminde- 
lige Begreber"  allerede  er  anvendte,  og  han  fritages  saaledes  nu  for  at  vise  tilbage 
til  disse.  Den  Omstændighed,  at  Behandlingen  derved  bliver  mindre  udførlig,  for- 
bunden med  nogen  Mangel  paa  Udtryk  for  den  mere  almindelige  Synsmaade,  som 
paa  en  Gang  skal  omfatte  kongruente  og  symmetriske  Figurer,  har  imidlertid  givet 
Plads  for  nogen  Uvished  om  Rækkevidden  af  hans  Paastande,  saaledes  om  Omfanget 
af  det  udefinerede  Begreb:  „Lighed"  af  Hjørner.  Dette  træder  saaledes  frem  i  en 
Bemærkning  af  R.  Simson,  som  Heiberg  tiltræder  i  sin  Udgave  af  Euklid  (II.  Bd., 
S.  81,  Note  2),  nemlig  at  Euklid  intetsteds  har  bevist  den  i  XI,  26.  benyttede  Paa- 
stand, at  tresidede  Hjørner  med  samme  Sider  er  „lige".  Dette  Savn  maa  vistnok 
gaa  ud  paa,  at  det  ikke  ved  at  lægge  det  ene  Hjørne  over  paa  det  andet  er  bevist, 
at  Hjørnerne  er  kongruente.  I  det  Tilfælde,  hvor  Hjørnerne  ikke  bliver  symme- 
triske, vil  Beviset  herfor  kunne  opnaas  ved  de  samme  Betragtninger  som  den  af 
os  paastaaede  Entydighed;  men  til  et  saadant  Paalægningsbevis  kunde  Euklid  ikke 
indskrænke  sig,  dels  fordi  han  vil  undgaa  mekanisk  Flytning,  dels  fordi  der  saa 
intet  Hensyn  toges  til  den  anden  Mulighed,  nemlig  at  Hjørnerne  kan  være  symme- 
triske. Det  er  Bestræbelserne  efter  at  tage  begge  disse  Hensyn,  som  noget  har 
dækket  over  den  Bevisførelse,  som  23.  i  Virkeligheden  rummer. 

Jeg  fastholder  saaledes,  at  Euklid  ikke  har  overset  den  fra  Kongruens  forskel- 
lige Symmetri.  For  tresidede  Hjørners  Vedkommende  eller  for  den  dermed  ens- 
gældende  Behandling  af  sfæriske  Trekanter  træder  dette  endnu  tydeligere  frem  i 
Menelaos'  alt  nævnte  mere  indgaaende  Undersøgelser  af  dette  Emne.  Udtalelserne 
passer  ligegodt  paa  kongruente  og  symmetriske  Trekanter,  idet  der  som  i  Euklid 
1, 4.  blot  siges,  at  Trekanter,  der  har  visse  Stykker  ligestore,  ogsaa  maa  have  de 
øvrige  Stykker  ligestore.  Og  i  Beviserne  undgaas  alle  Operationer,  der  ikke  lige- 
saa  vel  kan  passe  paa  symmetriske  som  paa  kongruente  Trekanter.  Herpaa  gør 
Bjørnbo  opmærksom  i  sit  anførte  Skrift  (se  særlig  S.  32). 

Naar  man  har  fundet  ud  af,  hvad  Euklid  mener  med  den  „Lighed",  som  skal 
finde  Sted  mellem  to  tresidede  Hjørner,  der  har  samme  Sider,  og  som  altsaa  er 
enten  kongruente  eller  symmetriske,  og  hvorledes  han  kan  mene  at  have  bevist  den 
ved  Konstruktionen  i  23.,  vilde  man  ikke  unde  det  urimeligt,  om  han  var  vedblevet 
at  anvende  den  samme  Behandlingsmaade  paa  Størrelse  og  Form  af  Legemer.  Efter 
at  have  konstrueret  tresidede  Hjørner  vilde  han  med  Lethed  have  kunnet  konstruere 
en  tresidet  Pyramide  f.  Ex.  med  tre  givne  Sideflader,  og  denne  Konstruktions  En- 
tydighed, fraset  Forskelle  i  Beliggenhed  og  Symmelriforskel,  vilde  her  være  ligesaa 
indlysende  som  i  23.  for  Hjørnernes  Vedkommende.  Dernæst  kunde  alle  Polyèdre 
sammensættes  af  tresidede  Pyramider.  En  saadan  Fremstilling  vilde  være  elemen- 
tær i  samme  Forstand  som  I.  Bog  og  fraset  Manglen  paa  en  formel  Definition  have 
den  Soliditet,  som  de  gamle  krævede  af  „Elementer". 
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Euklid  har  derimod  faael  Skrupler  ved  ogsaa  at  skulle  behandle  Legemer, 
der  jo  i  Modsætning  til  Hjørner  virkelig  har  en  Størrelse,  uden  at  give  dette  Be- 
greb en  udtrykkelig  Definition.  Af  Hensyn  til,  at  han  ikke  alene  vil  gaa  ud  fra, 
at  kongruente  Legemer  er  ligeslore  og  ligedannede,  men  ogsaa  fra,  at  symmetriske 
Legemer  skal  være  det  i  den  Betydning,  hvori  han  tager  disse  Begreber,  maa  han 
nemlig  have  anset  en  Henvisning  til  L  Alm.  Begr.  7.  for  utilstrækkelig.  Han  har 
imidlertid  paa  flere  Maader  været  uheldig  med  den  Definition,  som  han  har  op- 
stillet, nemlig  XI.,  Def.  10.  :  Ligestore  og  ligedannede  Polyèdre  er  saadanne,  som 
indesluttes  af  ligemange,  ligestore  og  ligedannede  Sideflader.  Dermed  sigter  jeg  dog 
ikke  til,  at  der  tages  flere  Betingelser  med  end  nødvendigt.  Som  ogsaa  Aristoteles 
fremhæver,  skal  Definitionen  jo  kun  sige,  hvad  det  definerede  er;  men  det  skal 
bevises  (eller  postuleres),  at  det  er.  Der  risikeres  altsaa  ikke  noget  ved  at  give 
for  mange  Kendetegn;  thi  først  i  Existensbeviset  skal  det  sikres,  at  de  Legemer, 
der  har  det  tilstrækkelige  Antal  Kendetegn,  ogsaa  har  de  øvrige,  som  opstilles. 
Heller  ikke  skal  jeg  dvæle  ved,  at  der  ikke  udtrykkelig  siges,  at  den  indbyrdes 
Ordning  af  disse  Sideflader  skal  være  den  samme,  saavidt  den  kan  udtrykkes  i 
Ord  (hvad  der  ikke  udelukker,  at  den  kan  være  symmetrisk  tilsvarende). 

Værre  er  det,  at  Euklid  benytter  den  formelle  Frihed,  som  Brugen  af  en  De- 
finition giver  ham,  til  at  skafi"e  sig  Lettelser,  som  maa  efterlade  et  Savn  hos  Læse- 
ren. Legendre  har  bemærket'),  at  her  ikke  foreligger  en  Definition,  men  en  Sæt- 
ning, som  kræver  et  Bevis.  Hertil  kan  siges,  at  en  Sætning  ikke  kan  opstilles, 
naar  der  ikke  for  Polyèdre  foreligger  en  bestemt  og  utvetydig  Forklaring  paa,  hvad 
ligestore  og  ligedannede  Polyèdre  er,  som  ogsaa  omfatter  symmetriske  Polyèdre. 
Disse  har  Euklid  ment  at  maatte  tage  med  i  Definitionen,  da  han  vistnok  ikke  har 
set,  hvad  der  nu  er  bekendt,  at  Ligestorheden  af  symmetriske  Legemer  kan  bevises, 
naar  Ligestorheden  af  kongruente  Legemer  er  indrømmet.  Naar  han  nu  har  følt 
sig  forpligtet  til  at  opstille  en  særlig  Definition  for 'Polyèdres  Ligestorhed,  har  han 
anset  sig  for  ligesaa  fri,  som  da  han  i  Plangeometrien  opstillede  særlige  Definitioner 
paa  Ligedannethed  af  retlinede  og  krumlinede  Figurer  (se  S.  91  (289)).  De  intuitive 
Forestillinger,  som  helst  skulde  tilfredsstilles  ved  Opstillingen  af  saadanne  Defini- 
tioner, som  giver  Begreber  anvendte  paa  forskellige  Figurer  samme  Navn,  gor  han 
ikke  Rede  for  —  det  gør  man  i  det  hele  ikke  i  den  rationelle  Behandling  —  og 
da  mener  han  i  sin  Definition  at  kunne  bruge  saadanne  Kendetegn,  som  han  selv 
anser  for  tilstrækkelige,  og  som  tillige  er  lette  at  lægge  til  Grund  ved  forekommende 
Anvendelser.  Han  vilde  have  haft  lettere  ved  at  faa  Læserne  til  at  godkende  hans 
Definition,  hvis  han  først  havde  bevist,  at  Hjornerne  i  et  Polyeder  med  ligestore 
og  ligedannede  Sideflader  er,  hvad  han  i  26.  har  kaldt  ..lige",  og  at  Toplanvink- 
lerne saaledes  er  ligestore;  naar  mindst  et  Hjørne  paa  hver  Kant  er  tresidet,  vil 
dette  kunne  bevises  ved  Sætning  23.    Værst  er  det  dog,  at  denne  Sætning,  der  maatte 


')  Aiigaaende   de  Bemærkninger,   som   i  Tidens   Løb   er   gjort  til  den  foreliggende   Definition,   lian 
henvises  til  Heath  UI  S.  265  f. 

43* 


330  XIV.  Kapitel.  132 

være  en  nødvendig  Betingelse  for  at  Ifalde  Polyedrene  ligedannede,  ikke  altid  er 
rigtig,  og  at  Polj^edrene  da  heller  ikke  kan  kaldes  ligestore.  Som  Exempel  herpaa  næv- 
ner R.  SiMSON  Polyèdre,  der  er  dannede  som  Sum  eller  Differens  af  to  Pyramider 
paa  samme  Grnndflade  (Differens  i  det  Tilfælde,  at  de  begge  ligger  paa  samme 
Side  af  denne).  For  at  nævne  et  Polyeder,  som  ogsaa  Euklid  senere  behandler, 
kunde  man  af  et  regulært  Ikosaeder  danne  et  andet  med  samme  Sideflader  ved  at 
lade  den  Pyramide,  der  til  Sideflader  har  de  5,  som  ligger  om  samme  Hjørne,  gaa 
indad.  Disse  Exempler  viser,  at  heller  ikke  Formen  af  en  Definition  tilsteder  hvilke- 
somhelst  Friheder.  En  Definition  maa  ikke  komme  i  Strid  med  andre  af  de  op- 
stillede Forudsætninger,  men  vilde  her  komme  i  Strid  med  I,  Alm.  Begreb  8.,  at 
en  Del  er  mindre  end  det  hele.  Man  har  villet  undskylde  Euklid  med,  at  han  her 
kun  skulde  tale  om  konvexe  Polyèdre,  og  Cauchy  har  ført  et  Bevis  for  „Defini- 
tionens" Brugbarhed  i  dette  Tilfælde;  men  dels  nævner  Euklid  ikke  denne  Ind- 
skrænkning, dels  tyder  intet  paa,  at  Euklid  har  kunnet  føre  et  saadant  Bevis  for, 
at  Hjørnerne  i  det  Tilfælde  bliver  „lige"  eller  Toplansvinklerne  ligeslore.  Delle  kan 
han  vel,  og  endog  meget  let,  i  alle  de  Tilfælde,  som  han  virkelig  behandler;  men 
det  er  en  let  købt  og,  som  det  har  vist  sig,  uægte  Pynt,  naar  Euklid  har  udstrakt 
sin  Definition  til  at  skulle  gælde  alle  Polyèdre  uden  at  prøve,  om  de  nødvendige 
Betingelser  herfor  er  tilstede,  med  samme  Omhu,  som  han  vilde  have  anvendt,  hvis 
Talen  havde  været  om  en  Sætning,  som  skulde  bevises.  Al  dette,  saavidt  man  ved, 
har  kunnet  gaa  upaalalt  hen  i  Oldtiden,  da  saa  mange  store  Mathematikere  byggede 
paa  Euklid,  maa  bero  paa,  at  man  i  Virkeligheden  kun  har  behandlet  denne  De- 
finition som  en  Pynt,  som  ikke  brugtes  udover  saadanne  Tilfælde  som  dem,  hvor 
Euklid  selv  anvender  den,  og  hvor  den  paastaaede  Ligestorhed  ikke  efterlader  nogen 
Tvivl.  I  Følelsen  af  den  Tryghed,  hvormed  man  med  fuldeste  Ret  i  Almindelighed 
kunde  bygge  paa  Euklid,  gav  man  sig  ikke  til  at  prove,  om  han  havde  Ret  i  at 
udstrække  en  saadan  enkelt  Paastand  ud  over  det  Omraade,  hvor  man  gjorde 
virkelig  Brug  deraf.  I  saadanne  Undtagelsestilfælde  som  dem,  vi  har  nævnt,  vilde 
man  ikke  tænke  paa  at  anvende  hans  Definition  paa  det  ukonvexe  Legeme,  men 
betragte  dette  som  en  DiiTerens  mellem  to  konvexe.  Og  selv  den,  der  bemærkede 
Manglen  paa  Overensstemmelse  med  hans  Definitions  Ordlyd,  vilde  saa  mene,  at 
denne  kun  skulde  gælde  konvexe  Legemer,  og  for  disses  Vedkommende  stole  paa 
Euklid  uden  nøjere  at  prøve  hans  Paasland. 

Hvad  her  er  sagt  om  ligeslore  og  ligedannede  Polyèdre,  gælder  ogsaa  om  De- 
finition 9.  paa  ligedannede  Polyèdre.  Særlig  skal  vi  blot  fremhæve,  al  ogsaa  Lige- 
dannethed  hos  Euklid  maa  omfatte  baade,  hvad  vi  nu  kalder  Ligedannethed,  og 
hvad  vi  kalder  symmetrisk   Ligedannethed. 

Anmærkning  om  Brug  af  Fortegn.  Endnu  skal  jeg  tilføje,  at  der  er  nogen 
Overensstemmelse  med  den  her  omtalte  Mangel  paa  Skelnen  mellem  Kongruens  og 
Symmetri  og  Manglen  af  Fortegn  hos  de  gamle.  Som  nys  bemærket  vilde  der 
være  ligesaa  megen  Grund  som  i  Rummet  til  ogsaa  i  Planen  at  medtage  den  nævnte 
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Skelnen,  naar  man  dog  ikke  vil  bruge  Flytninger  og  mindst  saadanne,  hvor  en  Figur 
maatle  tages  ud  af  sin  Plan.  Ved  den  geometriske  Fremstilling  af  algebraiske  For- 
hold er  det  tilsvarende  ved  Operationer  med  én  Dimension  en  Skelnen  mellem  de 
to  Retninger  paa  en  ret  Linie  ved  et  P'ortegn  —  eller  noget,  som  svarer  hertil. 
Ogsaa  denne  Skelnen  er  imidlertid  underkastet  den  samme  Relativitet  som  den 
mellem  Kongruens  og  Symmetri;  hvilken  Retning  der  skal  være  positiv  eller  negativ, 
beror  fra  forst  af  paa  et  Valg,  og  ikke  blot  saadanne  Valg  undlader  Euklid, 
men  ogsaa  det  af  finhed,  som  undgaas  ved  overalt  at  operere  med  Forhold,  og  det 
af  et  fast  Begyndelsespunkt  for  Liniestykker  (Abscisser),  hvorfor  et  Liniestykke 
betegnes  ved  begge  sine  Endepunkter.  Euklid  har  sikkert  endog  sat  Pris  paa 
den  derved  opstaaede  formelle  Almindelighed,  saaledes  at  Sætninger  og  Beviser 
under  et  omfatter  Figurer,  som  vi  vilde  kalde  kongruente  og  symmetriske. 

løvrigt  maa  bemærkes,  at  det  at  træffe  de  nævnte  Valg  heller  ikke  paa  langt 
nær  vilde  være  af  den  Betydning  for  den  Algebra,  der  bruger  geometriske  Symboler, 
som  for  den,  der  bruger  littérale  Betegnelser  for  Størrelser  og  Operationer.  Kan 
der  end  saaledes  være  andre  gode  Grunde  til  at  prise  den  nuværende  Symboliks 
overordentlige  Fordele,  maa  man  ikke  dertil  føje  Brugen  af  en  bestemt  Enhed,  af  et 
fast  Begyndelsespunkt  og  af  Fortegn  eller  af  Begrebet  Symmetri,  som  yderligere 
Fortrin,  men  som  Fordele,  der  er  blevne  særlig  betydningsfulde  for  den,  der  bruger 
den  littérale  Symbolik.  I  de  enkelte  Tilfælde  kan  det  for  den,  der  bruger  den 
geometriske  Symbolik,  endog  bringe  Fordele  ikke  at  have  truffet  disse  Valg.  Vi  har 
saaledes  S.  56  (254)  set,  at  Gnomonliguren  ikke  alene  udtrykker  det  samme  som 
vor  Formel  for  (a  -|-  bf,  baade  naar  a  og  b  har  samme,  og  naar  de  har  modsat  For- 
tegn, men  tillige  det,  som  vi  udtrykker  ved  Formlen  a"  —  o- =  (a  +  fe)  (a  —  b).  Paa 
den  anden  Side  maa  det  indrømmes,  at  noget,  der  svarer  til  at  regne  Størrelser 
med  Fortegn,  paa  flere  Steder  vilde  have  sparet  de  gamle  for  en  Udstykning  i  for- 
skellige Sætninger;  det  vilde  f.  Ex.  have  tilladt  dem  at  behandle  det  elliptiske  og 
det  hyperbolske  Fladeanlæg  under  et. 


Kap.  XV. 
Euklid  og  hans  Elementer. 


Den  Tid  ligger  ikke  langt  tilbage,  da  man  kaldte  Euklid  Geometriens  Fader 
og  dermed  forbandt  den  Forestilling,  at  paa  nogle  Undtagelser  nær,  som  allerede 
Pythagoras  havde  opdaget,  baade  den  geometriske  Viden  og  den  rationelle  Be- 
grundelse deraf,  som  vi  finder  i  Euklid's  Elementer,  i  det  væsentlige  skulde  skyldes 
ham.    Dette  var  en  uhyre  Undervurdering  af  det  Tankearbejde,  som  har  været  nød- 
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vendigl  for  at  vinde,  udirykke  og  begrunde  den  store  Sum  af  Viden,  som  Elemen- 
terne rummer.  Efterat  den  en  Gang  er  samlet,  kan  den  vel  tilegnes  i  Løbet  af  nogle 
Læreaar,  saaledes  som  det  sker  i  A'ore  Skoler;  men  at  dette  er  blevet  muligt,  skyl- 
des Forarbejder  og  en  videre  Bearbejdelse,  som  ikke  kunde  være  en  enkelt  Tids- 
alders, endsige  en  enkelt  Mands  Værk.  Den  nævnte  Opfattelse  af  Euklid's  Udforelse 
af  dette  Storværk  er  da  ogsaa  bleven  grundig  ændret  ved  det  sidste  halve  Aarhun- 
dredes  historiske  Forskning,  særlig  efter  at  Brettschneider  i:  „Die  Geometrie  und 
die  Geometer  vor  Euklides"  (1<S7())  havde  henledet  Opmærksomheden  paa  de  Op- 
lysninger om  den  føreuklidiske  Geometri,  som  lindes  i  Eudemos',  ved  Proklos  be- 
varede, Mathematikerforlegnelse.  I  Tilslutning  lil  denne  har  man  fra  mange  Sider, 
ikke  mindst  gennem  det  opbevarede  Fragment  af  Hippokrates  fra  Chios,  kunnet 
paavise  baade  en  ældre  geometrisk  Viden  og  en  Evne  til  at  bruge  denne,  som,  om 
end  paa  et  mere  begrænset  Omraade,  ikke  slaar  meget  tilbage  for  den,  man  først 
vilde  vente  hos  dem,  der  har  studeret  Euklid.  Paa  samme  Tid  kunde  man  van. 
skelig  løsrive  sig  fra  den  Tanke,  at  man  under  Erhvervelsen  af  denne  Viden  i  det 
væsentlige  maatte  være  gaaet  samme  Veje,  som  vi  lærer  at  kende  hos  Euklid,  og 
som  vi  ogsaa  den  Dag  i  Dag  er  tilbøjelige  til  at  betragte  som  de  eneste  naturlige 
eller  dog  de  eneste  nogenlunde  paalidelige.  Naar  saaledes  G.  J.  Allmann  i  sin  Bog: 
„Greek  Geometry  from  Thaies  to  Euklid"  (1889)  med  stor  Omhu  sammenstiller  de 
Oplysninger,  som  ad  forskellige  Veje  haves  om  hver  enkelt  Mathematikers  Bidrag 
eller  Viden  i  det  paagældende  Tidsrum,  og  han  vil  forklare  sig  Besiddelsen  af  denne 
Viden,  viser  han  paa  ethvert  Punkt  hen  til  saadanne  Betragtninger,  som  vi  nu  i 
Tilslutning  til  Euklid  vilde  anstille.  Saadanne  Betragtninger  er  man  i  det  hele 
bleven  tilbøjelig  til  at  lillægge  de  ældre  Mathematikere  sammen  med  den  positive 
Viden,  som  Beretningerne  om  dem  gaar  ud  paa.  Man  har  endog  i  Euklid's  For- 
deling af  Stoffet  i  de  forskellige  Bøger  ment  at  se  en  mere  eller  mindre  tilfæl- 
dig Sammenstilling  af  det  Stof,  som  er  overleveret  ham  fra  forskellige  Tider. 
Euklid  faar  da,  fraset  enkelte  Udvidelser  af  Stoffet,  som  man  ikke  vil  frakende  ham, 
væsentlig  kun  Æren  for  at  have  givet  Enkelthederne  de  efterhaanden  udviklede 
Former,  der  lader  Slutningernes  indre  Sammenhæng  træde  tydelig  frem  ogsaa  i  del 
ydre.  I  Udviklingen  af  disse  Former,  der  dels  er  gaaet  forud  for  den  aristoteliske 
Logik,  dels  er  fremkomne  under  Paavirkning  af  denne,  og  i  deres  Tilpasning  lil 
Fremstilling  af  mathematiske  Sætninger  og  disses  Begrundelse,  har  Euklid  tilmed 
haft  Forgængere  i  de  ældre  Elementforfattere.  I  Henhold  til  saadanne  Betragtninger 
er  Historikere  i  Nutiden  komne  til  en  Opfattelse  af  Euklid's  egen  Andel  i  hans 
Elementer,  stik  modsat  den  ovenfor  nævnte.  Den  ændrede  Opfattelse  giver  endog 
Paul  Tannery,  der  dog  er  den  grundigste  Kender  af  den  ældre  græske  Mathematik, 
og  som  har  givet  de  bedste  Oplysninger  om  de  Hjælpemidler,  som  i  den  kom  til 
Anvendelse,  Udiryk,  naar  han  i  sin  Artikel  om  Euklid  i  „La  Grande  Encyclopédie"  *) 
siger,  at   „Elementerne",   og   hvad    der   ellers   er   bevaret  fra  Euklid's  egen  Haand, 
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„ne  suffirail  pas  pour  attester  son  originalité  comme  géomètre",  men  derimod  grun- 
der sin  Formening  om  lians  fremragende  Betydning  som  saadan  paa  de  Beretninger, 
som  foreligger  om  hans  øvrige  Arbejder. 

Ogsaa  jeg  finder  vel,  at  Beretningerne  om  disse  andre  Arbejder  vidner  om  Eu- 
klid's  store  Fortjenester,  men  jeg  mener,  at  det  i  langt  højere  Grad  er  det  Værk, 
hvortil  Euklid's  Navn  har  været  knyttet  i  over  2000  Aar,  som  har  gjort  ham  vær- 
dig til  den  Hæder  endnu  at  mindes  ogsaa  udenfor  Mathematikernes  og  Historikernes 
Kreds,  og  det  er  for  denne  Mening  jeg  tror  at  have  givet  gode  Grunde  i  nærværende 
Skrift.  Ganske  vist  har  jeg  deri  fremhævet  det  Omfang,  som  den  mathematiske 
Viden  havde  naaet  allerede  før  Platon;  men  jeg  har  tillige  vist,  hvorledes  denne 
Viden  kunde  naas,  uden  at  man  da  foregreb  saadanne  Betragtningsmaader  som  dem, 
der  særlig  karakteriserer  Euklid.  Man  brugte  da  en  Intuition  af  en  helt  anden  Art 
og  et  andet  Omfang  end  den,  hvis  Resultater  sammentrænges  i  de  af  Euklid  ud- 
trykkelig opstillede  Forudsætninger.  Man  drog  ogsaa  sikre  og  gode  Slutninger;  men 
isolerede,  som  de  var  i  deres  Anvendelser  paa  de  Spørgsmaal,  som  man  netop  havde 
for  Øje,  savnede  de  den  videnskabelige  Sammenhæng,  uden  hvilken  man  vel  baade 
selv  kan  vinde  og  bibringe  andre  personlig  Tillid  til  de  vundne  Resultater,  men 
ikke  føre  et  fuldstændigt  mathematisk  Bevis.  Dertil  var  det  ikke  nok  at  udbedre 
de  logiske  Former,  hvorunder  man  udtrykte  de  enkelte  Sætninger  og  deres  Begrun- 
delser. Der  maatte  opføres  en  sammenhængende  Lærebygning,  hvori  hvert  Led 
kunde  støtte  sig  paa  det  allerede  beviste,  og  dette  kunde,  som  vi  har  set,  kun  naas 
ved  en  fuldstændig  Omformning  af  tidligere  Opstillinger.  Euklid's  Elementer  er 
det  endelige  Resultat  af  denne  Omformning;  i  dem  er  Platon's  Idealer  realiserede 
paa  en  Maade,  der  ogsaa  stemmer  med  de  af  Aristoteles  opstillede  logiske  Regler. 

Menneskeheden  er  med  Hensyn  til  det  ved  Euklid  naaede  Standpunkt  gaaet 
samme  Vej,  som  efter  mange  Vidnesbyrd  mathematiske  Opdagere  og  Opfindere  i 
Reglen  gaar  i  deres  personlige  Arbejder.  Først  kommer  de  til  deres  Resultater  gen- 
nem Analogier,  Intuition  samt  Slutninger  af  ret  isoleret  Beskaffenhed.  For  Udgivel- 
sen, og  vel  ogsaa  for  selv  at  modstaa  Fristelsen  til  at  give  deres  Resultater  en  for 
-stor  Rækkevidde,  maa  de  derimod  gennemføre  et  fuldstændigt  Bevis.  Det  er  ikke 
mindst  i  denne  sidste  Henseende,  at  man  i  vore  Dage  har  skærpet  Fordringerne 
og  lagt  et  stort  Arbejde  ind  paa  at  opfylde  dem  og  sætte  andre  i  Stand  til  at  op- 
fylde dem.  Naar  man  nu  netop  i  vor  Tid  lægger  saa  stor  Vægt  paa  dette  Arbejde, 
bør  man  se  særlig  hen  til  Euklid,  der  er  gaaet  i  Spidsen.  Det  kan  ikke  undre,  at 
de,  der  nu  bestræber  sig  for,  ogsaa  paa  videre  Omraader,  at  naa  den  samme  abso- 
lute Exakthed,  som  Euklid  tilsigtede,  bedre  end  andre  kan  se,  hvad  der  mangler 
ham  i  virkelig  at  naa  dette  Maal;  men  de  fristes  ogsaa  til  at  forse  sig  saaledes  paa 
de  Veje,  ad  hvilke  de  selv  mener  at  gaa  trygt,  at  de  ikke  nojere  prøver,  om  man 
ikke  ogsaa  kan  komme  frem  ad  dem,  som  Euklid  har  fulgt,  og  om  det  ikke  ofte 
ved  en  grundigere  Prøvelse  af  meget  hos  ham,  som  man  i  lange  Tider  ikke  havde 
paaagtet,  skulde  vise  sig,  at  Euklid  blot  under  andre  Former  har  set  og  overvundet 
de  samme  Vanskeligheder,  som  Nutiden  har  faaet  Øje  paa.     I  alle  Tilfælde  bør  de 
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sælle  Euklid  liøjl  som  den,  der  oprindelig  har  i^rudt  de  Baner,  som  man  atter  nu 
slaar  ind  j)aa. 

I  disse  Linier  har  jeg  vel  for  Nemheds  Skj'ld  omlalt  det  Værk,  som  Euklid 
bragte  til  Afslutning,  som  Euklid's  Værk,  medens  jeg  her  i  mit  Skrift  har  vist 
baade  dets  Overensstemmelse  med  Platon's  Tilskyndelser  og  det  udmærkede  Ar- 
bejde, som  Platon's  Samtidige  og  nærmere  Efterfolgere  har  sat  ind  paa  at  fremme 
det,  og  den  Andel,  de  har  i  dets  endelige  Skikkelse.  Jeg  tror  dog,  at  Skildringen 
heraf  fremfor  alt  vil  have  vist,  hvor  stort  og  omfattende  delte  Arbejde  har  været, 
og  at  der  saaledes  blev  nok  tilbage  for  Euklid  selv.  Bestræbelserne  for  at  gennem- 
føre den  tilsigtede  Reform  og  Forhandlingerne  derom  mellem  en  Mængde  dygtige 
Mænd  strakte  sig  da  ogsaa  saavidt,  at  Beretningen  derom  kun  kan  befæste  Beun- 
dringen for  den  Mand,  der  gjorde  Ende  paa  disse  Forhandlinger  og  gav  det  hele 
Værk  en  endelig  Form,  som  vandt  fuld  Anerkendelse,  foreløbig  som  det  viden- 
skabelige Grundlag  for  Alexandrinernes  frugtbare  mathematiske  Arbejde.  Den,  der 
har  gjort  dette,  inaa  have  været  en  stor  Mathematiker,  vel  forst  og  fremmest  i  Be- 
siddelse af  en  skarp,  klar  og  sikker  mathematisk  Tænkning,  men  ogsaa  i  Besiddelse 
af  en  levende  mathematisk  Opfindsomhed  for  at  lave  de  nye  Beviser,  som  alene 
Omflj'tningen  af  Sætningerne  gjorde  nødvendige,  og  udtænke  de  nye  Hjælpemidler, 
som  skulde  sættes  i  Stedet  for  de  gamle  mere  intuitive. 

Det  er  som  et  rent  videnskabeligt  Værk,  at  Euklid's  Elementer  har 
deres  Betydning.  De  indeholder  ikke  alene  den  Viden,  som  maatte  give  Udgangs- 
punkter for  videregaaende  Undersøgelser,  men  indeholder  den  i  en  saadan  Skikkelse, 
at  de  kunde  danne  et  sikkert  videnskabeligt  Grundlag  ogsaa  for  disse.  At  tilfreds- 
stille de  rent  videnskabelige  Krav,  deriblandt  ogsaa  det  aristoteliske  om  Sætninger- 
nes Almindelighed,  er  Euklid's  Hovedformaal,  ja,  vel  det  eneste,  som  Euklid  har 
sat  sig.  Tingenes  Natur  medfører  dog,  at  de  ensartede  og  bestemte  Former,  som 
skal  sikre  Bevisernes  Tilforladelighed,  tillige  bidrager  til  deres  Overskuelighed,  og 
denne  Overskuelighed  fremmes  væsentlig  ved  Tegningen  af  de  Figurer,  hvis  alminde- 
lige logiske  Beskrivelse  og  Anvendelse  allerede  udtrykkes  i  Teksten,  medens  de  teg- 
nede Figurer  har  en  mere  ufuldkommen  og  ganske  speciel  BeskalTenhed  (se  XIII. 
Kap.);  de  optræder  som  de  Symboler  (se  II.  Kap.),  ved  hvilke  de  i  Teksten  udtalte 
Tanker  fastholdes.  Udover  dette  giver  Euklid  ikke  nogen  yderligere  Vejledning 
gennem  Overblik  over,  hvad  han  har  gjort  eller  vil  gore,  og  hvorfor,  eller  ved 
Sammenligninger  mellem  Behandlingen  af  beslægtede  Genstande  o.  desl.  Endog  den 
ydre  Sammenstilling  af  saadanne  Genstande  er,  saaledes  som  vi  særlig  har  set  det 
af  Ordningen  i  hans  første  Bog,  et  Hensyn,  som  han  ikke  altid  naar  at  tage  ved 
Siden  af  det  bygningsstatiske,  at  hver  Sten  skal  hvile  paa  de  tidhgere  nedlagte, 
hver  Sætning  staa  paa  en  Plads,  hvor  den  selv  bæres  af  de  foregaaende  og  bidrager 
til  at  bære  de  efterfølgende.  Intet  Talexempel  og  ingen  simpel  Anvendelse  tilføjes  som 
Hjælpemiddel  til  at  faa  fat  paa,  hvad  der  menes  med  de  opstillede  almindelige 
Sætninger  og  Beviser. 

Bogen  giver  derfor  heller  ingen  Anvisning  paa,  hvortil  og  hvorledes  den  efter- 
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hnanden  vundne  Viden  skal  !)riiges,  undtagen  forsaavidt  man  ser,  hvorledes  Euklid 
selv  efterhaanden  anvendte  den  til  at  begrunde  en  ny  Viden,  og  man  saaledes  kan 
følge  hans  Exempel  for  at  naa  endnu  videre.  I  XII.  Kap.  har  vi  jo  saaledes  nævnt, 
at  han  ikke  fremhæver  den  Form,  hvori  Fladeanlæg  bekvemmest  kan  anvendes, 
men  at  hans  fortsatte  Undersøgelser  i  X.  Bog  giver  talrige  Exempler  paa,  hvorledes 
Euklid  selv  brugte  dem.  Om  Anvisning  paa  praktisk  Anvendelse  udenfor  den  rene 
Videnskab  er  der  slet  ikke  Tale.  Der  siges  intet  om,  hvorledes  man  med  størst 
Nøjagtighed  skal  foretage  de  Maalinger,  som  skal  give  de  Talværdier,  hvormed  man 
skal  operere,  og  hgesaalidt,  hvorledes  man  saa  skal  foretage  de  Udregninger,  som 
det  i  Praksis  særlig  vil  komme  an  paa.  En  antik  Oplysning  herom  finder  vi  først 
i  Heron's  nylig  genfundne  Melrica.  Deraf  ser  man  blandt  andet,  hvorledes  den  geome- 
triske Tilbageføren  til  Anvendelse  af  den  pythagoreiske  Sætning  eller  en  Mellem- 
proportional gav  samme  Anvisning  paa  at  løse  en  Opgave  ved  Kvadratrodsuddrag- 
ning,  som  man  nu  faar  ved  en  algebraisk  Tilbageføren  til  et  Udtryk,  der  indeholder 
et  Kvadratrodstegn;  dette  havde  man  vel  kunnet  slutte  af  Euklid's  X.  Bog,  men 
umiddelbart  udtaler  han  det  ikke.  Selv  paa  den  praktiske  Udførelse  af  en  geome- 
trisk Konstruktion  giver  Euklid  ingen  Anvisning.  Han  nævner  ikke  de  dertil  tje- 
nende Redskaber,  og  for  mere  sammensatte  Konstruktioner  fører  han  kun  Opgaven 
tilbage  til  tidligere  behandlede  Konstruktioner.  Dette  er  fuldkommen  tilstrækkeligt, 
naar  Konstruktionerne  skal  afgive  Bevis  for  Existensen  af  de  Figurer,  som  derved 
bestemmes;  den  praktiske  Udførelse  faas  forst  ved  en  Forbindelse  af  de  i  en  Række 
forskellige  tidligere  Sætninger  angivne  Konstruktioner,  og  de  givne  Anvisninger  paa 
disse  yder  ikke  noget  samlet  Overblik  over  den  saaledes  sammensatte  nye  Kon- 
struktion, el  Overblik,  som  paa  mange  Maader  vilde  kunne  simiîlificere  deres  sam- 
tidige Anvendelse. 

Man  kan  tænke  sig  disse  Mangler  udfyldte  under  den  mundtlige  Undervisning 
ved  de  dertil  knyttede  Demonstrationer  og  Øvelser,  og  man  har  sikkert  ikke  paa 
Euklid's  Tid  forsomt  at  bruge  disse  Hjælpemidler  til  at  give  den  rette  Anvisning 
baade  til  at  forstaa  og  til  at  anvende  hans  Bog.  Naar  Euklid  i  denne  har  kunnet 
undlade  enhver  Vejledning  hertil,  forstaas  dette  dog  bedst  deraf,  at  han  ene  tilstræber 
at  give  en  sammenhængende  og  strengt  videnskabelig  Fremstilling  af  et  Stof,  hvoraf 
han,  som  de  i  det  sidste  halve  Aarhundrede  fremdragne  Oplysninger  har  vist,  kunde 
antage  en  Del  bekendt.  Selve  Hovedindholdet  maatte  han  dog  fremstille  i  sin 
fulde  Sammenhæng;  dette  var  netop  hans  Opgave;  men  Anvendelserne  deraf,  til 
hvilke  de  ældre  Tiders  Opdagelse  sikkert  særlig  havde  knyttet  sig,  kunde  han  for 
denne  Dels  Vedkommende  forudsætte  bekendt  for  sine  Læsere.  Derved  vilde  disse 
ogsaa  finde  tilstrækkelig  Anvisning  til  paa  lignende  Maade  at  bruge  det  nye  Ind- 
hold, som  kom  til  under  hans  Behandling.  At  han  under  disse  Vilkaar  ikke  blot 
kunde  finde  forstaaende  Læsere  blandt  dem,  der  allerede  dyrkede  Mathematiken, 
men  ogsaa  i  den  opvoksende  Slægt,  maa  bero  paa,  at  denne  allerede  gennem  Skole- 
undervisningen i  Logistik,  Metretik  og  Geodæsi  var  bleven  bekendt  med  praktisk 
Anvendel.se  af  de  simpleste  af  de  mathematiske  Resultater,  men  uden  endnu  at  have 

I).  K.  n.  Vidensli.  Selsk.  Skr..  n.Tlurviilensk.  or  m.Tlhem.  Afd.,  S.  Rx'kke.  1.  .1.  44 
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lært  disses  rent  videnskabelige  Begrundelse  at  kende.  Dette  gjorde  først  de,  der 
som  „Studenter"  vedblev  at  dyrke  Mathematiken;  for  disse  var  Euklids  Elementer 
bestemt,  og  for  dem  var  det  overflødigt  at  vise  tilbage  til  Anvendelser,  som  de 
kendte  forud  eller  om  fornødent  samtidig  fik  indøvet.  Det  var  ogsaa  først  dem,  der 
besad  de  rette  Betingelser  for  at  faa  det  fulde  Udbytte  af  Euklid's  Elementer,  hvad 
vi  i  næste  Kapitel  vil  faa  bekræftet  ved  at  betragte  dem,  der  i  senere  Tider  har 
villet  lære  Mathematik  af  Euklid  uden  at  besidde  lige  saa  gode  Forudsætninger. 
Den  her  antagne  Fordeling  af  Undervisningen  stemmer  ogsaa  ganske  med  den,  der 
i  VII.  Bog  af  Platon's  Stat  skildres  som  ønskelig').  Euklid's  „Elementer"  har  da 
netop  været  bestemt  for  dem,  der  skulde  have  den  videregaaende  Undervisning,  som 
Platon  tiltænkte  de  vordende  „Statsmænd". 

At  Euklid's  Elementer  havde  det  her  skildrede  rent  videnskabelige  Formaal, 
stemmer  med  den  Betydning,  vi  i  IV.  Kap.  har  tillagt  Ordet  ,.Elementer".  De  gor 
ikke  blot  den  Del  af  den  daværende  Mathematik,  som  skulde  danne  Grundlaget 
for  videregaaende  videnskabelige  Undersøgelser,  til  den  af  Platon  ønskede  rent 
rationelle  Videnskab  ;  men  de  giver  ogsaa  nu  Anvisning  paa  de  Veje,  ad  hvilke  del 
samme  kan  opnaas  og  er  opnaaet  for  den  med  helt  andre  Symboler  arbejdende 
nyere  Mathematik.  De  har  tillige  været  el  Forbillede  for  den  Omdannelse,  som 
sikkert  ogsaa  hørte  til  Platon's  Idealer,  af  andre  Videnskaber  med  realt  Indhold 
til  rationelle  eller  exakte  Videnskaber.  Maaske  har  man  af  og  til,  f.  Ex.  overfor 
Fysiken  for  nøje  fulgt  dette  Forbillede  og  med  Forsømmelse  af  den  vigtige  induk- 
tive Side  fastholdt  den  for  Mathematiken  passende  deduktive  Vej;  men  hvor  de 
rette  Hensyn  er  tagne  til  de  enkelte  Videnskabers  Ejendommeligheder,  har  baade 
Forbilledet  og  de 'mange  direkte  Laan  fra  Mathematiken  bidraget  til  ogsaa  at  give 
dem  en  rationel  Karakter.  Aristoteles  har  vist  de  Veje,  Tanken  da  maa  følge; 
Euklid's  Elementer  viser,  at  man  ved  Behandlingen  af  et  positivt  Stof  kan  naa 
Maalet  ad  disse  Veje. 


Kap.  XVI. 
EUKLID'S  Elementers  Skæbne. 


„Pro  captu  lectoris  habent  sua  fata  libelli"  skriver  Terentianus  Maurus  i  sit 
Carmen  heroiciun  i  del  2.  Aarh.  efter  Chr.,  og  den  Skæbne  maatle  være  ret  veks- 
lende, som  maatle  tilfalde  el  Værk  med  den  her  skildrede  Karakter,  der  i  mere 
end  2000  Aar  har  været  brugt  til  Indførelse  i  Mathematiken.  Den  maatle  veksle, 
eftersom   dets   Læsere  var   henviste   alene   til   dette   videnskabelige   Værk   uden   paa 


')  Se  ogsaa  E.  Sachs'  indgaaende  Omtale  af  Platons  „Love"  S.  KiO  ff.  i  det  i  mit  Tillæg  anførte  SUrift. 
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anden  Maade  at  orienteres  og  indøves  i  dets  rette  Brug,  elier  der  ved  Undervis- 
ningen deri  gaves  en  Orientering  og  Øvelse  af  kyndige  Lærere,  der  selv  besad  dem 
ved  Overlevering,  mundtlig  eller  gennem  Skrifter,  beregnede  paa  en  lettere  Tilegnelse 
af  Formaal  og  Anvendelser.  Den  maatte  veksle,  eftersom  denne  Vejledning  stemte 
med  den,  der  gaves  paa  Euklid's  egen  Tid,  eller  den,  som  i  den  nyere  Tid  har 
knyttet  sig  til  senere  opstaaede  Lærdomme,  der  gjorde  meget  af,  hvad  Euklid  med- 
tager og  lægger  Vægt  paa,  overflødigt.  Det  er  dog  kun  en  i  Forhold  til  Emnets 
Vigtighed  ret  flygtig  Omtale,  vi  her  kan  give  af  denne  Skæbne.  Hver  enkelt  af  de 
efterfølgende  Tiders  Mathematik  hænger  saa  nøje  sammen  med  del,  man  i  dem  har 
lært  af  Euklid,  det,  man  har  faaet  ud  af  Læsningen  af  hans  Elementer,  og  med 
den  Maade,  hvorpaa  man  har  læst  dem,  at  en  Redegørelse  for  „Elementernes" 
Skæbne  i  mange  Henseender  vilde  være  en  Redegørelse  for  hele  Mathemalikens 
Historie.  Omvendt  bliver  et  grundigt  Kendskab  til  Elementerne,  til  hele  disses 
hidhold  og  til  Maaden  hvorpaa,  og  de  Synspunkler,  ud  fra  hvilke  dette  behandles 
af  Euklid  selv,  og  derved  til  deres  Forstaaelighed  for  de  følgende  Tider,  en  Betin- 
gelse for  den  rette  Forstaaelse  af  hele  Mathemalikens  senere  historiske  Udvikling. 
Allerede  dette  Hensyn  vil  forklare  den  Betydning,  som  jeg  tillægger  saadanne  Under- 
søgelser som  dem,  jeg  har  anstillet  i  nærværende  Skrift,  hvor  stor  eller  ringe  Værdi 
man  nu  vil  tillægge  det  Udbytte  deraf,  for  hvilket  jeg  her  har  gjort   Rede. 

Det  i  det  følgende  givne  Overblik  beror  iøvrigt  ikke  paa  nye  Studier  af  den 
senere  Mathematik.  Jeg  vil  kun  søge  at  paavise  den  Indflydelse,  som  de  her  skil- 
drede Egenskaber  ved  Euklid's  Elementer  har  haft  og  maatte  faa  paa  de  forskellige 
Tiders  Mathematik,  efter  hvad  man  allerede  ved  om  disse  og  om  deres  Brug  af 
Euklid.  Jeg  medtager  mere  elier  mindre,  eftersom  jeg  i  den  Henseende  mener  at 
have  noget  at  føje  til,  hvad  der  alt  maatte  være  udtalt  derom.  Kun  exempelvis 
kan  jeg  medtage  Oplysninger  om  en  i  Tiderne  vekslende  Opfattelse  af  Euklid's 
enkelte  Sætninger,  men  henviser  i  saa  Henseende  til  Heath's  omhyggelige  Noler 
til  hans  alt  ofte  citerede  ^Euklid's  Elements". 

I  nøjeste  Overensstemmelse  med  Forfatterens  Hensigt  blev  Elementerne  sikkert 
benyttede  af  den  Ungdom,  som  i  Alexandria  vistnok  havde  Euklid  selv  til  sin 
første  Lærer  i  Mathematik.  Den  har  nydt  godt  af  hans  egen  og  hans  nærmeste 
Efterfølgeres  Vejledning.  Den  vil  være  gjort  opmærksom  paa,  hvad  der  opnaaedes 
ved  de  strengt  videnskabelige  Synsinaader,  og  paa  Betydningen  af  de  Former,  hvori 
man  havde  ladet  disse  fremtræde;  Farerne  ved  Forsømmelse  i  disse  Henseender 
har  Euklid  udtrykkelig  eftervist  i  sine  desværre  tabte  (/•suddpca  (Fejlslutninger). 
Forud  for  Studiet  af  de  strengt  videnskabelige  Elementer,  eller  i  det  mindste  ved 
Siden  deraf,  vil  de  samme  Elever  have  faaet  Lejlighed  til  Indøvelse  af  de  Opera- 
tioner, ikke  blot  praktisk  Regning,  men  ogsaa  geometrisk  Behandling  af  algebraiske 
Spørgsmaal,  som  er  nødvendige  for  at  anvende  de  strengt  beviste  Sætninger,  ej  blot 
praktisk,  men  ogsaa  under  den  Behandling  af  videregaaende  videnskabelige  Em- 
ner, for  hvilken  „Elementerne"  danner  det  rationelle  Grundlag.  Er  det  end  ofte 
Alniindeliggørelser    af   disse    Operationer,    som    bevises   i   Sætningerne,   har   Opera- 

44* 
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tionerne  selv  maaltet  indøves  i  de  Skikkelser,  hvoriiiuler  de  ledest  og  bedst  an- 
vendtes paa  Euklid's  egen  Tid  og  af  ham  selv,  saaledes  som  f.  Ex.  de  Fladeanla^g, 
han  bruger  i  X.  Bog.  Ad  saadan  Vej  forstaas  det  Præg,  som  Euklid's  Elementer 
satte  paa  den  alexa  ndrinske  Skole,  og  den  Andel,  som  de  har  i  de  Fremskridt, 
der  skyldes  de  Mænd,  som  udgik  af  denne  eller  sluttede  sig  til  den  eller  dog  væsent- 
lig var  paavirkede  af  den.  Her  maa  skelnes  mellem  Undersøgelser,  der  allerede 
var  begyndte,  da  Elementerne  blev  til,  og  hvis  Fremme  man  allerede  havde  for 
Øje  ved  deres  Udarbejdelse,  og  saadanne  som  gjaldt  helt  nye  Sporgsmaal,  til  hvilke 
Skolens  Principer  først  maatte  tilpasses  for  at  komme  til  fuld  Anvendelse. 

Til  de  første  hører  de,  der  behandler  Keglesni  ts  læren.  I  nøje  Tilslutning 
til  Behandlingen  af  Ligninger  af  anden  Grad  ved  Fladeanlæg  stod  Bestræbelserne 
for  paa  lignende  Maade  at  løse  Opgaver,  der  afhænger  af  Ligninger  af  Iredie  Grad. 
De  først  fremtrædende  Hovedexempler  herpaa  er  Terningens  Multiplikation  og  Vink- 
lens Tredeling,  altsaa  de  samme  to  Opgaver,  hvortil  man  i  det  XVL  Aarhundrede 
viste,  at  alle  Trediegradsligninger  kan  fores  tilbage.  Den  første  kunde  man  sikkert 
tidlig  løse  tilnærmelsesvis  ved  en  mere  eller  mindre  godt  gennemført  Kubikrods- 
uddragning,  naar  Opgaven  forelaa  numerisk;  men  det  gjaldt  om  at  faa  en  Løsning, 
der,  ligesom  Kvadratrodsuddragningens  Omdannelse  til  Konstruktion  af  en  Mellem- 
proportional  eller  til  Anvendelse  af  den  pythagoreiske  Sætning,  ved  sin  geometrisk 
vel  definerede  Skikkelse  kunde  betragtes  som  fuldt  almindelig  og  skikket  til  at  give 
exakte  Existensbeviser.  Det  var  vel  ikke  svært  at  faa  en  til  den  plane  Fremstilling 
af  Algebraen  af  2.  Grad  svarende  stereometrisk  Fremstilling  af  en  Algebra  af  3. 
Grad,  nemlig  ved  Parallelepipeder  og  Kuber;  paa  denne  er  Fremstillingen  af  den 
rent  kubiske  Ligning  som  Terningens  Multiplikation  det  første,  men  ingenlunde 
eneste  Exempel  (se  f.  Ex.  Heiberg's  2.  Udgave  af  Akchimedes  III  S.  136  IL).  Stort 
videre  end  til  Ligningernes  Fremstilling  kom  man  dog  ikke  ad  denne  Vej.  Archytas' 
stereometriske  Losning  var  nemlig  ikke  egnet  til  videre  Anvendelse,  og  ved  Brug 
af  Keglesnit  spiller  den  stereometriske  Fremstilling  af  disse  Kurver  som  Snit  i  Keg- 
ler kun  en  Bolle  som  Bevis  for  deres  Existens,  men  baade  deres  videre  Under- 
søgelse og  deres  Anvendelse  som  saakaldte  „rumlige"  Steder  til  Løsning  af  „rum- 
lige" Opgaver  er  knyttet  til  plangeometriske  Undersøgelser,  altsaa  til  et  Omraade, 
hvormed  man  forud  var  langt  mere  fortrolig  end  med  Stereometrien. 

Den  plangeometriske  Behandling  af  Opgaven  om  Terningens  Fordobling  hæn- 
ger sammen  med  dens  Omdannelse  til  den  at  bestemme  to  Mellemproportionaler. 
Den  knj'ttes  derved  (se  S.  40  (238))  til  Skæring  mellem  de  to  Kurver,  der  i  ret- 
vinklede Koordinater  fremstilles  ved  Ligningerne  xy  =  ab,  y'^  =  hx.  Et  Bevis  for 
disse  Kurvers  Existens  faas  ved  deres  Fremstilling  som  plane  Snit  i  rette  cirkulære 
Kegler,  og  paa  denne  Maade  stilledes  ogsaa  andre  Keglesnit  til  Baadighed  for  Los- 
ning af  andre  Opgaver,  der  afhænger  af  Ligninger  af  3.  eller  endog  af  4.  Grad. 
Netop  paa  Grund  af  denne  tjenende  Stilling,  som  Keglesnittene  skulde  indtage  over- 
for et  Øjemed,  som  vi  nærmest  kan  kalde  algebraisk,  bekymrede  man  sig  foreløbig 
ikke  om  den  stereometriske  Bestemmelse  af  alle  mulige  plane  Snit  i  alle  cirkulære 
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Kegler,  men  holdt  sig  foreløbig  til  Fremstilling  af  de  paagældende  Kurver  som  Snit 
i  rette  cirkulære  Kegler  ved  Planer  vinkelrette  paa  en  Frembringer,  og  dette  ligger 
til  Grund  for  de  Navne:  Snit  i  en  spidsvinklet,  retvinklet  eller  stumpvinklet  Kegle, 
som  man  anvendte  for  Ellipse,  Parabel  og  Hyperbel,  indtil  Apollonius  indførte 
disse  sidste  Navne.  At  det  ikke  var  fra  stereometriske  Vanskeligheder,  at  denne 
Begrænsning  hidrørte,  ser  man  hos  Archimedes,  der,  naar  han  har  Brug  for  det, 
behandler  ogsaa  andre  Snit  i  andre  cirkulære  Kegler,  og  tilmed  gør  delte  i  Hen- 
hold til  Betragtninger,  som  ingenlunde  belegnes  som  nye.  Det  ligger  nær  at  antage, 
at  man  ogsaa  før  ham  kan  have  undersøgt  Snit  i  det  mindste  i  andre  rette  cirku- 
lære Kegler  og  netop  paa  Grund  af,  at  man  derved  ikke  kom  til  andre  Kurver, 
har  nøjedes  med  den  Fremstilling  af  Keglesnit,  som  man  ansaa  for  den  simpleste. 
(Se  særlig  Kap.  XXI  i    „Keglesnitslære'n  i  Oldtiden"). 

Det  var  imidlertid  den  plangeometriske  Fremstilling  af  Kurverne,  der  fortrins- 
vis interesserede  Grækerne,  som  vi  ser  hos  Apollonius,  der  i  sin  Behandling  af 
Keglesnittenes  Elementer  holder  sig  til  den,  saasnart  han  ad  stereometrisk  Vej  har 
sikret  Kurvernes  Existens.  Som  vi  ser  hos  Auchi.medes,  var  denne  plangeometriske 
Fremstilling  ogsaa  før  Apollonios  den.  som  man  ofte  i  Nutiden  betegner  som 
Apollonios'  Sætning,   der   for   Ellipse    og   Hyperbel  gaar  ud  paa,   at  Forholdet 

—  er   konstant,   naar  y   er  Ordinaten    til   el   Punkt   af  Kurven    henført    til    Axen 

som  Abscisseaxe,  x  og  x^  denne  Ordinats  F"odpunkts  Afstande  fra  Kurvens  Top- 
punkter. Hertil  knyttedes  altsaa  de  fortsatte  Undersøgelser.  Allerede  Archimedes 
kendte  den  samme  Fremstillings  Gyldighed,  naar  Axen  var  en  vilkaarlig  Diameter, 
der  skærer  Kurven,  j/  Halvdelen  af  en  af  denne  halveret  Korde.  Paa  denne  Maade 
aimindeliggjorde  man  ogsaa  de  Opgaver,  som  man  kunde  løse  ved  Kurverne,  Al- 
mindeliggørelser,  hvorpaa  allerede  Euklid  maa  have  lagt  Vægt,  da  allerede  han  har 
beskæftiget  sig  med  det  saakaldte  Sted  til  tre  eller  fire  Linier. 

En  samlet  Behandling  af  Keglesnittenes  Elementer  er  os  dog  kun  bevaret  hos 
Apollonios  i  de  4  første  Bøger  af  hans  Keglesnit').  Disse  er  affattede  efter  de 
samme  Principer  som  Euklid's  Elementer  og  paa  delte  videregaaende  Omraade 
med  samme  Formaal.  Deres  strengt  videnskabelige  Karakler  sikres  ved,  al  Bevi- 
serne helt  igennem  støttes  paa,  hvad  der  er  bevist  eller  udtrykkelig  forudsat  i  Eu- 
klid's Elementer.  Som  Euklid  i  Elementerne  ikke  giver  nærmere  Anvisning,  f.  Ex. 
paa  den  praktiske  Brug  af  Fladeanlæg,  læ^gger  Apollonios  i  de  nævnte  Bøger  ikke 
an  paa  at  give  Meddelelse  om  de  Anvendelser,  man  kan  gøre  af  Læren  om  Kegle- 
snit, navnlig  til  Løsning  af  rumlige  Opgaver.  Det  er  selve  denne  Lære,  som  skal 
fremstilles  i  sin  fulde  theoretiske  Sammenhæng  for  derefter  at  kunne  danne  el  paa- 
lideligt  Grundlag  for  saadanne  Anvendelser.  Dette  træder  særlig  tydelig  frem  i, 
hvad  Apollonios  i  sine   Fortaler   siger  om   tredie   Bog,   nemlig   ikke,  at  den   inde- 


')  Ved  livad  jeg  her  siger  om  dette  Værk,  kan  jeg  henvise  til  den  udførlige   Skildring  og  Forkla- 
ring af  hele  dets  Indhold  og  dettes  Enkeltheder,  som  findes  i  min:  Keglesnitslæren  i  Oldtiden. 
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holder  BcslLMiinielsen  af  „rumlige"  Steder  og  Losningen  af  „rumlige"  Opgaver,  men 
derimod,  al  den  indeholder  Beviser  for  de  Sætninger  (Elementer),  hvoraf  saadanne 
paa  paalidelig  Maade  kan  „sammensættes".  Han  nævner  endog  udtrykkelig  et 
Exenipel  paa  geometriske  Steder,  nemlig  „Stederne  til  tre  eller  iire  Linier"  {se  S.  30 
(228)  Anm.),  hvis  „Synthese"  man  tidligere  havde  bygget  paa  utilstrækkelige  Elementer, 
men  som  han  nu  gav  et  tilstrækkeligt  og  paalideligt  Grundlag.  Selve  denne  Syn- 
these af  disse  eller  de  andre  „rumlige"  Steder  og  Opgaver,  hvortil  Bogen  kan  og 
skal  anvendes,  finder  han  derimod  ikke  her  Anledning  til  at  give.  En  saadan  har 
hørt  andetsteds  hen,  saaledes  til  Værker  som  Aristaios:  Rumlige  Steder.  Andre 
Behandlinger  af  saadanne  Opgaver,  for  hvilke  de  fire  første  Bøger  danner  del  viden- 
skabelige Grundlag,  giver  Apollonios  selv  i  sine  følgende  Bøger,  særlig  i  V.  Bog 
og  ifølge  Forlaien  til  VIL  Bog  i  den  tabte  VIII.  Bog. 

For  at  gøre  dette  Grundlag  saa  fuldstændigt  som  muligt  giver  ogsaa  Apollo- 
nids  sine  Elementer,  som  Euklid  sine,  en  almindelig  Form,  uden  at  dvæle  ved  de 
mere  specielle  Former,  med  hvilke  del  kan  være  hensigtsmæssigt  at  nøjes  ved  de 
Anvendelser,  for  hvilke  der  er  mest  Brug.  Og  her  er  det,  al  han  gaar  helt  tilhage 
til  det  stereometriske  Udgangspunkt,  og  ikke  nøjes  med  de  ældre  Fremstillinger 
som  saadanne  plane  Snit  i  Kegler,  der  kan  være  tilstrækkelige  til  at  frembringe  alle 
de  paagældende  plane  Kurver,  men  ogsaa  giver  den  almindeligste  Fremstilling  af 
disse  Kurver  som  vilkaarlige  Snit  i  cirkulære  Kegler. 

For  ret  at  forstaa  Apollonius'  Keglesnit  er  det  imidlertid  ikke  nok  at  kunne 
se,  at  han  paa  det  overordentlig  store  Omraade,  som  han  behandler,  virkelig  har 
naaet  de  Formaal,  som  han  sætter  sig.  Hvis  en  Nutidslæser  vil  trænge  ind  i  hans 
Værk  ved  en  Gennemlæsning  Sætning  for  Sætning  uden  paa  noget  Punkt  at  ty  lil 
de  Genveje,  som  Algebra  og  analytisk  Geometri  kan  yde  ham  selv,  vil  han  'staa 
overfor  el  Arbejde,  som  sikkert  har  afskrækket  mange,  og  hvis  han  dog  gennem- 
fører Læsningen,  vil  han  let  savne  de  Overblik,  uden  hvilke  man  ikke  føler  nogen 
riglig  Tilfredsstillelse  ved  Læsningen.  Hans  Beundring  for  Apollonios,  som  har 
kunnet  finde  og  bevise  saa  mange  forskelligartede  Sætninger,  vil  maaske  vokse, 
men  i  Virkeligheden  vil  han  forblive  ganske  kold  og  uforstaaende,  saa  længe  han  ikke 
kommer  paa  Spor  efter  de  Hjælpemidler,  som  ogsaa  et  Geni  som  Apollonios  be- 
høver for  al  naa  saa  langt  og  vinde  de  Overblik,  uden  hvilke  de  vundne  Resultaler 
vilde  komme  til  al  bære  et  Præg  af  Tilfældighed.  Fortrolighed  med  saadanne 
Hjælpemidler  maa  ogsaa  forudsættes  hos  Apollonios'  oprindelige  Læsere.  Ved  min 
La'sning  af  Apollonios  har  jeg  menl  at  finde  disse  Hjælpemidler  i  den  geome- 
triske Algebra,  hvis  Hovedsætninger  bevises  af  Euklid,  men  med  hvilken  de 
alexandrinske  Mathematikere  maa  have  vundet  en  langt  storre  Fortrolighed,  end 
Nutidslæsere  af  Euklid,  der  udelukkende  ser  paa  disse  i  almindeliggjort  Form  frem- 
satte Sætninger,  ofte  er  tilbøjelige  lil  at  tillægge  dem.  Det  er  Tegn  paa  denne  For- 
trolighed, jeg  i  nærværende  Skrift  har  søgt  al  eftervise  allerede  i  selve  Euklid's 
Elementer,  f.  Ex.  i  X.  Bog.  Den  tør  imidlertid  være  yderligere  udviklet  i  den 
alexandrinske  Skole,   ikke    mindst  under  sin  Anvendelse   paa  Udviklingen  af  Kegle- 
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snitslæren,  og  i  Apollonios'  egen  Haand  under  Udarbejdelsen  af  hans  Værk,  der 
efterhaanden  forelagdes  hans  Disciple  i  noget  forskellige  Udgaver. 

Den  Nøgle,  som  jeg  saaledes  mente  at  have  til  en  virkelig  Forstaaelse  af  Apol- 
lonius, laa  det  ikke  fjernt  at  prøve,  og  det  viste  sig,  at  den  lukker  op  overalt. 
De  Bestemmelser  af  Keglesnittene,  som  man  gik  ud  fra,  er  som  nævnt  de  selv  samme, 
som  udtrykkes  ved  de  Ligninger,  hvorved  man  nu  henfører  Kurverne  til  ret-  eller 
skævvinklede  Koordinater.  Denne  Fremstilling  lagdes  forøvrigt  nær  ved  den  geo- 
metriske Algebras  Brug  af  Rektangler  eller  i  de  almindeliggjorte  Former  af  Pa- 
rallelogrammer'); denne  gav  f.  Ex.  umiddelbart  Ligningen  xy  ^  ab  for  en  af  de 
Kurver,  der  bruges  til  Bestemmelsen  af  to  Mellemproportionaler.  Derved  føres  man 
til  i  de  geometriske  Omdannelser,  hvorved  Apollonius  i  sit  Værk  kommer  til  nye 
Fremstillinger  af  Keglesnittene  eller  udleder  Sætninger  af  saadanne  Fremstillinger, 
at  genkende  de  samme  Operationer,  som  vi  nu  udtrykker  i  vort  algebraiske  Tegn- 
sprog. Forskellen  i  Fremstillingsmidler,  og  ikke  mindst  Tilknytningen  af  de  geo- 
metrisk-algebraiske  Hjælpefigurer  til  selve  den  geometriske  Figur,  som  er  Under- 
søgelsens nærmeste  Genstand,  kan  vel  hidføre  Afvigelser  mellem  de  Veje,  som  den 
gamle  geometriske  Algebra  følger,  og  dem,  der  falder  Nutidslæseren  naturligst;  men 
Overensstemmelsen  er  dog  bestandig  saa  stor,  at  for  Nutidslæseren  en  Omskrivning 
til  det  algebraiske  Tegnsprog,  med  hvis  Brug  han  paa  sin  Side  er  fortrolig,  vil 
være  det  bedste  Middel  til  at  følge  de  Tankeforbindelser,  som  har  kunnet  lede 
Apollonios  og  været  forstaaelige  for  Læsere,  der  har  haft  en  tilsvarende  Fortrolig- 
hed med  de  af  ham  benyttede  geometrisk-algebraiske  Hjælpemidler.  Som  det  ses 
af  Fortalen  til  Heiberg's  Udgave  af  Apollonios,  har  man  endog  benyttet  Kvadrater, 
Rektangler  og  andre  Figurer,  løsrevne  fra  den  Figur,  som  udgør  den  foreliggende 
Undersøgelses  Genstand,  og  ordnede  paa  en  Maade,  der  skal  udtrykke  deres  Pro- 
portionalitet, til  i  en  Slags  Tegnsprog  at  give  de  Beviser,  som  i  Apollonios'  egent- 
lige Tekst  udtrykkes  i  Ord,  en  overskueligere  og  kortere  Fremstilling,  som  nøje 
dækker  Tekstens  Fremstilling.  Et  saadant  Hjælpemiddel  har  paa  en  Gang  ligget 
nær  og  gjort  god  Nytte  som  Ledsager  af  en  mundtlig  Fremstilling. 

Apollonios'  Tilknytning  til  Euklid's  Elementer  viser  sig  altsaa  ikke  alene 
deri,  at  han  overalt  søger  den  logiske  Støtte  i  disse  og  følger  de  samme  Principer, 
men  ogsaa  deri,  at  hans  Keglesnitselementer  vidner  om  en  fortsat  Brug  og  videre 
Udvikling  af  de  Færdigheder,  som  man  allerede  maa  have  haft  nødig  for  at  faa 
det  fulde  Udbytte  af  Euklid's  Værk.  Det  er  gennem  mit  Studium  af  Apollonios, 
at  jeg  for  mit  Vedkommende  først  har  lært  at  vurdere  disse  Hjælpemidler  og  de 
gamles  store  Herredømme  over  deres  rette  og  hensigtsmæssige  Anvendelse. 


')  I  „Note  sur  l'usage  des  coordonnées  dans  l'antiquité,  et  sur  1  invention  de  eet  instrument" 
Vid.  Selsk.  Oversigt  1888  har  jeg  tillige  vist,  hvorledes  Fermats  Koordinatgebmetri  fremkaldtes  af  de 
meget  almindelige  Bestemmelser  af  en  ret  Linie  og  af  en  Cirkel,  som  er  bevarede  af  Apollonios'  „Plane 
Steder".  Denne  Tilslutning  tyder  paa,  at  der  ogsaa  paa  dette  Punkt  —  paa  den  græske  Anvendelse  af 
geometrisk-algebraisk  Fremstilling  nær  —  har  været  Overensstemmelse  mellem  Apollonios"  Hjælpemidler 
og  den  analytiske  Geometri. 
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Naar  den  euklidiske  Geometri  kunde  danne  et  saa  godt  og  et  saa  umiddelbart 
Udgangspunkt  for  den  videre  Behandling  af  Keglesnitslæren,  beror  dette  paa,  at  de 
af  Euklid  strengt  beviste  Sætninger  ogsaa  omfatter  dem,  der  ligger  til  Grund  for 
den  geometriske  Algebras  Operationer.  Disse  kunde  man  derfor  indøve  og  videre 
anvende  med  fuld  Tillid  til  Exaktheden  af  de  derved  vundne  Resultater.  Det  samme 
gjaldt  Anvendelser  af  Proportioner,  idet  de  Sætninger,  bvorpaa  disse  Anvendelser 
beror,  i  Euklid  V.  var  beviste  i  deres  fulde  Almindelighed.  Her  var  altsaa  Paa- 
iideligheden  af  selve  Operationsmaterialet  bevist.  Saaledes  forholdt  det  sig  derimod 
ikke  med  de  infinitesimale  Sætninger,  hvis  Rigtighed  bevises  i  Euklid  XII.  Her 
føres  kun  exakte  Beviser  for  Resultater,  der  forud  var  fundne  ved  intuitive  Grænse- 
overgange. Beviserne  var  tilmed  saadanne,  som  nok  kunde  give  Anvisning  paa, 
hvorledes  nye  Resultater  af  samme  Art  skulde  bevises,  naar  man  først  havde  fun- 
det dem,  men  anviste  ikke  Veje  til  at  finde  saadanne. 

Hermed  stemmer  det,  at  man,  som  et  Sted  hos  Archimedes  (Heiberg  II.  Bd. 
S.  264)  synes  at  vise,  overhovedet  ikke  før  hans  Tid  var  naaet  til  andre  Resultater 
af  denne  Art  end  netop  dem,  som  Euklid  beviser.  Naar  Archimedes  selv  naar 
langt  videre  paa  dette  Omraade,  er  det,  som  vi  nu  kan  se  af  hans  nyfundne  Epho- 
dos,  først  opnaaet  ved  Betragtninger  af  mere  eller  mindre  intuitiv  Art  —  eller  dog 
saadanne,  hvis  Gyldighed  ikke  var  bygget  paa  de  euklidiske  Princijier  —  nemlig  for  en 
stor  Del  ved  Laan  fra  statiske  Sætninger,  som  endnu  ikke  var  dragne  ind  under 
Omraadet  af  den  som  exakt  anerkendte  geometriske  Bevisførelse.  Efter  at  have  fun- 
det Sætningerne  har  Archimedes  imidlertid  selv  givet  Bevis  for  de  af  ham  fundne 
infinitesimale  Sætninger,  som  helt  igennem  er  byggede  paa  den  euklidiske  Geometri 
og  fuldt  ud  stemmer  med  de  alexandrinske  Fordringer.  Dertil  har  nye  Postulater 
været  nødvendige,  som  definerer  de  Begreber,  hvortil  de  nye  Bestemmelser 
knytter  sig.  Af  disse  er  de,  der  tjener  til  Bestemmelse  af  Begrebet:  en  plan  krum 
Linies  Længde,  Udvidelser  til  krumme  Linier  af,  hvad  Euklid  har  bevist  i  Sæt- 
ningerne I,  20.  og  2L  om  brudte  Linier  (se  S.  76  (274)),  og  de  tilsvarende  Bestem- 
melser af  Begrebet:  en  krum  Flades  Areal,  er  Udvidelser  heraf.  Archimedes  be- 
viser ogsaa  almindelige  Hjælpesætninger,  som  kan  anvendes  og  af  Archimedes  er 
anvendte  ved  indbyrdes  ganske  forskellige  Infinitesimalbestemmelser,  nemlig  saa- 
danne, som  i  deres  Anvendelser  er  ensgældende  med  dem,  vi  udtrykker  ved 

\  xdx  =  ^x"    og    \  x^dx  =  rcc'. 

Ogsaa  selve  de  statiske  Sætninger,  som  Archimedes  efter  sin  Meddelelse  i 
Ephodos  i  saa  rigt  Maal  har  anvendt  til  at  finde  de  infinitesimale  geometriske  Sæt- 
ninger, har  han  i  sine  statiske  Skrifter  underkastet  en  Behandling  efter  de  Prin- 
ciper, der  ligger  til  Grund  for  den  euklidiske  og  dertil  knyttede  alexandrinske  Ma- 
thematik. At  dette  er  sket,  efter  at  han  havde  gjort  de  her  nævnte  geometriske 
Anvendelser,  og  vel  endogsaa  efter  at  han  har  skrevet  Ephodos,  kan  man  bl.  a.  slutte 
af,  at  han  i  Fortalen  til  dette  Skrift  tager  Afstand  fra  at  betragte  Anvendelsen  af 
statiske  Sætninger  som  (exakt-geometriske)  Beviser.    Desuden  er  del  Omraade,  som 
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han  naar  at  behandle  i  de  bevarede  Bøger  om  plane  Figurers  Ligevægt,  langt  fra 
at  strække  sig  til  alle  de  statiske  Sætninger,  som  han  efter  Ephodos  har  benyttet; 
saaledes  kender  vi  intet  Bevis  af  Archimedes  for  Bestemmelsen  af  Tyngdepunktet 
i  en  Pyramide,  hvoraf  han  dog  gør  vigtige  Anvendelser.  Han  kan  imidlertid  let 
have  fundet  den  i  Tilslutning  til  sine  øvrige  statiske  Kundskaber.  De  Forudsæt- 
ninger, som  Archimedes  i  1.  Bog  om  plane  Figurers  Ligevægt  lægger  til  Grund  for 
sin  strengt  synthetiske  Behandling  af  dette  Emne,  bærer  iøvrigt,  ganske  som  For- 
udsætningerne for  den  euklidiske  Geometri,  Præget  af  at  være  uddragne  ved  Ana- 
lyse af  Sætninger,  der  omvendt  i  selve  Skriftets  synthetiske  Behandling  rationelt 
udledes  deraf.  Disse  er  nemlig  for  en  Del  saadanne,  hvortil  man  fra  forst  af  maa 
være  kommen  ved  praktiske  Erfaringer,  foi'bundne  med  mere  skønsmæssige  Ræ- 
sonnementer, og  som  Archimedes  nok  tør  antages  at  have  prøvet  ved  Forsøg.  Saa- 
danne Sætninger  findes  i  L  Bog,  og  den  rationelle  Behandling  har  dernæst  fort  til 
de  i  2.  Bog  og  i  det  hydrostatiske  Skrift  fundne  Resultater. 

I  de  store  Fremskridt,  som  skyldes  Archimedes,  finder  vi  saaledes  en  Bekræf- 
telse af  den  sædvanlig  gældende  Lov,  at  saadanne  først  findes  ad  mere  eller  mindre 
intuitiv  Vej,  medens  den  rationelle  Behandling  og  særlig  dens  Oplagelse  som  Ud- 
videlse af  et  forud  bygget  rationelt  System  først  følger  senere.  At  Archimedes  ad 
denne  Vej  er  ført  til  sine  allerbetydeligste  Opdagelser,  fremgaar  som  nys  bemær- 
ket af  hans  Ephodos;  men  dette  Skrift  giver  os  tillige  Oplysninger  om  de  Betragt- 
ninger, han  har  fulgt  for  dernæst  at  komme  til  de  som  exakte  anerkendte,  geome- 
triske Beviser,  som  findes  i  hans  andre  Skrifter.  I  Benyttelsen  af  disse  Oplysninger 
var  der  dog  nogen  Usikkerhed  i  den  Kommentar,  som  jeg  i  Bii)liolheca  Mathema- 
tica  6'  føjede  til  J.  L.  Heiberg's  Oversættelse  af  det  nævnte  Skrift.  Den  rette  For- 
staaelse  af  flere  Punkter  beror  nemlig  paa  det  Tidspunkt,  paa  hvilket  Ephodos  er 
skrevet  og  sendt  til  Alexandria.  Tidligere  A'ar  jeg  tilbøjelig  til  med  Heiberg  at  an- 
tage, at  dette  var  gaaet  forud  for  Sendingen  af  Archimedes'  exakt-geometriske 
Behandlinger  af  de  samme  Emner;  kun  til  allersidst  berører  jeg,  at  nogle  historiske 
Vanskeligheder  vil  falde  bort,  hvis  det  modsatte  har  været  Tilfældet.  Nu  har  senere 
Kierboe  og  F.  Arendt  (Bibliotheca  Mathematica  14''')  væsentlig  ved  Benyt- 
telse af  de  sukcessive  Ændringer  i  Archimedes'  Terminologi  paavist,  at  Ephodos 
maa  være  yngre  end  Skrifterne  om  Parablens  Kvadratur,  om  Kuglen  og  Cylindren 
og  om  Konoider  og  Sfæroider,  og  denne  Antagelse  lader  sig  bringe  i  god  Overens- 
stemmelse med,  hvad  man  finder  i  Archimedes'  Fortaler  og  i  Ephodos.  I  dette  Skrift 
meddeler  han  dels,  hvorledes  den  deri  benyttede  mekaniske  Fremgangsmaade  forst 
havde  ledet  ham  til  Kendskabet  til  de  allerede  i  de  nævnte  Skrifter  fremførte  Ho- 
vedresultater, som  han  dernæst  i  dem  har  bevist  paa  en  med  de  euklidiske  Krav 
stemmende  Maade,  dels  viser  han,  hvorledes  den  samme  Fremgangsmaade  har  ført 
ham  til  de  to  nye  Resultater,  og  for  disses  Vedkommende  tilføjer  han  den  exakte 
Begrundelse;  derigennem  lader  han  se,  hvorledes  han  ogsaa  kan  være  kommen  til 
de  exakte  Begrundelser  af  de  foregaaende  Resultater,  som  findes  i  hans  tidligere 
Skrifter.     Af  den  første  Del  erfarer  man  tillige,  at   Bestemmelsen   af  Kuglens   Over- 

1)  K.  U  Vidcnsk.  Selsk.  Skr.,  naturvUlcnsk.  og  malliem..\m.,  8.  R;ckkc,  I.  5.  15 
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flade  oprindelig  er  funden  som  et  Tillæg  til  Bestemmelsen  af  dens  Rnmfang,  medens 
han  i  Skriftet  om  Kuglen  og  Cylinderen  omvendt  begynder  med  Kuglens  Overflade. 
Hvad  nu  angaar  Fremkomsten  af  de  exakte  geometriske  Beviser,  ses  det  af 
Fortalerne,  al  det  for  Sætningen  om  Parabelsegmenter  først  er  sendt  til  Alexandria, 
nemlig  efter  Archimedes'  Ven  Konon's  Død  til  Dositheos.  Her  meddeler  Archi- 
medes undtagelsesvis  først  den  i  Epbodos  omtalte  mekaniske  Udledelse,  men  giver 
ogsaa  denne  en  exakt  Form,  fraset  Benyttelsen  af  mekaniske  Forudsætninger,  som 
vistnok  da  endnu  ikke  havde  faaet  en  fuldt  anerkendt  videnskabelig  Begrundelse. 
I  det  geometriske  Bevis  benyttes  under  en  exakt  Form,  der  stemmer  med  Eudoxos' 
Forudsætning,  Summation  af  uendelige  Kvotientrækker.  Om  de  ovrige  Emner  havde 
Archimedes  allerede  sendt  Konon  en  kort  foreløbig  Meddelelse,  hvilken  han  senere 
omtaler  i  Indledningen  til  Skriftet  om  Spiralerne  (II,  S.  2 — 4).  Hvad  Kuglen  angaar, 
stilles  i  denne  Meddelelse  de  fleste  af  de  Opgaver,  som  behandles,  i  2.  Bog  om  Kug- 
len og  Cylinderen,  efterfulgt  af  lo  urigtige  Sætninger,  som  han  i  samme  Bog  med- 
deler i  den  rigtige  Form.  Han  siger,  at  han  selv,  da  han  sendte  Konon  disse  Sæt- 
ninger, endnu  ikke  havde  tilendebragt  Undersøgelsen  deraf,  men  vilde  prøve  om 
de,  der  paastaar  al  finde  alt,  men  intet  beviser,  vilde  forsøge  at  tilegne  sig  de  urig- 
tige Sætninger.  Da  den  første  af  de  Konon  meddelte  Opgaver  er  den  at  konstru- 
ere et  plant  Areal  ligt  Overfladen  af  en  given  Kugle,  er  han  maaske  allerede  den 
Gang  ifærd  med  at  stille  Bestemmelsen  af  Overfladen  forud  for  Bestemmelsen  af 
Rumfang.  Af  Epbodos  ved  vi,  at  Archimedes  da  selv  var  i  Besiddelse  af  de  Sæt- 
ninger, som  skulde  bruges  ved  Løsningen  af  de  i  Brevet  til  Konon  stillede  Opgaver; 
men,  som  han  i  Indledningen  til  2.  Bog  om  Kuglen  og  Cylinderen  (I,  S.  168)  siger 
som  Svar  paa  Dositheos'  Spørgsmaal  om  disse  Opgaver,  kræver  deres  Besvarelse 
Kendskabet  til  de  Sætninger  om  Kuglen,  hvis  Beviser  han,  som  han  siger  i  Indled- 
ningen til  1.  Bog,  der  indeholder  disse,  først  havde  udarbejdet  efter  Brevet  til  Ko- 
non og  Skriftet  om  Parabelsegmentet  (I,  S.  2,6:  uarepov  de  ri/Tiv  ÙTrmzeaôvrcov  esioptj- 
ydrmv  (l^Lwv  h'iyni)  mTtpaYfiaxzufizba  Tzspt  làç  ànodei^eiç  adrwi^-).  At  han  ved  Slut- 
ningen af  den  samme  Fortale  saa  levende  beklager,  at  Konon,  paa  hvis  Dom  han 
satte  saa  stor  Pris,  netop  ikke  fik  set  dette  Skrift  (I,  4,14-17),  viser  dels  (ligesom  den 
bekendte  Figur  paa  hans  Gravmonument),  hvor  tilfreds  han  selv  var  med  den 
fuldendt  skønne  Behandling,  som  det  nu  var  lykkedes  ham  at  give  af  den  Viden, 
som  han  ifølge  Epbodos  først  havde  erhvervet  ad  helt  andre  Veje,  dels  kunde  det 
tyde  paa,  at  han  selv  paa  et  tidligere  Stadium  af  sine  Undersøgelser  har  drøftet 
dette  Emne  med  Ko.\on.  De  Forhandlinger  med  Konon,  hvorigennem  Archimedes 
har  lært  al  sætte  Samarbejdet  med  ham  saa  højt,  kan  maaske  have  fundet  Sted 
paa  Sicilien,  hvor  Konon  har  observeret.  Det  ligger  da  nær  at  antage,  at  han  netop 
gennem  Konon  er  bleven  opmærksom  paa  de  Krav,  som  man  i  Alexandria  stillede 
til  den  formelt  korrekte  Behandling  af  Infinitesimalsporgsmaal,  og  som  Archimedes 
derefter  har  opfyldt  i  en  elegantere  Form  end  nogen  anden.  Om  Archimedes  før 
Brevet  til  Konon  iøvrigt  har  haft  Lejlighed  til  at  meddele  andre  Alexandrinere 
noget  af  de  senere  i  1.  Bog  beviste  Resultater  og  saaledes  dog  givet  dem  en    Nøgle 
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til  Løsning  af  de  i  delte  Brev  stillede  Opgaver,  ved  vi  ikke;  de  Snarer,  han  lægger 
ved  de  lo  tilsendte  urigtige  Sætninger  (om  Emner,  som  han  dog  selv  ikke  da  fuld- 
stændig havde  undersøgt)  kunde  tyde  paa,  at  tidligere  Meddelelser  fra  hans  Side 
kan  have  givet  ham  Anledning  til  bitre  Erfaringer. 

Naar  Archimedes  atter  i  Indledningen  til  Skriftet  om  Spiralerne  vender  til- 
bage til  sit  Savn  af  Konon,  hvem  de  stillede  Opgaver  og  Meddelelsen  af  ubeviste 
Sætninger  sikkert  vilde  have  givet  saa  mange  gode  Impulser,  hvis  han  havde  levet 
længe  nok,  behoves  herved  ikke  særlig  at  tænkes  paa  de  til  Konon  meddelte  Sæt- 
ninger om  Spiraler,  for  hvis  Beviser  han  forst  nu  gør  Rede.  Savnet  udtales  jo  i 
Forbindelse  med  alle  de  i  Brevet  omtalte  Emner,  som  han  netop  rekapitulerer  i 
Indledningen  til  dette  Skrift.  Han  kan  saaledes  tænke  paa  Kuglen  ligesom  i  Indled- 
ningen til  Skriftet  om  Kuglen  og  Cylinderen  eller  paa  Konoider.  Meddelelsen 
til  Konon  indeholder  dog  tillige  Hovedsætningerne  om  Spiralerne,  og  da  ikke  ogsaa 
disse  kan  være  fundne  ved  hans  mekaniske  Methode,  har  han  vistnok  allerede  den 
Gang  brugt  de  førnævnte  integrallignende  Bestemmelser,  selv  om  han  først  i  Skrif- 
tet om  Spiralerne  har  givet  dem  en  exakt  Formulering  og  Begrundelse. 

De  samme  Operationer  har  han  haft  Brug  for  i  de  geometriske  Beviser  for  de 
tidligere  ved  den  mekaniske  Methode  fundne  Sætninger  om  Konoider  og  Sfæroider. 
For  Sætningen  om  Omdrejningsparaboloidens  Volumen  har  han  vistnok  allerede  be- 
siddet et  rent  geometrisk  Bevis,  da  han  i  sin  Tid  meddelte  den  til  Konon.  Der- 
imod ser  man  af  Begyndelsen  af  Fortalen  til  Skriftet  oiu  Konoider  og  Sfæroider, 
der  sendtes  til  Alexandria  senere  end  det  om  Spiralerne,  at  han  havde  holdt  det 
tilbage,  fordi  han  vilde  have  mere  med,  nemlig  de  ham  ligeledes  ad  mekanisk  Vej 
bekendte  Sætninger  om  Hyperboloider  og  EUipsoider.  Disse,  hvad  der  her  maa 
sige:  deres  exakte  geometriske  Beviser,  har  nemlig  voldt  ham  en  Del  Vanskelig- 
heder (I  246,7).  Naar  vi  bemærker,  at  Bestemmelsen  af  Rumfang  af  deres  Seg- 
menter beror  paa  Integrationer  af  Formen  \  {px  ±_  qx'^)  dx,  og  Archimedes  allerede 
i   Skriftet   om   Spiraler    havde    vidst    at    udføre   saadanne,   som    afhænger    af   \  xdx 

og  \x^dx,  kan  dette  vække  nogen  Forundring;    men  af  selve    Skriftet  om  Konoider 

og  Sfæroider  ser  vi,  hvorledes  de  Former,  hvorunder  Bestemmelserne  frembyder  sig 
trods  den  iøjnefaldende  Overensstemmelse  med  Integration,  dog  ikke  umiddelbart 
giver  de  Forbindelser,  som  Fremstillingen  ved  Integraler  nu  giver  os  Anvisning  paa  '). 
Hvad  her  er  sagt,  giver  en  Forestilling  om,  hvor  stort  et  Arbejde  der  var  for- 
nødent for  at  naa  fra  den  ad  mekanisk  Vej  erhvervede  Viden  om  de  vigtigste  Sæt- 
ninger om  Parabelsegment,  Kuglen  og  Konoider  og  Sfæroider  til  den  elegante  Gen- 
nemførelse af  de  exakte  geometriske  Beviser,  med  hvilke  Archimedes  forelægger 
dem  i  en  Fremstilling,  der  slutter  sig  nøje  til  den  euklidiske  Geometri.  Denne 
Udarbejdelse  har   da   ogsaa    krævet  Tid  ;   thi  i   Fortalen    til   Skriftet   om   Spiralerne 
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(11,2,13)  siger  han,  al  der  ved  dette  Skrifts  Fremkomst  var  gaaet  mange  Aar  siden 
Konon's  Uød,  et  Tidsrum,  som  kun  udgør  en  Del  af  det,  som  den  nævnte  Udar- 
bejdelse har  krævet. 

Denne  Udarbejdelse  har  da  ogsaa  omfattet  to  Ting,  nemlig  dels  en  Udstyk- 
ning af  den  Størrelse  (Areal  eller  Rumfang),  som  det  gjaldt  om  at  bestemme,  i 
Dele,  der  danner  en  konvergent  uendelig  Kvotientrække  eller  en  summabcl  Sum 
af  uendelig  smaa  Størrelser  (Integral),  dels  en  exakt  Begrundelse  af  disse  Summa- 
tioner uden  direkte  Brug  af  uendelig  Deling,  men  vel  en  Deling  i  tilstrække- 
lig mange  Dele,  til  at  Sætningen  kan  bevises  ved  en  reductio  ad  absurdum. 
Del  første  har  maattet  foretages  paa  forskellig  Maade  for  de  forskellige  Spørgsmaal, 
og  samtidig  maalte  Archimedes  finde  de  til  de  foreliggende  Opgaver  tjenlige  Sum- 
mationer (Integrationer).  Heri  har  den  egentlige  Vanskelighed  ligget;  men  at  Ar- 
chimedes har  holdt  den  endelige  Udarbejdelse  i  den  krævede  exakte  Form  ud  her- 
fra, kan  man  se  af  den  Maade,  hvorpaa  han  i  Ephodos  gør  dette  i  det  mindste  ved 
den  af  de  i  dette  Skrift  behandlede  nye  Opgaver,  om  hvilken  tilstrækkeligt  er  be- 
varet i  det  af  Heiberg  fundne  Manuskript.  Foruden  at 
føre  til  de  interessante  nye  Sætninger  er  Skriftets  For- 
maal  jo  nemlig  at  vise  den  mekaniske  Fremgangsmaade, 
ved  hvilken  han  ogsaa  har  fundet  sine  ældre  Sætninger  ; 
ved  da  tillige  at  vise,  hvorledes  han  naar  til  en  exakt 
geometrisk  Begrundelse  af  de  nye  Sætninger,  oplyser 
han  ogsaa,  hvorledes  han  for  de  ældre  Sætningers  Ved- 


Fig.  15. 


kommende  har  kunnet  gaa  over  fra  den  mekaniske  Be- 


grundelse til  den  exakt  geometriske. 

Nu  ser  vi  ham  i  Ephodos  først  i  12.  og  13.  (II,  S.  484  ff.)  anvende  sin  mekani- 
ske Methode  til  at  finde  Rumfanget  af  en  Cylinderhov,  begrænset  af  en  Halvcirkel 
en  paa  denne  staaende  ret  Cylinderflade  og  en  Plan  gennem  den  Halvcirklen  be- 
grænsende Diameter  :  naar  Halvcirklens  Radius  er  a,  og  Planen  paa  den  Frembringer 
i  Cylinderen,  som  ligger  længst  fra  Diameteren,  afskærer  Stykket  b,  bliver  dette  Rum- 
fang Trediedelen  |a''fa  af  Prismet  med  Højden  b  og  med  det  Halvcirklen  omskrevne 
Rektangel  2a .  a  til  Grundflade.  Del  bedste  Overblik  over,  hvorledes  Archimedes 
dernæst  i  14.  forbereder  og  i  15.  gennemfører  det  exakte  geometriske  Bevis,  faas 
ved  en  Sammenligning  med  den  moderne  Bestemmelse  af  Rumfanget  u  ved  Inte- 
gralet 

,  +  a 


'^=-2^L„('^-?)^^- 


Her  er  (Fig.  15)  den  givne  Diameter  2a  tagen  til  Aliscisseaxe  i  et  retvinklet  Koordinat- 
system. Det  ved  Abscissen  x  bestemte  Snit  i  Cylinderhoven  er  da  ^  la'-'  —  .x- 
Denne  algebraiske  Bestemmelse  har  Archimedes  udtrykt  under  geometrisk  Form 
ved  at  tegne  Parablen  y  ^  a ,  som    har    Diameteren   til    Korde  og  samme  Top- 
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punkl  som  Halvcirklen.  Snittet  i  Cylinderhoven  bliver  da  I  by,  eller  som  Archi- 
medes siger:  denne  Trekant  forholder  sig  til  den  Trekant  i  ab,  som  paa  samme 
Plan  afskæres  ved  et  tresidet  Prisme  a"b  med  Grundfladen  lab  og  Højden  2  a,  som 
Parabelordinaten  y  til  a.  Da  i  denne  Proportions  Forhold  Efterleddene  er  kon- 
stante, kan  Akchimedes  derpaa  anvende  Sætning  1.  i  Skriftet  om  Konoider  og 
Sfæroider,  som  han  tillige  paany  anfører  som  forudkendt  Hjælpesætning  i  Ephodos 
(li  S.  434),  og  deraf  slutte,  at  Summen  af  alle  Snittene  i  Cylinderhoven,  det  er  den 

Størrelse,  vi  kalder  \  ^byclx,  eller  selve  Cylinderhoven  forholder  sig  til  Summen 
af  alle  Snittene  i  Prismet,    der  er  dette  selv   eller  a'b,   som    alle   Parabelordinaterne 


(.r 


ydxj,  altsaa  Parabelsegmenlet,  forholder   sig  til  alle  Ordinaterne  a  eller    Rekt- 


anglet 2a-'.  Da  nu  Archimedes  tidligere  har  fundet,  at  Parabelsegmentet  er  to  Tre- 
diedele  af  dette  Rektangel,  kan  han  derved  bestemme  Cylinderhovens  Rumfang. 

Den  Maade,  hvorpaa  han  anvender  sin  paa  to  Steder  anførte  Hjælpesætning, 
falder  ganske  sammen  med  en  Anvendelse  af  Cavallieri's  Sætning,  hvilken  denne 
betragter  som  intuitivt  indlysende  uden  noget  Bevis,  og  endnu  Leibniz  begyn- 
der med  at  bruge  den  samme  uklare  Betegnelse  af  et  Areal  eller  Integral  som  Sum 

af  alle  Ordinater  eller  \y.  Archimedes  ser  imidlertid  i  denne  Udvidelse  til  uende- 
lig mange  Led  ikke  et  Bevis,  men  et  intuitivt  Hjælpemiddel  til  at  finde  det  Resul- 
tat, hvis  Bevis  han  dernæst  bringer  i  fuld  Overensstemmelse  med  den  eudoxiske 
Bevisførelse,  som  krævedes  i  Tilslutning  til  Euklid's  Anvendelser  af  denne.  Derved 
bruger  han  vel  den  samme  Hjælpesætning,  men  anvender  den  nu  kun  paa  de  ende- 
lige Antal  af  Figurer,  indskrevne  i  og  omskrevne  om  de  Skiver  og  Strimler,  hvori 
parallele  Snit  deler  Cylinderhoven  og  Parahelsegmentet. 

Paa  denne  Maade  kunde  man  have  bevist  Cavallieri's  almindelige  Sætning 
og  dernæst  umiddelbart  anvendt  denne;  men  som  sine  Forgængere  nøjes  Archi- 
medes med  i  hvert  enkelt  Tilfælde  at  føre  det  nøjagtige  Bevis  for  den  netop 
foreliggende  Sætning.  Det  er  et  saadant  Bevis,  som  han  i  Ephodos  15.  har  ført  for 
Sætningen  om  Cylinderhoven.  Dette  træder  klart  frem  trods  store  Lakuner  i  det 
foreliggende  Manuskript.  Hvad  der  er  bevaret,  stemmer  nemlig  saa  nøje  med  den 
sædvanlige  Form  for  en  saadan  Bevisførelse,  at  Lakunerne  i  Hovedsagen  kunde 
lade  sig  udfylde  næsten  ordret. 

Det  er  saaledes  ikke  blot  den  oprindelige  mekaniske  Udledelse  af  en  stor  Del 
af  de  vigtigste  Resultater,  der  fremsættes  i  Archimedes'  forskellige  tidligere  Skrifter, 
som  vi  lærer  at  kende  gennem  Ephodos;  men  Fremstillingen  i  dette  Skrifts  nye  Un- 
dersøgelse af  Cylinderhoven  er  tillige  Paradigma  paa  den  Udviklingsrække,  som 
ogsaa  andre  Emner  maa  have  været  underkastede,  inden  han  har  fremstillet  dem 
som  fuldt  beviste  i  sine  øvrige  Skrifter.  Efterat  han  ad  mekanisk  Vej  har  fundet 
dem,  vil  han  ogsaa  have  opsøgt  en  saadan  infinitesimal  Udledelse,  som  var  egnet 
til  at  omdannes  til  den  exakte  Bevisførelse,  som  han  i  disse  Skrifter  alene  forelæg- 
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ger  sine  Læsere.  I  Skriftet  om  Konoider  og  Sfæroider,  hvori  han  benj'tter  samme 
Hjælpesætning  som  i  Ephodos,  har  han  liunnet  anvende  den  ganske  som  her,  nemlig 
forst  under  mere  intuitiv  Form  til  infinitesimale  Beviser,  som  har  tjent  ham  selv 
til  Vejledning  og  dernæst  under  den  paafølgende  Udarbejdelse  af  de  exakte  Be- 
viser, som  Skriftet  selv  indeholder.  Under  lidt  andre  Former  vil  Beviserne  i  de 
andre  Bøger  være  forberedt  ved  en  foreløbig  infinitesimal  Betragtning.  Dette  ligger 
iøvrigt  i  Tingens  Natur;  men  Ephodos  bekræfter,  hvad  man  kunde  slutte  af  denne. 

Ved  saa  udførlig  at  dvæle  ved  Archimedes  og  hans  Forhold  til  den  euklidi- 
ske  Bevisførelse  har  jeg  paa  den  ene  Side  tilfredsstillet  en  Trang  til  her  at  benytte 
de  Oplysninger,  som  Ephodos  har  givet  os,  paa  en  fuldstændigere  Maade,  end  dette 
var  muligt,  da  jeg  endnu  ikke  kendte  Ephodos'  kronologiske  Illads  blandt  de  af  Aii- 
CHiMEDES  udgivne  Skrifter.  Paa  den  anden  Side  oplyser  den  fra  en  ny  Side  den 
Overgang  fra  intuitiv  Tilegnelse  til  rationel  Begrundelse,  som  udgør  Hovedemnet 
for  nærværende  Arbejde.  Paa  det  nu  betragtede  Omraade  ser  vi  dog  hele  denne 
Vej  tilbagelagt  af  en  enkelt  Mand,  Archimedes. 

Ogsaa  paa  et  andet  Omraade  har  den  euklidisk-alexandrinske  Geometri  vist 
sig  egnet  til  at  optage  andre  Emner  end  dem,  for  hvilke  den  oprindelig  var  bestemt, 
nemlig  ved  Dannelsen  af  Trigonometrien  som  Hjælpevidenskab  til  Astronomien. 
Denne  var,  som  vi  har  set,  som  Sfærik  gaaet  forud  for  den  egentlige  Geometri  i 
Behandlingen  af  vigtfge  stereometriske  Spørgsmaal,  men  det  er  en  Selvfølge,  at 
Geometriens  Udvikling  og  Tilføjelsen  af  en  med  tilsvarende  Omhu  behandlet  Stereo- 
metri, saavel  som  den  perspektiviske  Anvendelse  af  Kegler  fil  Fremstilling  af  de 
for  Plangeometrien  og  dens  algebraiske  Anvendelser  saa  vigtige  Keglesnit  ogsaa 
maatte  komme  Sfæriken  og  Dannelsen  af  Hypotheser  om  Himmellegemers  Bevæ- 
gelse til  Gode.  Det  er  da  ogsaa  store  Géomètre  som  Eudoxos  og  Apollonius,  der 
i  disse  Henseender  spiller  Hovedrollen.  Men  ved  Siden  heraf  tilførtes  der  efter  den 
alexandrinske  Tids  Begyndelse  den  astronomiske  Bestemmelseskunst  et  helt  nyt 
Omraade,  da  man  med  den  tidligere  indirekte  Bestemmelse  af  Vinkler  ved  Forhold 
mellem  Linier,  fremstillede  ved  Projektioner  og  andre  geometriske  Konstruktioner, 
forbandt  direkte  Vinkelmaalinger.  Disses  Fremstilling  i  Grader,  Minuter  og  Sekun- 
der viser  deres  østerlandske  Oprindelse.  Nu  gjaldt  del  om  at  beregne  Tal,  som 
udtrykker  disses  Forbindelse  med  de  Forhold,  man  tidligere  anvendte,  først  og  frem- 
mest Kordetavler.  Her  maatte  Geometrien  yde  sin  Bistand.  At  denne  ifølge  den 
Udvikling,  som  Euklid  havde  givet  den,  kun  indeholder  de  aldeles  præcise  Sæt- 
ninger, medens  Kordeberegningen  kun  kan  ske  med  Tilnærmelse,  kunde  ikke  være 
nogen  Hindring  herfor,  da  man  ved  Siden  heraf  i  Logistiken  og  Metretikcn  lærte 
at  anvende  de  geometriske  Sætninger  ogsaa  paa  Spørgsmaal,  der  kun  kunde  be- 
svares tilnærmelsesvis.  At  man  ogsaa  kunde  give  denne  Anvendelse  en  aldeles 
exakt  Form,  havde  Archimedes  vist  ved  sine  Beviser  for,  at  Længden  af  en  Cirkel- 
periferi ligger  mellem  præcist  opstillede  Grænser,  og  hans  Exeinpel  ser  vi  Ptole- 
MAios  følge  i  sin  Kordeberegning.  Nu  stilledes  der  imidlertid  Krav  til  en  langt 
større  Frihed  i  den  numeriske  Beregning,   og   at   Grækernes  egen   Regnekunst   ikke 
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var  tilstrækkelig  udviklel  dertil,  men  at  de  ogsaa  i  den  Henseende  maatte  tage  Lære 
af  Babylonierne,  viser  Brugen  af  6U-Delingen  ikke  blot  til  Vinkelniaaling,  men  og- 
saa ved  Udregningen  af  Korder  i  Sexagesimalbrøker  og  overhovedet  til  Udførelse  af 
større  Regninger. 

Hvad  angaar  Tabellernes  Anvendelse  paa  astronomiske  Spørgsmaal,  har  man, 
som  det  fremgaar  af  Ptoi.emaios'  Analemma'),  fra  forst  af  knyttet  deres  Brug  til 
de  samme  Forhold  mellem  Linier,  som  benyttedes  ved  de  ældre  geometrisk-meka- 
niske  Bestemmelser;  men  Menelaos  gav  den  sfæriske  Geometri  en  saadan  Udvik- 
ling, som  egnede  sig  til  en  mere  direkte  Anvendelse  af  Kordetavlerne  til  Storcirkel- 
buers Bestemmelse  ved  hverandre.  Vi  har  allerede  peget  hen  paa  den  Tilslutning, 
som  Sætningerne  om  sfæriske  Trekanter  i  hans  første  Bog  har  til  Sætningerne  om 
plane  Trekanter  i  Euklid's  I.  Bog,  og  de  Sætninger,  som  han  opstiller  i  III.  Bog, 
og  som  i  Middelalderen  og  ind  i  den  nyere  Tid  i  en  efterhaanden  mere  udviklet 
Skikkelse  er  lagt  til  Grund  for  sfærisk-trigonometriske  Beregninger,  er  fremkomne 
ved  Udvidelse  af  plangeometriske  Sætninger,  som  efter  Pappos  har  været  at  finde 
i  Euklid's  Porismer. 

Jeg   har  i   Keglesnitslærén    i    Oldtiden   (XXII.   Kap.)    omtalt   Grundene  til    den 
græske  Geometris  Forfald  og  skal  her  kun  berore  en  af  disse,  som  knytter  sig  nøje 
til,  hvad  vi  har  sagt  om    den   euklidiske   Geometri.     Eflerat    man   i   Keglesnitslærén 
og  nogle  andre  naturlige  Udvidelser  havde  anvendt  den  paa  Undersøgelser,  for  hvilke 
den  fra  først  af  var  bestemt,  og  da  den  ikke  mere  fik  helt  nye  Impulser  som  i  sin 
Tid  fra  et  Geni  som  Archimedes,  og  man    tilmed    forsømte  at  følge  dennes   Impul- 
ser,   og   da   ikke   nye   Opgaver   blev   paalagt   den   som    de,    der   hidrørte   fra    Frem- 
skridtene i  Astronomi,  behandledes  Geometrien  som  det  færdige  og  afsluttede  viden- 
skabelige  System,   hvis   Grundlag   Euklid   en   Gang   for  alle   havde  opført.     Af  nye 
Anvendelser  gjorde  man  væsentlig  kun  saadanne,  som  passede  ind  i  Systemet,  ikke 
saadanne,   som  paa  nogen    væsentlig   Maade   kunde   udvide   det.     Man  blev  saa  op- 
taget af  at  kommentere  de  af  Euklid   og   hans  store   Efterfølgere  anvendte  Former 
og  vise  disses  videnskabelige  Værdi,  at  man  ganske   forsømte   at   bruge  dem    til   at 
faa  noget  nyt  frem.    Selve  Kommentarerne,  som  vi   finder  dem   hos  Pappos,  Prok- 
LOS,  Eutokios  o.  fl.,  indeholder  heller  ikke  nye  theoretiske  Betragtninger  af  synder- 
lig Interesse;  at  de  dog  har  saa  stor  historisk  Værdi,   hidrører  fra   de  Oplysninger, 
som    de   indeholder  om    de   store    Forgængeres   Arbejder.     De    paalideligste   af  disse 
ydes  gennem  de  direkte   Uddrag  af  ældre   Forfattere,  som   altsaa  ikke  alene   bygges 
paa  en  mere  tilfældig  Overlevering,  forplantet  gennem  Aarhundreder,   i  hvilke  den 
maatte  betydelig  afsvækkes.     Dog  vidner  den  blotte   Fremkomst  af  saadanne  Kom- 
mentarer om  en  fortsat,  om  end  aflagende  Forstaaelse  navnlig  af  Euklid's  Elemen- 
ter, hvis  Sætninger  man  stedse  tog  til  Udgangspunkter.    For  virkelig  at  kunne  hol- 
des  i    Live    maatte   denne   Forstaaelse    ikke   indskrænke   sig   til    en   abstrakt  logisk 


'1  Se  min  Afhaiulling:  Sur  la  trigonométrie  de  Vantiquité,  Bibliotheca  matheraatica  1', 


1900. 
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Tilegnelse  af  de  videnskabelig  ordnede  Sætninger,  men  maatte  vedblivende  være 
forbunden  med  Fortroligbed  med  deres  mere  praktiske  Anvendelser  ogsaa  dem,  som 
vi  bar  kaldt  algebraiske.  Denne  har  været  holdt  vedlige  ved  Øvelser  i  Metretik  og 
Logislik,  og  den  voksende  Regnefærdighed,  som  vi  nys  omtalte  i  Forbindelse  med 
Astronomien,  er  kommen  den  tilgode.  Den  lægger  sig  for  Dagen  i  Heron's  Arbej- 
der, særHg  i  hans  genfundne  Metrica,  og  hos  Diophant  træffer  vi  en  større  For- 
troligbed med  rent  algebraiske  Operationer  og  tilhørende  numeriske  Udregninger, 
end  de  bevarede  Skrifter  har  tilladt  os  direkte  at  paavise  hos  de  gamle  Alexandri- 
nere, om  end,  som  vi  har  vist,  meget  tyder  paa,  at  de  ikke  var  dem  fremmede,  ja 
at  den  videnskabelige  Begrundelse  af  deres  Udgangspunkter  hørte  med  til  For- 
maalet  for  den  græske  Geometri.  Der  vedblev  saaledes  ogsaa  at  være  Betingelser 
for  senere  Opblusninger  af  denne;  en  saadan  synes  f.  Ex.  at  have  knyttet  sig  til 
de  Anvendelser,  som  Opførelsen  af  Sopbiakirken  i  Konstantinopel  krævede.  En 
Fortsættelse  har  om  end  i  aftagende  Grad  fundet  Sted  i  det  østromerske  Rige,  hvor- 
fra man  derfor  i  Renæssancen  kunde  hente  de  vigtigste  af  de  Skrifter  af  de  gamle 
store  P^orfattere,  som  vi  nu   kender. 

Helt  anderledes  gik  det  Romerne.  Deres  Landmaalere  anvendte  fra  forst  af 
etruskiske  Regler,  som  fik  Lovkraft  uden  nøjere  malhematisk  Prøvelse.  De  tilsattes 
vistnok  med  gra'ske  Regler  baade  de  gamle  fra  den  foreuklidiske  Tid  eller  Ægyp- 
terne og  vistnok  ogsaa  saadanne,  som  er  paavirkede  af  den  euklidiske  Geometri. 
Det  tør  antages,  al  græske  Haandværkere  og  Ingeniører  med  nogen  malhematisk 
Dannelse  har  haft  en  stor  Andel  i  de  udmærkede  Ingeniørforetagender,  som  ud- 
førtes under  Romervældel.  Af  dem  har  vel  ogsaa  Romere  lært  de  Regler,  som 
man  anvendte;  men  naar  disse  uden  nogen  saadan  mere  intuitiv  Baggriuid,  som  Græ- 
kerne besad  før  Euklid,  henvistes  til  hans  videnskabelige  Værk  for  deri  at  finde 
Kilden  til  og  Sammenhængen  i  disse  mekanisk  lærte  Regler,  savnede  de  Betingel- 
serne for  med  Frugt  at  gaa  denne  Vej.  De  kunde  ingen  Sans  have  for  den  viden- 
skabelige Finhed,  hvormed  ban  besejrer  eller  omgaar  logiske  Vanskeligbeder,  saa- 
længe  de  ikke  havde  vundet  tilstrækkelig  Fortrolighed  med  Tingene  selv  til  at 
kunne  forstaa,  hvori  de  Vanskeligheder  bestod,  hvormed  man  gjorde  sig  saa  stort 
Besvær.  Og  til  at  lære  det  ene  og  det  andet  at  kende  gennem  selve  Euklid's  viden- 
skabelige Behandling,  dertil  savnede  man  ganske  den  Taahnodighed,  som  kun  kan 
findes  hos  den,  der  som  Euklid  og  hans  platoniske  Forgængere  har  vundet  Inter- 
esse for  Mathematiken  for  dennes  egen  Skyld.  Grelt  træder  denne  Mangel  paa 
Evne  til  en  rigtig  Forstaaelse  frem,  naar  man  brugte  Udgaver  med  Euklid's  Sæt- 
ninger, men  uden  Beviserne.  I  den  saaledes  fremkommende  Række  Sætninger  tin- 
des vel  saadanne,  som  egner  sig  til  de  praktiske  Anvendelser,  som  ene  kunde  inter- 
essere Romerne;  men  et  Flertal  af  Sætningerne  i  det  euklidiske  System  er  væsent- 
lig bestemt  til  i  dette  selv  at  danne  det  videnskabelige  Grundlag  for  de  andre,  og 
vi  har  set,  i  hvor  boj  Grad  Ordningen  af  Sætningerne  er  beregnet  herpaa;  uden 
det  forstaas  den  ikke. 
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Den  Paavirkning,  som  den  yngre  indiske  Mathematik  har  faael  af  den  græske, 
indskrænker  sig  til  Optagelse  af  Resultater,  som  man  har  føjet  til,  hvad  man  selv 
forud  vidste,  og  dernæst  behandlet  paa  samme  Maade  som  dette.  Om  nogen  Ind- 
flydelse fra  EuKi.m's  rationelle  Behandling  bliver  der  altsaa  ikke  Tale. 

Det  helt  omvendte  gælderom  Araberne  eller  om  de  Folkeslag  under  arabisk 
Herredømme,  hvis  Mathematik  man  under  et  betegner  som  den  arabiske.  Nogle 
af  disse,  navnlig  Syrerne,  var  forud  i  Besiddelse  af  græsk  Dannelse,  som 
ogsaa  maa  have  omfattet  nogen  Mathematik.  Om  end  væsentlig  paavirkede  af 
astrologisk  Overtro  fik  deres  arabiske  Herskere  tidlig  en  Interesse  for  Astronomien, 
der  i  Aarhundreder  paa  forskellige  Steder  og  under  forskellige  Dynastier  gav  An- 
ledning til  en  rundhaandet  Understøttelse.  Astionomiens  mathematiske  Behandling 
hos  Grækerne  medførte,  at  Overleveringen  og  videre  Udvikling  af  den  græske  Mathe- 
matik fik  en  væsentlig  Andel  i  denne  Støtte.  Euklid  oversattes  allerede  under  Ab- 
bassiderne  samtidig  med  Ptolemaios,  og  saavel  Formaalet  med  Oversættelsen  som 
de  Dele  af  den  undertvungne  Befolkning,  hvorfra  den  udgik,  niaatte  sikre  imod,  at 
Tilegnelsen  af  Euklid  indskrænkede  sig  til  den  abstrakt  logiske,  som  paa  sin  Side 
ikke  forsømtes.  Sammen  med  Tilegnelsen  af  Euklid's  strenge  Theori  lærte  man  at 
bruge  de  deri  indeholdte  algebraiske  Operationer.  Disse  traadte  udtrykkelig  frem 
i  den  tidlig  oversatte  Diopliant;  men  baade  han  og  tabte  græske  Forfattere  kan 
forud  have  været  kendt  i  sin  græske  Form  af  dem,  der  i  Litteraturen  træder  os  i 
Møde  som  Arabere.  Ad  denne  Vej  er  i  Nutiden  paa  flere  Punkter  vort  Kendskab 
til  den  græske  Mathematik  vokset  ud  over  det  Maal,  som  var  naaet  ved  at  øse  di- 
rekte af  græske  Kilder.  I  hvor  god  Besiddelse  man  tidlig  kom  af  de  græske  geo- 
metrisk algebraiske  Operationer,  ses  af  det  Skrift  af  al-Ch\vàrizmî,  som  har  givet 
Algebraen  sit  Navn.  Der  er  vel  en  af  de  Former  for  Løsning  af  Ligningen  af  2. 
Grad,  som  han  anvender,  der  ikke  forekommer  hos  Euklid  ;  men  ogsaa  denne  har 
samme  geometriske  Natur  som  Euklid's'). 

Paa  denne  Maade  kom  Araberne  baade  i  Besiddelse  af  de  strengt  videnskabe- 
lige Priuciper,  som  giver  sig  Udtryk  i  Euklid's  Elementer,  og  til  Forstaaelse  af, 
hvorledes  de  i  dette  Værk  beviste  Sætninger  kan  anvendes  baade  praktisk  og  til 
videregaaejide  videnskabelige  Undersøgelser.  Tilslutningen  til  de  græske  videnskabe- 
lige Principer  Iræder  særlig  stærkt  frem  hos  Omar  al  ChaijämI,  der  kun  vil  aner- 
kende Regninger  med  irrationale  Størrelser  i  den  af  Grækerne  anvendte  Omskriv- 
ning til  geometriske  Operationer  eller  til  Proportioner.  Frugtbarere  bliver  den  langt 
friere  Behandling  af  saadanne  Størrelser,  som  al-KarchI  tillader  sig,  skønt  lige- 
ledes han  bøjer  sig  for  de  græske  Læremestre.  Hvor  godt  Araberne  havde  tilegnet 
sig  den  hele  euklidiske  Geometri,  det  viser  den  Forstaaelse  af  den    derpaa  byggede 


')  Efterat  P.  Tannery  har  vist,  at  allerede  Diophant  anfører  de  Regler,  hvis  arabiske  Benævnelse 
har  givet  al-Chwarizmi's  Bog  og  derefter  Algebraen  sit  Navn,  ved  jeg  ikke,  hvorpaa  P.  Boutroux  vil 
stottc  den  —  iøvrigt  gamle  —  Antagelse,  at  der  med  denne  Forfatter  begynder  en  ny,  fra  den  græske 
va'sentlig  forskellig,  arabisk  Algebra  (P.  Boutroux:  Les  Principes  de  l'Analyse  Mathématique,  exposé 
hisloriqne  cl  critique,  1,  Paris  l'J14). 


D.  K.  D.  Vidensk.  Selslt.  .SUr.,  naturvitleiisk,  oj*  nuilhem.  ATil.,  8.  R:ekke,  I    5. 
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Keglesnitslære,  hvorom  deres  Udgivelse  af  Apollonius'  Keglesnit  vidner;  dette  Værks 
V. — VII.  Bog  er  kun  kommen  til  os  gennem  dem.  Med  den  græske  Anvendelse  af 
Keglesnit  til  Løsning  af  Opgaver,  der  afhænger  af  Ligninger  af  tredie  Grad,  viser 
de  sig  ogsaa  fortrolige,  om  de  end  i  Realiteten  i  de  Skrifter,  vi  kender,  ikke  er 
kommen  ud  over,  hvad  Grækerne  havde  naaet.  Et  betydeligt  Fremskridt  har  al- 
Haitam  derimod  gjort  i  Infinitesimalundersøgelser,  idet  han,  under  en  lignende  Form 

som  den,  hvorunder  Archimedes  behandler  Integralerne  \xdx  og  \x-'rfx',  benytter  en 

,  1'^  1 

med  X  x*dx  =  ^.x"   ensgældende    Sætning,  særlig   til    Kubatur    af   det    Legeme,    som 

■  o 

senere  Fermat  kaldte  sin  egen  Konoide,  efter  at  han  havde  bestemt  dens  Rumfang 
paa  samme  Maade  som  al-Haitam  ').  At  iøvrigt  Arabernes  Fremskridt  væsentlig 
gjordes  i  Trigonometrien,  var  en  naturlig  Følge  af  den  Forbindelse,  hvori  deres 
Mathematik  stod  med  Astronomien. 

Ved  Middelalderens  Begyndelse  modtog  de  vesteuropæiske  Folk  kun  den  man- 
gelfulde Mathematik,  som  Romerne  besad.  Brudstykker  af  Euklid  som  en  For- 
fatter, for  hvem  man  havde  en  vis  Ærefrygt,  fulgte  med,  men  alle  Betingelser  for 
at  faa  videre  ud  af  Læsningen  savnedes  foreløbig.  Først  efterhaanden  kom  saa- 
danne  væsentlig  fra  Araberne  og  tilegnedes  da  ogsaa  lidt  efter  lidt  med  Flid  af  de 
nye  og  friske  Folkeslag,  og  de  kom  i  en  dobbelt  Skikkelse.  Dels  trængte  de  ma- 
thematiske  Færdigheder,  som  er  saa  vigtige  for  en  frugtbar  Tilegnelse  af  Mathe- 
matiken ind,  forst  den  indisk-arabiske  Regnekunst  og  senere  tillige  den  algebraiske 
Kunst,  som  Araberne,  som  sagt  uden  væsentlige  reelle  Fremskridt  fra  Grækerne, 
havde  givet  en  større  Selvstændighed  blandt  andet  i  Tilslutning  til  Diofant  ved 
visse  faste  Betegnelser  for  de  forskellige  Potenser  af  den  ubekendte  og  ved  Tillob 
til  et  Tegnsprog.  Dels  var  der  fra  Araberne  kommen  en  rent  videnskabelig  Inter- 
esse, som  gav  sig  Udslag  allerede  paa  en  Tid,  da  baade  den  arithmetiske  og  navn- 
lig den  algebraiske  Færdighed  endnu  kun  var  meget  lidet  udviklet  idet  mindste  i 
de  her  paagældende  gejstlige  Universitetskredse.  Vi  tænker  særlig  paa  Skola- 
stiken  i  det  XIII. — XIV.  Aarhundrede,  om  hvis  mekaniske  og  mathematiske  Ar- 
bejder DuHEM  i  sine  udførlige  Skrifter,  særlig  i  de  tre  Bind  om  „Leonard  de  Vinci, 
ceux  qu'il  a  lus  et  ceux  qui  l'ont  lu",  der  fremfor  alt  drejer  sig  om  „ceux  qu'il  a  /us", 
giver  saa  udførlige  og  grundige  Oplysninger,  hvis  fulde  Paalidelighed  godtgøres  ved 
Uddrag  af  de  skolatiske  Forfattere  selv.  Disses  Interesse  optoges  vel  væsentligst  af 
den  aristoteliske  Filosofi  og  dens  videre  Behandling  ved  senere  græske  og  arabiske 
Forfattere.  Selv  medbragte  de  tillige  Forudsætninger,  vundne  gennem  den  kristne 
Kultur,  der  jo  ogsaa  paa  sin  Side  ved  Augustin  og  andre  Kirkefædre  havde  optaget 


')  Dette  finder  jeg  saa  meget  mere  Anledning  til  at  bemærke  her,  som  jeg  i  min  Artikel  i  Kultur 
der  Gegenwart  III,  1.  Bd.,  der  udkom  kort  for  H.  Suteh's  Udgivelse  af  al-Haitam's  Arbejde  (i  Biblio- 
theca  mathematica  12.')  siger  S.  61,  at  „Archimedes'  Inlinitesimalundersogelser  slet  ikke  blev  fortsat  i 
Middelalderen".     Kor  Arabernes  Vedkommende  har  dette  altsaa  vist  sig  at  være  urigtigt. 
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meget  af  den  gamle  græske  Kultur.  De  fandt  derfor  ogsaa  rigelige  Tilknytnings- 
punkter ej  blot  for  Tilegnelse,  men  ogsaa  for  en  frugtbar  Kritik  af  de  aristoteliske 
Lærdomme  og  kunde  under  denne  støtte  sig  til  hans  egne  logiske  Regler.  Del  var 
netop  Tankens  egne  Love,  de  greb  og  udviklede  og  forstod  at  benytte  paa  en  sik- 
ker, ofte  subtil  Maade;  men  de  besad  langt  mindre  Kendskab  til  alt,  hvad  der  ved- 
rørte selve  Naturen  og  hele  den  ydre  Verden,  hvorpaa  disse  Love  skulde  anvendes. 
Efter  alt,  hvad  vi  i  dette  Skrift  har  sagt  paa  den  ene  Side  om  Euklid's  Elementers 
og  den  derpaa  byggede  græske  Mathemaliks  rent  rationelle  Karakter,  paa  den  anden 
Side  om  de  geometriske  og  algebraiske  Færdigheder,  som  niaa  indøves  af  den,  der 
vil  have  det  fulde  Udbytte  af  Studiet  af  Euklid,  er  det  af  stor  hiteresse  at  se,  hvad 
Skolastikerne,  der  i  saa  haj  Grad  besad  Interessen  for  rationelle  Synsmaader,  men 
var  saa  overordentlig  lidt  udrustede  med  de  nævnte  praktiske  Færdigheder  ■ —  hvori 
de  samtidige  italienske  Handelskredse  var  naaet  videre  —  kunde  faa  ud  af  Studiet 
af  Euklid. 

Ja,  noget  stort  Omfang  naaede  deres  Kundskaber  ikke,  og  at  den  blotte  Til- 
egnelse af  Euklid's  Lærdomme  maa  have  forekommet  ret  vanskelig,  kan  man  se 
af,  at  man,  skønt  Campanus'  latinske  Udgave  af  hele  Euklid's  Elementer  forelaa 
fra  Midten  af  det  XIIL  Aarhundrede,  ved  Universiteterne  kun  lærte  faa  af  dens 
Sætninger  med  deres  Beviser;  men  disse,  som  vel  især  var  tagne  af  hans  L  Bog, 
der  jo  ganske  særlig  er  opført  efter  rationelle  Principer,  kunde  nok  give  Indblik  i, 
hvad  et  exakt  Bevis  er,  og  derved  indøve  den  formelle  Sikkerhed  i  Slutningerne, 
som  ikke  mindst  overfor  Spørgsmaal,  der  har  en  mathematisk  Side,  karakteriserer 
de  ældre  Skolatikere,  om  hvem  vi  her  taler,  selv  om  de  kommer  meget  lidt  ind 
paa  mathematiske  Enkeltheder.  For  dem,  der  vilde  del,  var  der  Lejlighed  til  al  gaa 
videre  i  Studiet  af  Euklid,  og  dette  har  da  bidraget  til  den  Klarhed  og  Nøjagtig- 
hed, hvormed  mathematiske  Begreber  af  en  vis  almindelig  Natur  opfattes  og  ud- 
vikles af  de  betydeligere  Forfattere;  paa  flere  Punkler  naar  disse  Forfattere  endog 
til  Opfattelser  og  Resultater,  som  man  ellers  forsi  tilkegger  Renæssancens  Forfattere, 
der  bedre  forstod  at  sætte  dem  i  Forbindelse  med  den    haandgribelige  Virkelighed. 

Den  abstrakt  logiske  Interesse  træder  allerede  frem,  naar  Campanus  bemivrker, 
at  Euklid  X,  Ï.  (se  S.  102  (300))  hindrer  i  at  sammenligne  den  Vinkel,  som  en  Kurve 
danner  med  sin  Tangent,  med  retlinede  Vinkler.  Bemærkningen  kan  maaske  skyl- 
des en  arabisk  eller  græsk  Forgænger;  men  at  netop  den  drages  frem,  røber  den 
theoreliske  Interesse.  Det  samme  kan  siges,  naar  Rogp:r  Bacon,  om  end  i  Tilslut- 
ning til  arabiske  Kilder,  beviser  Umuligheden  af  at  sammensætte  de  kontinuerte 
Størrelser  af  lige  store  Atomer  ved  at  vise  hen  til  Inkommensurabiliteten  af  Side 
og  Diagonal  i  et  Kvadrat.  Kan  end  Bacon  saavel  som  Jordanus  Nemorarius  og 
Bradwardin  have  Udgangspunkter  for  deres  Bemærkninger  om  Forskellen  paa 
kontinuerte  og  diskrete  Størrelser  fra  Aristoteles  og  hans  filosofiske  Efterfølgere, 
rober  dog  deres  Bemærkninger  herom  euklidisk  Skoling,  og  en  saadan  maa  i  hvert 
Fald  ligge  bagved  Skolastikernes  sikre  Kritik  af  det  aristoteliske  Uendelighedsbegreb. 
Denne  Kritik  slemmer  fuldstændig  med  Principerne  for  den  eudoxiske  Grænseover- 

46* 
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gang,  om  end  denne,  saaledes  som  vi  kender  den  hos  Euklid,  tjener  lil  at  omgaa 
det  af  ældre  græske  Mathematikere  misbrugte  Ord  „uendelig",  medens  Skolastikerne 
bruger  den  til  at  forklare  den  saakaidte  potentielle  Uendelighed  paa  en  fuldt  ud 
tilfredsstillende  Maàde.  Paa  den  anden  Side  træder  det  ringe  Omfang  af  deres  prak- 
tiske Kendskab  til  Mathematiken  frem  ved,  at  de  idelig  vender  tilbage  til  det  ene 
Exempel  1==^  +  |  +  |-)-...,  det  er:  man  kan  gøre  Leddenes  Antal  saa  stort,  at 
Summens  Afvigelse  fra  1  bliver  mindre  end  enhver  opgiven  Grænse.  De  behandler 
disse  Spørgsmaal  med  en  saadan  Klarhed,  at  Gregorius  af  Rimini  fra  dem  endog 
hæver  sig  til  det  Begreb,  som  i  vore  Dage  kaldes  „transfinite"  Størrelser. 

Om  en  skolet  mathematisk  Tænkning  vidner  det  ogsaa,  naar  Buridan  —  om 
end  i  Tilslutning  til  Johannes  Philopon  fra  den  senere  Oldtid  —  sætter  Inertiens 
Lov  i  Stedet  for  Aristoteles'  Forklaring  af  Bevægelse.  Efter  denne  skulde  ikke 
Forandringer  i  flastighed,  men  selve  den  øjeblikkelige  Hastighed  i  hvert  Øjeblik 
frembringes  ved  en  Kraft.  Buridan  derimod  tillægger  et  Legeme  i  Bevægelse  en 
vis  „Impetus",  som  paa  den  ene  Side  er  ligefrem  proportional  med  dets  Masse,  et 
Begreb,  hvilket  han  forklarer  omtrent  som  Newton,  paa  den  anden  Side  afhænger 
af  Hastigheden.  Det  er  ved  denne  Impetus,  som  forandres  ved  en  virkende,  nedad- 
gaaende  Kraft,  at  han  forklarer  en  opadgaaende  Hasligheds  Aftagen  og  en  nedad- 
gaaende  Hastigheds  Voksen.  Hertil  føjede  Oresme  den  samme  kvantitative  Bestem- 
melse af  den  ved  en  jevnt  voksende  Hastighed  gennemløbne  Vej,  som  Galilei  senere 
har  genfundet  og  ved  Forsøg  vist  Anvendelsen  af  paa  Faldet.  Som  Galilei  tager 
Oresme  Tiden  til  Abscisse,  Hastigheden  til  Ordinat,  hvorved  den  gennemløbne  Vej 
bliver  Arealet  af  en  Trekant.  Det  er  denne  Bestemmelse,  som  i  Oresme's  eget  af 
DuHEM  fremdragne  Manuskript:  Trnclahis  de  figiiratione  potentiarum  et  mensuraniiu 
difformitatum  udgør  Hovedanvendelsen  af  de  deri  beskrevne  Koordinater.  Den  viser 
tillige,  hvorledes  disse  knyttede  sig  lil  den  hos  Euklid  forekommende  geometriske 
Algebra,  ligesom  Menaichmos'  og  Apollonios'  Anvendelser  af  Koordinater,  som 
Oresme  ikke  kendte  noget  til.  —  Oresme  var  fortrolig  med  Bevægelsens  Relativitet 
og  antog  i  Henhold  dertil  Jordens  Rotation  om  dens  Axe.  Hans  Fremstilling  andet- 
steds af  en  Potens  med  bruden  Exponent  slutter  sig  tydelig  til  Euklid's  Fremstil- 
ling af  Potenser  ved  Sammensætning  af  ligestore  Forhold  og  har  el  Analogon  i  en 
lignende  Brug,  som  Archimedes  gør  af  Betegnelsen:  et  Forhold  taget  halvanden 
Gang.  Sammen  med  denne  klare  Indtrængen  i  de  gamles  Begreber  har  Oresme 
som  sine  samtidige  i  den  lærde  Stand  kun  et  lidet  omfattende  Kendskab  til  Mathe- 
matikens  praktiske  og  numeriske  Anvendelser.  Dette  udvider  han  dog  selv  ved 
beskedne  Dannelser  af  uendelige  Rækker,  som  han  stiller  ved  Siden  af  den  nys 
omtalte. 

Den  paa  denne  Tid  i  Europa  fremadskridende  Vækst  af  en  fra  Geometrien 
mere  og  mere  løsreven  Algebra  og  en  ligeledes  mere  frigjort  Trigonometri  skulde 
dog  snart  aabne  andre  Veje  til  at  komme  ind  i  og  trænge  videre  frem  i  Mathema- 
tiken end  Euklid's  Geometri,  som  man  imidlertid  samtidig  lærte  bedre  og  bedre 
at  kende.     Tilliden   til   de   nye   Midler,   man   fik   at   raade   over,   kunde  vel  ogsaa  i 
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Renæssancen  l)ringe  enkelte  som  Petrus  Ramus  til  med  Oppositionen  mod  Aristo- 
teles' Eneherredømme  at  forbinde  en  lignende  mod  Euklid.  En  fejlagtig  Over- 
sættelse hos  Campanus  af  Def.  5.  i  Euklid's  V.  Bog  gav  Anledning  til  at  bebrejde 
denne  en  alvorlig  logisk  Fejl.  Det  ses  dog  f.  Ex.  af  Peletarius'  S.  72  (270)  anførte 
Euklidudgave  af  1557,  at  Fejlen  var  rettet,  og  at  en  rigtig  Forstaaelse  af  Definitionen 
og  dens  Anvendelse  var  indtraadt.  Forstaaelsen  af  Euklid's  Værk,  som  vedblev  at 
være  Udgangspunktet  for  ethvert  alvorligt  geometrisk  Studium,  maatte  ogsaa  styr- 
kes ved  det  voksende  Studium  og  den  voksende  Forstaaelse  og  Anvendelse  af  de 
andre  græske  Oldtidsskrifter.  Gik  man  end  selv  frem  ad  mange  andre  Veje,  maatte 
Sammenligningen  med  Euklid  og  de  Undersøgelser,  som  de  gamle  byggede  paa 
hans  Elementer,  vise,  at  de  nye  Undersøgelser  endnu  ikke  var  naaet  til  samme 
logiske  Sikkerhed.  Man  forstod  og  fremhævede,  at  Arithmetiken  behandlede  de 
diskrete,  Geometrien  de  kontinuerte  Størrelser,  og  anerkendte  saaledes,  at  den  paa 
Arithmetiken  grundlagte  Algebra  endnu  ikke  havde  fuld  logisk  Sikkerhed,  naar  de 
behandlede  Størrelser  var  inkommensurable.  Om  denne  Tids  Værdsættelse  af  den 
fra  Oldtiden  nedarvede  Geometri  som  den  rette  Indehaver  af  mathematisk  Exakt- 
hed,  naar  Talen  er  om  den  almindelige  Behandling  af  Størrelser,  har  jeg  talt  andet- 
steds ').  Her  skal  jeg  derfor  kun  minde  om,  al  det  er  den,  der  bringer  Vieta  til 
at  føje  saakaldte  geometriske  Beviser  til  dem,  han  først  fører  ved  Anvendelser  af 
hans  egne  algebraiske  Tegn.  De  Operationer,  som  disse  udtrykker,  er  nemlig 
Regneoperationer  og  derved  kun  tænkt  anvendte  paa  de  Størrelser,  med  hvilke  man 
kan  regne,  altsaa  paa  rationale  Størrelser.  Beviserne  for  de  opnaaede  Resultaters 
Almindelighed  maa  derfor  støttes  paa  Geometrien,  det  vil  sige  paa  den  i  Euklid 
V.  indeholdte  almindelige  Proportionslære.  Descartes  kommer  herud  over  ved  en 
Gang  for  alle  at  støtte  Brugen  af  Tegnsproget  paa  nye  almindeliggjorte  Definitioner 
af  de  ved  dette  udtrykte  Regneoperationer.  Produktet  a  .  h  er  Fjerdeproportionalen 
til  1,  a  og  fc  o.  s.  V.  Det  logiske  Grundlag  for  Paalideligheden  af  disse  Operationer 
bliver  saaledes  bestandig  den  eudoxiske  Proportionslære. 

Som  før  bemærket  maatte  Fortroligheden  med  Euklid  i  Renæssancen  vokse 
ved  Studiet  af  Archimedes  og  Apollonius,  som  aldrig  satte  rigere  Frugt  end  i 
Begyndelsen  af  den  nyere  Tid.  For  en  Del  kunde  det  ske  gennem  deres  Resultater, 
som  man  nu  søgte  selvstændig  at  begrunde  og  udvide.  Det  skete  som  hos  Kepler 
og  Cavalieri  gennem  Infinitesimalbetragtninger  af  en  vis  intuitiv  Karakter;  men 
netop  saadanne  var  skikkede  til  at  føre  en  selv  og  andre  rask  frem.  Man  saa  deri, 
og  er  længe  vedbleven  dermed,  helt  nye  Fremgangsmaader  uden  at  bemærke,  at 
de  gamle  maatte  være  gaaet  gennem  lignende  Betragtninger,  førend  de  naaede  til 
at  kunne  opstille  færdige  Resultater  og  synthetiske  Begrundelser  af  disse;  Archi- 
medes' Ephodos    har   leveret   Beviset   for,  at   han    netop    er  gaaet  denne  Vej,  og  at 

')  Se  i  Videnskabernes  Selskabs  Oversigt  1893  S.  330  ff.  min  Note  III  sur  l'histoire  des  mathéma- 
tiques ;  Sur  la  signification  traditionnelle  du  mot  géométrique.  Jeg  kan  ogsaa  henvise  til  :  Om  den  hi- 
storiske Udvikling  af  Mathematiken  som  e.xakt  Videnskab  indtil  Udgangen  af  det  18de  Aarhundrede. 
Universitetets  Festskrift  til  Kongens  Fødselsdag.  1890. 
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særlig  „Cavallieri's  Sætning"  allerede  for  ham  var  el  Gennemgangsled  til  en  Begrun- 
delse, der  till'redsstillede  ham  som  mere  exakt.  De  Krav,  som  han  saaledes  stillede,  og 
som  tolkedes  af  Mænd  som  Mauholycus,  blev  fuldstændig  forstaaet  af  Fermat,  der 
bevarede  den  geometriske  Form  af  Kvadraturer,  ikke  som  et  blot  Hjælpemiddel 
til  Anskuelighed,  men  som  Vej  til  exakt  Begrundelse.  Lejlighedsvis  gennemforte 
han  den  ved  en  exakt  Grænseovergang,  og  i  den  Henseende  fulgte  Pascal  o.  fl. 
hans  Exempel.  Naar  endvidere  Mænd  som  Huygens  og  Newton  viste  en  saa  stor 
Forkærlighed  for  geometriske  Begrundelser  efter  gammel  græsk  Mønster  var  del 
ingenlunde  et  formelt  Liebhaveri,  men  en  Viden  om  netop  deri  at  linde  det  sikrest 
opførte  Grundlag  for  en  fuldt  paalidelig  Opførelse  af  deres  egne  nye  Bygninger. 
Endnu  Leibnitz  henviste  til,  at  de  ved  Brug  af  hans  nye  Algorithmer  fundne  Re- 
sultater kunde  bevises  exakt  ved  den  antike  Form  for  Grænseovergang  (Exhaus- 
tionsbevis). 

Ved  Laan  fra  den  euklidiske  Geometri  og  Anvisning  paa  den  græske  Bevis- 
førelse havde  man  saaledes  dels  sikret  sig  Almengyldigheden  af  de  fra  først  af  til 
Regning  med  rationale  Tal  knyttede  moderne  algebraiske  Operationer,  dels  erkendt 
et  Middel  til  at  prøve  Resultaterne  af  de  nydannede  infinitesimale  Operationer. 
Saasnart  man  følte  sig  tryg  paa  dette  Punkt,  lod  man  sig  imidlertid  i  det  XVHL 
Aarhundrede  rive  hen  af  disse  Methoders  egen  store  Frugtbarhed  uden  at  sætte 
dem  i  Forbindelse  med  dette  nedarvede  Kontrolmiddel,  og  foreløbig  uden  at  sætte 
noget  andel  i  Stedet.  Samtidig  vedblev  man  dog  i  Euklid's  Geometri  at  se  det 
bedste  Grundlag  for  et  Studium  idet  mindste  af  Geometrien  i  snævrere  Forstand; 
men  det  maatte  svække  Overblikket  over  det  hele  Værks  Sammenhæng,  al  der  var 
Dele  af  det  i  delte  tilsigtede,  som  man  nu  tilegnede  sig  ad  helt  andre  Veje  end 
dem,  som  Euklid  vil  give  et  sikkert  Grundlag.  Tilbage  blev  Beundringen  af  de 
sikre  Former  for  de  enkelte  Beviser,  som  f.  Ex.  lagde  sig  for  Dagen  i  Wolfk's 
Anvendelse  af  disse  i  sin  Filosofi.  Derved  opretholdtes  de  Fordringer,  som  man 
siden  Platon,  Aristoteles  og  Euklid  stillede  til  en  virkelig  rationel  Begrundelse, 
og  den  Tid  maatte  komme,  da  man  ikke  kunde  nøjes  med  en  Henvisning  —  som 
man  dog  ikke  fulgte  —  til  fra  et  andet  Omraade  at  søge  Sikkerhed  for  Almen- 
gyldigheden af  de  algebraiske  Operationer,  eller  med  en  forlængst  glemt  Henvis- 
ning til,  at  man  kunde  anvende  de  gamles  Principer  til  enkeltvis  at  sikre  de  ved 
Infinitesiinalmethoderne  fundne  Resultater.  Foreløbig  fandt  man  snarere  Sikker- 
heden for  disse  i  den  indre  Sammenhæng  mellem  den  rige  Fylde  af  de  ved  Me- 
thoderne  vundne  Resultater  („læs  videre  —  el  la  foi  vous  viendra"!).  I  det  XIX.  Aar- 
hundrede har  man  derimod  indenfor  Algebraen  selv  søgt  og  fundet  Sikkerheden  for 
dens  iålmengyldighed  og  skaffet  sig  det  samme  sikre  Grundlag  for  DiiTerenlial-  og 
Integralregning  og  uendelige  Rækker.  Efter  Tingenes  egen  Natur  maatte  de  an- 
vendte Principer  være  de  samme,  som  de  gamle  anvendte  i  deres  Proportioiislære 
og  i  de  enkelte  af  dem  foretagne  Grænseovergange;  derfor  har  vi  ogsaa  i  vore 
Forklaringer  heraf  i  XI.  Kap.  kunnet  henvise  til  lignende  Betragtninger  i  Nu- 
tiden.    Disse  er  vel   meget   langt   fra    at  være   bevidste   Efterligninger  af  dem,   man 
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kunde  finde  hos  de  gamle  Forfattere;  men  de  er  blevne  til  i  Hænderne  paa  Mænd, 
der  havde  tilegnet  sig  det  Begreb  om  Kravet  til  niathematisk  Exakthed,  som  først 
er  gjort  gældende  af  de  gamle  Grækere  og  forplantet  til  os  ved  Euklid  og  dem, 
der  er  gaaet  videre  ad  de  af  ham  anviste  Veje. 

Overensstemmelsen  med  antike  Betragtningsmaader  blev  dog  ikke  straks  be- 
mærket af  de  Mænd,  der  paa  denne  Maade  konstruerede  en  sikker  Underbygning  for  de 
fra  det  XVIII.  Aarhundrede  overleverede  algebraiske  og  infinitesimale  Methoder. 
Man  har  vistnok  ofte  anset  de  endnu  tidligere  Forgængere  for  delagtige  i  disses 
Svagheder  og  fra  Anvendelsen  af  geometriske  Anskueliggørelser  af  Differential-  og 
Integralregning  sluttet,  at  den  antike  Geometri  heller  ikke  bragte  mere  end  en  saa- 
dan.  Dette  kan  have  været  Tilfældet  ogsaa  med  flere  af  dem,  som  nu  søgte  et  so- 
lidere Grundlag  for  selve  Geometrien,  og  som  ikke  altid  bemærkede,  i  hvilken  Grad 
deres  interessante  Undersøgelser  var  Skridt  videre  paa  Baner,  som  Euklid  med 
fuld  Bevidsthed  havde  betraadt.  Jeg  har  flere  Steder  berørt,  at  de,  som  det  var  at 
vente,  paa  mange  Punkter  er  kommen  videre  og  har  fremdraget  Forudsætninger,  som 
Euklid  har  anvendt  uden  udtrykkelig  at  opstille  dem  som  saadanne.  Her  skal  jeg 
særlig  fremhæve,  at  man  har  ført  den  Analyse,  hvorved  Platon's  Elever  søgte  at 
naa  de  mest  oprindelige  Forudsætninger,  endnu  længere  tilbage  end  Euklid.  Det 
er  en  hel  Række  Forudsætninger,  som  han  er  naaet  tilbage  til  og  har  opstillet  i 
sine  Postulater  og  tildels  i  sine  Definitioner  som  Udgangspunkter  for  sin  Lære;  men 
for  at  den  derpaa  byggede  Geometri  virkelig  skal  være  mulig,  er  det  nødvendigt, 
at  disse  lade  sig  forlige  indbyrdes.  Sikkerheden  herfor  har  Euklid  egentlig  kun 
deri,  at  det  er  ved  Analyse  af  den  empiriske  Geometri,  der  som  empirisk  maa  være 
mulig,  at  han  er  kommen  til  dem.  Deres  Mulighed  lader  sig  imidlertid  godtgøre, 
naar  man  gaar  ud  fra  et  endnu  længere  tilbageliggende  Udgangspunkt.  Et  saadant 
har  man  i  det  moderne  almindelige  Talbegreb  (der  da  ikke  som  i  Euklid's  V.  Bog 
maa  udledes  geometrisk).  Ved  Kombination  af  to  saadanne  Tal  som  Koordinater 
og  Anvendelse  af  den  analytiske  Geometris  Bestemmelse  af  rette  Linier  og  Cirkler 
danner  man  det,  som  Hjelmslev  i  en  Artikel  i  Nyt  Tidsskrift  for  Mathematik  1917, 
A,  S.  1,  kalder  den  „arithmetiske"  Plan.  For  denne  gælder  de  euklidiske  Postulater, 
som  altsaa  lader  sig  forene  indbyrdes.  Den  saaledes  bestemte  „arithmetiske"  Plan- 
geometri, og  paa  lignende  Maade  en  arithmelisk  Stereometri,  falder  altsaa  logisk 
sammen  med  den  euklidiske  og  kan  opbygges  af  de  euklidiske  Postulater  (med 
nogle  Supplementer).  Hjelmslev's  egen  „Geometri"  er  derimod  empirisk,  men  strengt 
empirisk,  idet  man  holder  sig  til  de  Erfaringer,  som  kan  kontrolleres.  Det,  som 
vi  nys  og  i  Kap.  VIII  kaldte  den  empiriske  Geometri,  og  hvoraf  den  euklidiske  er 
dannet  ved  den  Analyse,  for  hvilken  vi  i  dette  Skrift  har  gjort  Rede,  var  derimod 
bygget  paa  ukontrollerede  Erfaringer,  hvis  Grænser  man  havde  overskredet  ved 
intuitive  Interpolationer  og  Extrapolationer.  Den  „arithmetiske"  Geometri  er  en  ra- 
tionel Udforelse  af  disse  Udvidelser  af  det  empiriske  Omraade. 

Indtil  for  100  Aar  siden  var  Euklid's  Elementer  næsten  overalt  den  brugelige 
Lærebog  i    „elementær"    Geometri    og   er   endnu    enkelte   Steder   vedbleven   al   være 
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del.  Med  den  strengt  videnskabelige  Karakler,  som  vi  lier  saa  stærkt  har  frem- 
hævet, har  den  dog  ikke  kunnet  forene  de  pædagogiske  Hensyn,  som  blev  nødven- 
dige, naar  den  skulde  bruges  til  i  en  forholdsvis  ung  Alder  at  give  alle,  der  gør 
Fordring  paa  nogen  Dannelse,  de  nødvendige  Forestillinger  om  Geometrien  og  dens 
Anvendelse.  Man  satte  vel  med  Rette  Pris  paa  den  Indførelse  i  klar  logisk  Tænk- 
ning og  Udtryksmaade,  som  traadte  frem  i  de  enkelte  Sætninger  og  Beviser,  men 
for  at  faa  de  unge  Elever  med  maatte  man  slaa  af  paa  den  Sammenhæng  i  Tanke- 
gangen, som  vi  i  dette  Skrift  har  stræbt  at  fremhæve.  Denne  Sammenhæng  for- 
styrredes ogsaa  ved,  at  man  ikke  mere  havde  nogen  Intere.sse  af  at  fremdrage  det, 
som  Euklid  behandler  af  Hensyn  til  en  Algebra,  som  nu  har  faaet  en  helt  anden 
Skikkelse  og  derfor  maa  læres  efter  andre  Bøger.  I  Stedet  for  at  se  hen  til  de 
Veje,  ad  hvilke  Euklid  i  I.  Bog  stræber  at  undgaa  Paavisning  af  Kongruens  ved 
Figurflytning,  kunde  man  ikke  undgaa  i  denne  Anskueliggørelse  at  se  den  simple- 
ste Vej  til  de  i  denne  Bog  fundne  Resultater.  Dette  har  sikkert  været  det  bedste 
pædagogiske  Middel  til  at  faa  Flertallet  af  unge  Elever  med;  men  hvortil  tjente 
da  Euklid's  i  Kap.  VIII  omtalte  omhyggelige  Ordning,  der  havde  andre  Maal  for 
Øje?  Den  blev  uforstaaelig  og  kunde  kun  hindre  Overblikket  over  saadanne  Sæt- 
ninger, der  som  de  forskellige  Sætninger  om  Trekanters  Kongruens  er  spredt  om- 
kring paa  de  Steder,  hvor  Euklid  ad  sin  Vej  naar  at  bevise  dem.  Der  kunde  heller 
ikke  være  noget  tilfredsstillende  ved  at  lære  den  vidtløftige  antike  Proportionslære 
at  kende,  naar  man  ad  langt  lettere  Vej  ved  algebraisk  Regning  kunde  opnaa  det 
samme.  At  de  algebraiske  Regningers  Almengyldighed  af  Descartes  er  paavist  ved 
Henvisning  til  den  i  Euklid's  V.  Bog  paa  almengyldig  Maade  beviste  Proportionslære, 
glemte  man  snart,  og  da  man  fandt  direkte  Beviser  for  Almengyldigheden  af  de 
algebraiske  Operationer,  blev  denne  Henvisning  jo  virkelig  overflødig.  Hvad  der 
ikke  bruges,  glemmes  imidlertid,  og  derfor  var  det  vistnok  temmelig  nyt  for  de 
ileste  Mathematikere,  da  Hankel  i  sin  Geschichte  der  Mathematik  (1874)  pegede  paa 
den  nøje  Overensstemmelse  mellem  Euklids  V.  Bog  og  den  exakte  Bestemmelse  af 
det  moderne  Talbegreb.  Man  har  ogsaa  jevnlig  fundet  det  paafaldende,  at  Euklid 
efter  den  almindelige  Lære  om  Proportioner  i  V.  Bog  i  de  arithmetiske  Bøger  fin- 
der det  fornødent  særlig  at  behandle  Proportioner  mellem  hele  Tal.  Man  har  der- 
ved ikke  bemærket,  hvor  nødvendigt  dette  var,  naar  Proportionsformen  skulde  læg- 
ges til  Grund  for  Sætningerne  om  hele  Tals  Delelighed;  disse  Sætninger  var  det 
allerede  en  stor  Fortjeneste,  at  Euklid  ikke  betragter  som  umiddelbart  indlysende, 
men  at  han  beviser  dem  og  først  derefter  lægger  dem  til  Grund  for  Prøven  af  Rod- 
størrelsers Rationalitet.  Af  disse  Exempler  ser  man,  at  Brugen  af  Euklid  som  Lære- 
bog kunde  fjerne  Opmærksomheden  for  meget  af  det,  som  laa  Euklid  selv  mest 
paa  Sinde.  Hvad  man  fik  ud  af  hans  Bog  var  da  ofte  kun  saadant,  som  Grækerne 
vidste  før  ham,  og  hvortil  hans  udførlige  Beviser  saa  ud  som  Omveje. 

Bedre  stillede  Sagerne  sig  dog  ikke  straks,  da  man  begyndte  at  sætte  andre 
Lærebøger  i  Stedet.  I  disse  tog  man  vel  andre  Udgangspunkter  og  ændrede  flere 
Enkeltheder;  men  som  Maalet  maatte  være  at  lære  det  samme,   hvortil  man    hidtil 
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havde  anvendt  Euklid,  laa  det  nær  at  forsøge  at  forbinde  det  nye  med  meget,  som 
uforandret  gik  over  fra  Euklid,  og  det  gamle  og  nye  kunde  ikke  altid  passe  sam- 
men. Saaledes  var  den  første  som  for  Alvor  arbejdede  paa  at  afløse  Euklid's  Ele- 
menter med  en  ny  Lærebog,  nemlig  Legendhe,  næppe  heldig  med  det  nye  Ud- 
gangspunkt, han  tog  ved  at  definere  den  rette  Linie  som  den  korteste  Vej  mellem 
to  af  sine  Punkter.  Denne  Definition  kunde  være  god  nok  paa  den  Tid,  da  Maale- 
snoren  var  det  vigtigste  geometriske  Redskab,  og  er  det  ogsaa  nu  overfor  dem,  der  be- 
finder sig  paa  et  ligesaa  barnligt  Standpunkt.  Derimod  er  den  for  det  første  kun 
et  daarligt  Middel  til  ved  Anskuelsen  at  afgøre,  om  en  Linie  kan  betragtes  som  ret 
eller  ej;  thi  til  en  Afvigelse  fra  den  rette  Linie,  som  er  lille  af  første  Orden  svarer 
en  Længdeforskel,  som  er  lille  af  anden  Orden  (smlgn.  S.  94  (292),  Note  2).  Naar 
endvidere  Legendre's  Definition  ikke  danner  noget  Udgangspunkt  for  de  simpleste 
geometriske  Undersøgelser,  gælder  ganske  vist,  som  vi  har  set,  det  samme  om  Eu- 
klid's 1.  Def.  4,  og  i  Virkeligheden  bruger  Legendre  foruden  intuitive  Betragtnin- 
ger omtrent  de  samme  Udgangspunkter  som  dem,  Euklid  udtrykkelig  nævner  og 
bruger.  Disse  kan  imidlertid  som  hos  Euklid  bruges  til  at  bevise,  at  en  Side  i 
en  Trekant  er  mindre  end  Summen  af  de  to  andre,  hvad  der  hos  Legendre  er  den 
væsentligste  Anvendelse,  han  kan  gøre  af  sin  Definition,  og  saaledes  burde  være  en 
Sætning  i  Stedet  for  et  i  Definitionen  indsmuglet  Postulat.  Hos  Euklid  er  tilmed, 
som  vi  har  set  (S.  76  (274)  og  144  1342)),  denne  Sætning  I,  20  samt  I,  21  Begyndelsen 
til  den  Forklaring,  som  Archimedes  giver  paa,  hvad  man  skal  forstaa  ved  en  krum 
Linies  Længde ').  Det  er  omvendt  dette  vanskeligere  Begreb,  som  Legendre  vil 
bruge  til  at  forklare,  hvad  en  ret  Linie  er.  Denne  Ombytning  kan  heller  ikke  i 
Nutiden  betragtes  som  heldig,  da  dog  saavel  den  elementære  Bestemmelse  af  Cir- 
kelperiferien som  Integralregningens  af  andre  Kurvelængder  knytter  sig  til  Sammen- 
ligning med  rette  Linier  som  det  mere  bekendte. 

Som  et  Exempel  paa  den  Forvirring,  der  ogsaa,  hvor  man  ikke  bruger  Eu- 
klid's  Elementer  som  Lærebog,  i  Undervisningen  kan  opstaa  ved  Blanding  mellem 
Laan  fra  Euklid  og  moderne  Betragtningsmaader,  kan  jeg  nævne  den  Maade,  hvor- 
paa  man  i  min  Skoletid  lærte  Proportioner  og  deres  Anvendelse  i  Geometrien.  Et 
Forhold  defineredes  som  en  Kvotient,  og  der  forlød  intet  om,  hvad  en  saadan  be- 
tød, naar  Dividend  og  Divisor  var  inkommensurable.  Det  nyttede  da  ikke  meget, 
al  man  i  Geometrien  sikrede  sig  Proportionalitet  ved  Beviser,  hvori  der  toges  ud- 
trykkeligt Hensyn  til  Muligheden  af,  at  de  geometriske  Størrelser  kunde  være  in- 
kommensurable. 

Ved  disse  Bemærkninger  er  det  ikke  min  Mening  at  give  Anvisning  paa,  hvor- 
ledes den  geometriske  Undervisning   skal  anlægges  i  vore  Dage.     Ved  dels  at   pege 


')  At  Proklos  (S.  110,10)  tillægger  Archimedes  den  „Definition"  paa  den  rette  Linie,  at  den  er 
den  korteste  mellem  sine  Endepunkter,  maa  bero  paa  en  aabenbar  Misforstaaelse  af  den  helt  omvendte 
Brug,  som  Archimedes  gor  af  denne  Paastand  i  Indledningen  til  sit  Skrift  om  Kuglen  og  Cylinderen. 
(Smlgn.  min  Artikel  :  lieber  einige  archimedische  Postulate  i  Archiv  für  die  Geschichte  der  Naturwissen- 
schaften I  (1909). 

D.  K.  n.  Vidensk.  Selsk.  Skr.,  natui  viilensk.  oK  niathcm.  .\fü.,  S.  R:ekke,  1.  5.  *' 
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hen  paa,  hvad  der  ad  mere  intuitiv  Vej  var  naaet  før  den  her  i  dette  Skrift  om- 
talte- platonislv-eulvlidiske  Reform,  deis  al  fremliæve  de  Maal,  som  tilsigtedes  ved 
denne  Reform,  og  de  Veje,  som  Euklid  følger  for  at  naa  dem  paa  en  fyldestgørende 
Maade,  tror  jeg  derimod  at  give  enhver  Lærebogsforfatter  og  Lærer  de  Oplysninger 
i  Hænde,  som  han  har  Brug  for,  naar  han  selv  skal  vælge  de  Laan  fra  Euklid  og 
de  Efterligninger  af  Euklid's  Behandlingsmaade,  som  kan  tjene  til  virkelig  at  fremme 
de  Maal,  som  han  sætter  sig.  Den  klare  Opfattelse  af  disse  Maal  er  ogsaa  nød- 
vendig for  den,  som  vil  have  de  rette  Forudsætninger  for  at  vurdere  det  omhygge- 
lige Arbejde,  som  Euklid  har  udfort  for  at  naa  dem,  altsaa  for  fra  et  rent  viden- 
skabeligt Synspunkt  at  fælde  en  rigtig  Dom  over  Euklid's  udødelige  Værk. 


TILLÆG. 


Del  her  foreliggende  Arbejde  var  næsten  trykt  færdig,  da  jeg  modtog  Eva 
Sachs:  Die  fünf  platonischen  Körper;  znr  Geschichte  der  Mathematik  und  der  Ele- 
mentenlehre Platons  und  des  Pythagoras  (Philologische  Untersuchungen  XXIV),  et 
Arbejde,  der  vel  længe  har  været  bebudet,  men  paa  Grund  af  Krigen  først  nu  er 
udkommet.  Ganske  vist  kunde  jeg  have  ønsket  at  kende  dette  under  mine  egne 
Undersøgelser.  Jeg  kunde  derved  have  undgaaet  at  henvise  til  Resultater  af  ældre 
historisk-filologiske  Undersøgelser,  som  nu  drages  i  Tvivl,  og  jeg  vilde  have  faaet 
nyt  Materiale  til,  i  nogen  Tilslutning  til  E.  Sachs'  Oplysninger  om  Theaitets'  og 
EuDOXos'  Arbejder,  at  paavise  den  Bearbejdelse,  som  Euklid  har  maattet  under- 
kaste ogsaa  de  i  X.  og  XIII.  Bog  behandlede  Emner  for  at  tilpasse  ogsaa  dem  til 
den  Plan,  hvorefter  Elementerne  er  affattede.  Det  er  maaske  dog  ikke  uheldigt, 
at  E.  Sachs'  energisk  gennemførte  filologiske  Prøvelse  af  historisk  Overlevering  og 
en  Mathematikers  Undersøgelser,  der  først  og  fremmest  maa  bygge  paa  Overleve- 
ringernes Overensstemmelse  dels  med  det  psykologisk  mulige,  dels  og  især  med  de 
Betragtningsmaader ,  som  efterhaanden  udviklede  sig  og  træder  os  imøde  i  de 
store  Mathematikeres  bevarede  Skrifter,  er  fremkomne  hver  for  sig.  Foruden  de 
Suppleringer,  som  Behandlingen  af  hinanden  nærliggende  Spørgsmaal  kan  yde,  faar 
man  da  dels  en  yderligere  Bekræftelse  af  fælles  Resultater,  dels  Lejlighed  til  at  ar- 
bejde det  ikke  lidet,  som  endnu  peger  i  forskellige  Retninger,  sammen,  dels  endelig 
Frihed  til  at  vælge  mellem  saadanne  absolut  afvigende  Resultater,  hvortil  de  to  For- 
fattere kommer. 

Som  den,  der  i  min  Alder  næppe  tør  haabe  oftere  at  kunne  tage  Ordet  i  denne 
Sag,  vil  jeg  dog  gerne  allerede  her  gøre  el  Par  Bemærkninger,  og  jeg  skal  begynde  med 
nogle  Ytringer  af  mere  almindelig  Art.  Under  Anvendelsen  eller  Prøvelsen  af  Be- 
retninger om  ældre  malhematisk  Viden  kan  let  nogen  Uklarhed  opstaa  af  Forestil- 
lingen om,  at  den  maa  Ile  være  forbunden  med  Kendskab  til  de  Midler,  hvormed 
vi  nu  eller  dog  Euklid  begrunder  dem  (smlgn.  S.  134  (332)).  Tidligere,  da  man 
tilmed  var  mere  lettroende  overfor  Meddelelser  om  paastaaede  faktiske  Fremskridt, 
bragte  denne  Forestilling  let  til  at  føre  de  euklidiske  Betragtninger  og  Begrun- 
delser  for   langt   tilbage   i    Tiden.     Naar   der  saaledes    beretles    om    Pythagoreernes 
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Kendskab  til  regulære  Polyèdre,  hnr  man  baade  i  Oldtid  og  i  Nutid  ment  at  niaalte 
tænke  paa  saadanne  Konstruktioner  som  dem,  hvormed  Euklid  begrunder  deres 
Existens.  Selv  har  jeg  været  tilbøjelig  til  at  føre  Brug  af  Konstruktioner  ved  Lineal 
og  Passer  som  Bevis-  og  Erkendelsesmiddel  for  langt  tilbage  (hvad  jeg  nu  har  op- 
givet ;  se  mine  Bemærkninger  om  Oinopides  S.  65  (263)).  De  samme  formodede 
Forbindelser  tages  nu  med  ligesaa  liden  Berettigelse  i  den  historiske  Kritiks  Tjene- 
ste, saaledes  naar  E.  Sachs  flere  Steder,  i  Tilslutning  til  H.  Vogt,  finder  Selvmod- 
sigelser i  at  antage  Tilstedeværelsen  af  en  mathematisk  Viden  paa  en  Tid,  som 
man  ikke  vilde  tillægge  Kendskab  til  de  Midler,  der  senere  benyttedes  til  nærmere 
at  begrunde  den.  Der  advares  endog  S.  84  mod  at  tillægge  Udviklingen  af  Geome- 
trien saadanne  „Zicksacksprünge".  Jeg  tror,  at  omvendt  Udviklingen,  navnlig  fra 
først  af,  da  man  ikke  besad  Midler  til  at  foretage  en  planmæssig  Forskning,  er 
gaaet  ad  ret  bugtede  og  tilfældige  Veje.  Da  har  det  i  højere  Grad,  end  det  endnu 
bestandig  er  Tilfældet,  været  ad  saadanne  Veje,  at  man  først  er  trængt  ind  i  og  er 
bleven  hjemme  paa  de  nye  Omraader,  før  man  deri  kunde  anlægge  Veje,  som  mere 
sikkert  og  direkte  forer  til  bestemte  Maal,  og  som  —  jeg  bemærker  del  af  Hensyn 
til  nogle  Slutninger  af  E.  Sachs,  som  jeg  senere  skal  omtale  —  ikke  fører  om  ad 
alle  de  Punkter  af  det  Omraade,  som  Forfatterne  maa  have  kendt  for  at  finde  de 
Veje,  der  svarer  bedst  til  deres  Hensigter. 

Endvidere  tror  jeg,  at  Undersøgelser  af  den  Art,  som  jeg  her  har  forelagt,  vil 
yde  en  god  Erstatning  for  den  rokkede  Tiltro  til  de  historiske  Meddelelser  om  ældre 
Tider,  hvorpaa  man  tidligere  byggede.  Ganske  vist  gør  Kritiken  af  disse  det  van- 
skeligere at  henlægge  bestemte  mathematiske  Fremskridt  til  bestemte  Tider,  Steder, 
Kredse  og  Personer;  men  paa  den  anden  Side  rober  de  Principer,  som  paa  Pla- 
ton's  Tid  gør  sig  gældende,  og  som  ligger  til  Grund  for  Euklid's  gennemførte  Be- 
handling, hvor  højt  den  mathematiske  Kultur  allerede  maatte  være  naaet  ved  Be- 
gyndelsen af  denne  Tid.  Naar  saaledes  Theaitet  finder  det  nødvendigt  at  bevise 
og  finder  Midler  til  at  bevise,  at  et  Primtal  ikke  kan  gaa  op  i  et  Produkt  uden  at 
gaa  op  i  en  af  Faktorerne,  saa  røber  allerede  Tvivlen  om,  at  man  i  paakommende 
Tilfælde  uden  Bevis  kan  bygge  paa  Umuligheden  heraf,  en  betydelig  Udvikling  af 
mathematisk  Tænkning.  Og  naar  Eunoxos  finder  det  nødvendigt  at  give  Begrun- 
delser af  Sætninger  om  Proportioner  samt  infinitesimale  Grænseovergange  en  al- 
mindelig og  exakt  Formulering,  saa  kan  kun  en  foregaaende  Brug  af  disse  Hjælpe- 
midler, forbunden  med  Drøftelsen  af  Kontinuitetsbegrebet,  have  vakt  Opmærksom- 
hed for  Berettigelsen  af  de  strenge  Krav,  som  han  fyldestgør.  Herom  kan  vi  domme 
i  Nutiden,  som  først  efter  langvarig  Brug  af  det  kontinuert  voksende  Tal,  fremstillet 
ved  et  Bogstav,  og  af  praktiske  Infinitesimalmethoder  har  lært  at  stille  og  fyldestgøre 
ligesaa  strenge  Krav,  ja  som  længe  har  brugt  Euklid's  Værk  uden  ret  at  bemærke, 
hvor  vidt  han  paa  sin  Side  er  kommen  i  den  Henseende.  Naar  nu  baade  Theai- 
tet og  EuDOXos  hver  paa  sin  Maade  tager  Brug  af  Proportioner  til  Udgangspunkt, 
Theaitet,  idet  han  giver  dem  en  til  sit,  som  Platon  indrømmer  (se  S.  16  (214)), 
kunstmæssige  Talbegreb    tillempet    Definition,    Eunoxos,    idet    han   definerer  deres 
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Anvendelser  paa  geonielriske,  det  er:  kontinuert  varierende  Størrelser,  saa  tyder 
dette  paa,  al  begge  knytter  deres  exakte  Bestemmelser  til  el  gammelkendt  Opera- 
tionsmiddel.  Mængden  at'  delvis  ensformede  Sætninger,  som  Euklid  i  VII.-  IX.  og 
V. — VI.  knytter  til  disse  Bestemmelser,  røber  ogsaa  en  gammel  Vane  til  at  operere 
med  Proportioner,  før  man  endnu  kiinde  tage  saa  exakte  Udgangspunkter.  At  det 
under  en  eller  anden  Form  bar  fundet  Stod,  forekommer  mig  at  fremgaa  af  alle 
Beretninger  om  den  ældre  græske,  ja,  om  den  ægyptiske  Mathematik;  de  Midler 
dertil,  som  virkelig  bar  foreligget,  bar  jeg  fremstillet  i  mit  IX.  Kapitel.  De  histori- 
ske Meddelelser  om  geometriske  Proportioner  og  Sammenstillinger  med  arithme- 
tiske  og  harmoniske  Proportioner,  som  E.  Sachs  henviser  til  (S.  129 — 132),  kan  kun 
vedrøre  formelle  Opstillinger.  Det  er  vel  ogsaa  paa  saadanne  E.  Sachs  lægger  Vægt, 
medens  jeg  spørger  om  de  Hjælpemidler,  som  man  i  Realiteten  havde  til  Raadig- 
bed  for  en  saadan  Opstilling.  Omtalen  af  en  saadan  interesserer  mig  forst  da, 
naar  jeg  som  for  TnEArrETs  og  Eudoxos'  Vedkommende  kender  dens  Form.  At 
ogsaa  Pythagoras  saavelsom  Thales  har  brugt  geometriske  Proportioner,  slutter 
jeg  nærmest  deraf,  at  de  ikke  godt  har  kunnet  undvære  dem. 

Naar  i  delte  Tilfælde  diversi  respectas  maaske  bæver  Uoverensstemmelsen  mel- 
lem E.  Sachs'  Henstillinger  og  mine  Paastande,  kan  man  forsøge  al  bringe  et  lig- 
nende Forlig  tilveje  mellem  E.  Sachs'  Udtalelser  i  Noten  S.  95—96  og  mine  S.  61 
(259) — 63  (261)  om  den  Rolle,  som  Euklid's  II.  Bog  spiller  i  hans  System.  Efter 
min  Opfattelse  indskyder  Euklid  her  i  1. — 10.  den  geometriske  Algebra,  fordi  ban 
netop  bar  Brug  for  den,  medens  E.  Sachs  synes  at  lade  den  faa  sin  Plads  her  som 
forste  Anvendelse  af  den  pylbagoreiske  Sætning,  der  dog  kun  anvendes  i  9. — 10., 
tilmed  kun  i  det  simple  Tilfælde,  hvor  den  retvinklede  Trekant  er  ligebenet.  Naar 
imidlertid  E.  Sachs  lilsidst  fremhæver,  at  „die  Reihenfolge,  die  in  der  Anordnung 
der  Elemente  vorliegt,  nicht  die  historische  ist",  saa  er  det  ganske  det  samme,  som 
jeg  bar  gjort  gældende  her  og  allerede  i  „Mathematikens  Historie",  og  ogsaa  jeg 
har  da  netop  fremhævet  (ligesom  nu),  at  denne  Omordning  krævede  del  nye  Bevis 
I,  47  for  den  pylbagoreiske  Sætning.  De  anførte  Ord  viser  tilmed,  al  heller  ikke 
E.  Sachs  vil  lade  den  geometriske  Algebra  være  en  Nyskabning  af  Euklid.  Dens 
tidligere  Brug  gav  rent  faktisk  ingen  Anledning  til  Skrupler  ved  Anvendelsen  paa 
inkommensurable  eller  overhovedet  paa  kontinuert  varierende  Størrelser.  Hvor 
tidlig  man  blev  sig  denne  Fordel  overfor  en  mere  arithmelisk  Behandling  bevidst, 
derpaa  giver  den  anførte  Note  intet  Svar,  allsaa  beller  ikke  et,  som  strider  mod 
mine  tidligere  Udtalelser  derom.  Hvorledes  baadè  Metboden  og  dens  Anvendelse 
yderligere  maatte  behandles  for  al  kunne  bygges  paa  euklidiske  Principer,  ja, 
del  udgor  jo  en  Del  af  Indholdet  af  nærværende  Skrift.  Bemærkningerne  om  den 
i  II.  Bog  forekommende  Behandling  af  del  gyldne  Snit  skal  jeg  senere  besvare. 

De  Henstillinger  i  E.  Sachs'  Skrift,  som  jeg  bar  berørt,  er  dog  kun  fremkomne 
som  Exempter  paa  den  Forsigtigbed,  som  man  i  det  hele  maa  udvise  overfor  histo- 
riske Overleveringer  efter  bendes  grundige  Prøvelse  af  Kilderne  til  den,  der  ved- 
rører den  fysiske  Elemenllære  og  Læren  om  de  fem  regulære  Polyèdre.    Som  Ikke- 
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Filolog  er  jeg  henvist  til  denne  og  maa  altsaa  regne  med  hendes  Resultat,  der  af- 
viger fra  de  ældre  Antagelser  om  Omfanget  af  l^ylhagoreernes  Kjendskah  til  de 
regulære  Polyèdre,  som  jeg  anfører  S.  124  (322).  Som  allerede  antydet  paa  dette 
Sted  kan  Indskrænkningen  i  dette  Omfang  dog  ikke  udøve  nogen  væsentlig  Ind- 
flj'delse  paa  min  Betragtning  af  den  Behandlingsmaade,  som  den  platoniske  Tid 
kunde  faa  overleveret  fra  den  pythagoreiske,  og  paa  denne  ligger  Hovedvægten  i 
nærværende  Arbejde. 

Jeg  gaar  altsaa  nu  ud  fra,  at  Py thago reerne  kendte  Tetraedret,  Terningen 
og  Dodekaedret,  men  forst  Theaitet  tillige  Oktaedret  og  Ikosaedret.-  Jeg  antager 
ogsaa,  at  Kendskabet  til  visse  Krystaller  kan  have  ledet  Opmærksomheden  ikke 
alene  hos  Pythagoreerne,  men  ogsaa  tidligere  andetsteds  i  Italien  hen  paa  Dodeka- 
edret. Saa  megen  videnskabelig  Interesse  havde  Pythagoreerne  dog  i  hvert  Fald, 
at  det  tør  antages  at  ligge  i  Beretningen  om  deres  Kendskab  til  de  tre  Polyèdre, 
at  de  har  vist  de  fundne  Dodekaedres  Egenskaber  og  disses  Overensstemmelse  med 
Tetraedrets  og  Terningens  Egenskaber  nogen  Opmærksomhed.  Ja,  man  har  jo  endog 
før  Pythagoreernes  Tid  lavet  Modeller  af  Dodekaedre,  og  har  disse  ikke  været  helt 
raa  Efterligninger  af  Krystallen,  maa  man  dertil  have  benyttet  Konstruktionsmidler 
af  en  eller  anden  Art.  Disse  kan  ikke  fra  først  af  have  været  af  samme  Art  som 
de  af  Euklid  i  XIII.  Bog  angivne;  thi  de  Relationer,  som  derved  benyttes,  opdages 
jo  først  paa  det  færdige  Polyeder  —  saaledes  som  E.  Sachs  med  saa  sikker  Rum- 
sans S.  103  aflæser  de  tilsvarende  paa  en  Tegning  af  det  færdige  Ikosaeder.  Der 
kan  ikke  godt  have  været  nogen  anden  Vej  til  den  første  Tilvejebringelse  af  Dode- 
kaedret end  den  samme,  som  Euklid  anvender  i  Bogens  Slutning  for  at  bevise,  at 
de  5  regulære  Polyèdre  er  de  eneste  mulige.  Maaske  foranlediget  ved  Kendskab 
til  et  krystallisk  Dodekaeder  vil  Pythagoreerne,  i  deres  Forsøg  paa  at  danne  et 
saadant  og  andre  regulære  Polyèdre,  paa  Siderne  i  en  regulær  Polj'gon  have  tegnet  nye 
regulære  Polygoner  med  samme  Sidetal  og  bøjet  dem  om,  indtil  to  paa  hinanden  føl- 
gende fik  en  Side  fælles.  Gik  man  ud  fra  en  ligesidet  Trekant,  fik  man  paa  denne  Maade 
et  regulært  Tetraeder;  gik  man  ud  fra  et  Kvadrat,  del  meste  af  Overfladen  af  en  Ter- 
ning; gik  man  ud  fra  en  regulær  Femkant,  den  halve  Overflade  af  et  Dodekaeder. 
Pythagoreerne,  der  besad  og  anvendte  Vinkelbegrebet,  kunde  ikke  undgaa  al  be- 
mærke, at  den  nødvendige  Betingelse  for,  at  den  beskrevne  Lukning  skulde  finde 
Sted,  var,  at  Summen  af  de  tre  Vinkler,  som  skulde  danne  et  Hjørne,  er  mindre 
end  fire  Rette.  Gaar  man  ud  fra  en  regulær  Sexkant,  forbliver  alle  Sexkanter  i 
samme  Plan  ;  Pythagoreerne  vidste  da  ogsaa,  at  Planen  kan  deles  i  regulære  Sexkanler. 
Delingen  af  Planen  i  regulære  Trekanter  og  Kvadrater  kendte  de  ogsaa;  men  paa 
den  tilsvarende  Udvidelse  af  regulære  Polyèdre  til  saadanne,  hvis  Hjørner  er  4- 
eller  5-sidede,  tænkte  de  efter  E.  Sachs'  Oplysninger  ikke;  det  gjorde  først  Theaitet ')■ 

')  Disse  Bemærkninger  i  Forbindelse  med,  hvad  jeg  siger  S.  125  (323),  vil  maaske  forklare,  at  jeg  i  Kultur 
d.  Gegenwart  tillægger  Pythagoreerne  noget  Kendskab  til  Sætningen  om  Summen  af  Siderne  i  et  konve.xt 
Hjorne  (smlgn.  S.  77  Note  i  E.  Sachs'  Skrift).  Jeg  siger  ikke,  at  den  er  gaact  forud  for  Opdagelsen  af  de  regulære 
Polyèdre;  men  den  blev,  som  det  i  Reglen  sker,  knyttet  til  denne  som  et,  som  det  forekommer  mig,  uundvær- 
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Man  kan  bemærke,  at  Resultalerne  paa  den  Maade  vil  blive  iagttagne,  men 
ikke  beviste.  Men  Fastholden  af  saadanne  Iagttagelser  er  nu  engang  den  første 
Kilde  til  mathematisk  Viden.  Vinkelbegrebet  satte  tilmed  Pythagoreerne  istand  til 
at  udtale  dem  i  Ord.  Paa  den  Maade  er  deres  Opdagelse  af  de  3  af  Polyedrene  en 
værdifuld  Begyndelse  paa  Undersøgelsen  af  regulære  Polyèdre.  At  Kugler  kan  om- 
skrives om  Polyedrene,  vil  man  straks  have  bemærket;  men  først  Theaitet  har 
søgt  at  begrunde  dette  ved  at  søge  Sammenhængen  mellem  Polyedrenes  Kanter  og 
den  omskrevne  Kugles  Radius.  Hvorvidt  han  er  kommen  i  den  Henseende,  derom 
søger  E.  Sachs  Oplysning  ved  et  grundigt  Studium  af  Eukhd's  Behandling  af  de 
samme  Spørgsmaal.  Dette  fortjener  saa  meget  mere  Paaskønnelse,  som  ogsaa  Ma- 
thematikere,  der  dyrker  deres  Fags  Historie,  ofte  forsømmer  de  store  mathematiske 
Forfattere  fra  Oldtiden  overfor  de  spredte  Oplysninger,  som  kan  findes  andetsteds. 
Naar  jeg  dog  ikke  kan  fatte  Tillid  til  de  Resultater,  hvortil  Forf.  kommer  med 
Hensyn  til  Theaitet's  Viden  og  de  Fremskridt,  der  paa  dette  Omraade  maatte 
skyldes  Eudoxos,  ja,  Hermotimos,  om  hvem  vi  ved  meget  lidt,  saa  beror  det  paa, 
at  hun  efter  mit  Skøn  for  lidet  behandler  Euklid  som  den  selvstændige  Mathema- 
tiker, han  er,  der  ikke  blot  refererer  ældre  Undersøgelser,  men  ogsaa  paa  Omraader 
hvor  han  ikke  har  nye  Resultater  at  meddele,  benytter  det  vundne  Herredomme 
over  det  samlede  Materiale  til  at  meddele  sit  Stof  i  den  Skikkelse,  som  efter  hans 
Skøn  passer  bedst  med  de  Formaal,  han  søger  at  gennemføre  i  sit  Værk.  Man  tør 
ikke  tro  Euklid  selv  uvidende  om  et  Resultat,  som  vil  staa  til  Raadighed  for  den, 
der  studerer  hans  Værk  grundig  og  derigennem  skaffer  sig  Overblik  over  det  hele 
Omraade,  hvorigennem  Euklid's  Kæde  af  sammenhængende  Sætninger  strækker 
sig.  Dette  gælder  saaledes  om  den  Sætning,  at  der  er  samme  Forhold  mellem  Ti- 
kantsiden og  den  omskrevne  Cirkels  Radius  som  mellem  Femkantsiden  og  Fem- 
kantens Diagonal.  Deraf,  at  det  er  det  sidste  af  disse  Forhold,  som  Euklid  benyt- 
ter, kan  man  i  alt  Fald  ikke  slutte  sig  til  en  Mangel  paa  Kendskab  til  det  første, 
og  førend  man  knytter  historiske  Slutninger  til  denne  formentlige  Mangel,  maa 
man  i  alt  Fald  prøve,  om  Euklid's  nærmeste  Formaal  ikke  fremmes  ligesaa  godt 
eller  nok  saa  godt  ved  at  bruge  det  første.  I  IV.  Bog  vil  han  vise,  at  man  paa 
Grundlag  af  hans  Postulater  kan  konstruere  regulære  Polyèdre  med  2°,  2".3,  2".5, 
2". 3. 5  Sider.  Da  Halveringen  af  en  Vinkel  eller  Cirkelbue  allerede  er  bekendt, 
kunde  han  nøjes  med  at  konstruere  en  Polygon  af  hver  Kategori  ;  men  rig,  som 
han  er  paa  Hjælpemidler,  kan  han  gaa  frem  i  den  naturlige  Talorden,  fra  Trekanter, 
hvor  han  medtager  alle  Trekanter  med  givne  Vinkler,  til  regulære  Firkanter,  Fem- 
kanter, Sexkanter  og  Femtenkanter.  Fra  hans  rent  theoretiske  Standpunkt,  hvor  det 
kun  kommer  an  paa  at  konstatere  Muligheden  af  de  sukcessive  Konstruktioner, 
uden  at  Euklid  nogensinde  sporger,  om  de  saaledes  opstaaende  Kombinationer  giver 


ligt  Hjælpemiddel.  Heller  ikke  E.  Sachs  synes  at  have  kunnet  undvære  den,  naar  hun,  med  god  Grund, 
begynder  sin  i  andre  Henseender  saa  dristige  Restitution  af  Theaitet's  Skrift  med  det  euklidiske  Bevis 
for,  at  de  5  regulære  Polyèdre  er  de  eneste.  Det  maa  nemlig  være  ad  denne  Vej,  at  man  liar  Itunnet 
opdage,  at  saadanne  som  Dodekaedret  og  Ikosaedret  overhovedet  er  til. 
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de  Konstruktioner,  som  er  simplest  at  udfore,  ligger  der  ingen  Vægt  paa,  at  han 
kunde  komme  lettere  til  Tidelingen  af  en  allerede  tegnet  Cirkel  end  ved  at  gaa  om 
ad  Femkanten.  I  XIII.  Bog  benytter  han  de  i  IV.  Bog  fundne  Resultater,  som  de 
engang  foreligger,  og  f.  Ex.  i  det  elegante  Bevis  XIII,  10  kan  det  ikke  spille  nogen 
Rolle,  om  de  deri  benyttede  Figurer  er  konstruerede  paa  den  ene  eller  anden  Maade. 
Hvad  der  i  XIII.  Bog  fremfor  alt  maa  tilhøre  Euklid,  er  den  synthetiske  Opforelse 
af  Polyedrene  af  deres  Stykker.  Da  denne  ikke  gaar  ud  fra  nogen  forudgaaende  Fore- 
stilling om  deres  Existens,  maa  den  i  Formen  være  ganske  forskellig  fra  den  Analyse, 
hvorved  Theaitet  først  har  fundet  de  derved  benyttede  Egenskaber,  og  der  er  ingen 
Grund  til  at  tro,  at  Euklid  har  indskrænket  sig  til  at  vende  denne  Analyse  om. 
Da  Theaitet  ikke  endnu  kendte  de  senere  paa  en  saadan  Omvending  beregnede 
Former  for  Analysen,  er  det  heller  ikke  sagt,  at  den  i  dette  Tilfælde  umiddelbart 
lod  sig  foretage.  Euklid  har  da  benyttet  saadanne  Hjælpemidler,  som  han  fandt 
hensigtsmæssige.  Pædagogisk  hensigtsmæssig  eller  elementær  i  moderne  Forstand 
kan  man  vel  ikke  her  kalde  den  synthetiske  Opbygning  af  Polyèdre,  hvorom  man 
først  faar  nogen  Forestilling,  naar  Bj'gningen  er  færdig;  men  den  stemte  med  de 
videnskabelige  Principer,  hvorefter  hans   „Elementer"  er  opbyggede. 

Som  alt  bemærket  fremkalder  E.  Sachs'  Arbejde  ogsaa  Ønsker  hos  mig  an- 
gaaende  mit  eget  her  foreliggende  Skrift.  Jeg  har  i  dette  fremhævet  de  med  Pla- 
ton's  Ideer  stemmende  Bestræbelser  for  at  give  Fremstillingen  af  den  alt  vundne 
mathemaliske  Viden  en  fuldtud  rationel  Skikkelse.  Jeg  har  ogsaa  nævnt  de  sam- 
tidige Mathematikere,  Theaitet's  og  Eudoxos',  Bidrag  baade  til  at  fremkalde  og  til 
at  fremme  disse  Bestræbelser;  men  jeg  har  ikke  tilstrækkelig  paavist,  hvorledes 
ikke  alene  deres  egen  Følelse  af  Logikens  Krav,  men  ogsaa  Hensynet  til,  hvad  der 
kunde  fremme  deres  egne  mere  positive  Undersøgelser,  maatte  virke  tilskyndende 
paa  deres  Bidrag  ogsaa  til  den  mere  formelle  Omdannelse  og  udøve  nogen  Ind- 
flydelse paa  den  endelige  Skikkelse,  som  denne  har  antaget  hos  Euklid.  Jeg  tæn- 
ker herved  navnlig  paa  deres  Beskæftigelse  med  de  regulære  Polyèdre,  et  Emne, 
der  jo  endog  optræder  som  et  Formaal  for  Euklid's  „Elementer",  og  ikke  blot, 
som  f.  Ex.  den  da  ligeledes  begyndte  Keglesnitslære,  som  et  af  de  Undersøgelsesfelter, 
for  hvilke  „Elementerne"  skal  danne  Grundlaget. 

Naar  Theaitet,  som  vi  antager,  har  begyndt  sin  Opdagelse  af  Ikosaedret  med 
al  stille  5  ligesidede  Trekanter  sammen,  saa  de  danner  et  femsidet  Hjørne  og  der- 
med en  femsidet  Pyramide,  og  at  gøre  Vinkelspidserne  i  dennes  Grundflade  til  lig- 
nende Hjørner,  vil  han  have  set,  at  den  saaledes  dannede  Figur  tilsidst  lukkede 
sig  til  et  Polyeder  med  20  Sideflader.  Blikket  herfor,  som  maaske  har  været  støttet 
ved  Dannelse  af  en  Model,  har  dog  været  i  den  Grad  intuitivt,  at  man  forstaar,  at 
Theaitet  paa  dette  Punkt  har  følt  Trang  til  en  ganske  anden  Begrundelse,  der 
tillige  indeholdt  Beviset  for  Polyedrets  Indskrivelighed  i  en  Kugle.  Dette  kunde 
han  opnaa  ved  at  finde  Relationen  mellem  en  Kant  og  den  omskrevne  Kugles  Ra- 
dius og  benytte  denne  til  en  helt  ny  Dannelse,  hvis  Resultat  lettere  lod  sig  strengt 
bevise.     Jeg   har   nævnt   Ikosaedret   som    det   Legeme,   hvor   Trangen    til  en  saadan 
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Bevisførelse  ved  geometrisk  Konstruktion  gjorde  sig  stærkt  gældende;  men  Frem- 
gangsmaaden  lod  sig  ogsaa  anvende  paa  de  andre  regulære  Polyèdre.  Den  skulde, 
som  vi  har  set,  hos  Menaichmos  og  Euklid  blive  et  Hovedmiddel  til  paa  rationel 
Maade  at  tilvejebringe  ogsaa  saadanne  Figurer,  hvis  Existens  man  hidtil  ikke  havde 
betænkt  sig  paa  uden  videre  at  antage. 

Det  geometrisk  algebraiske  Hjælpemiddel,  som  stod  til  Raadighed  for  Theaitet 
ved  Bestemmelsen  af  Sammenhængen  mellem  Polyedrenes  Kant  og  største  Radius, 
var  den  under  Form  af  Fladeanlæg  overleverede  Løsning  af  Ligninger  af  2.  Grad. 
Sikkert  har  allerede  Pythagoreerne  brugt  den  ved  Konstruktion  af  den  regulære 
Femkant,  som  de  ogsaa  havde  Brug  for  ved  den  her  beskrevne  Tilvejebringelse 
af  Dodekaedret;  Beskæftigelsen  med  regulære  Polygoner  maatte  gaa  forud  for  Stu- 
diet af  de  regulære  Polyèdre.  Den  til  Konstruktionen  nødvendige  Højdeling  frem- 
træder i  Euklid  II,  11  som  en  umiddelbar  Anvendelse  af  det  af  Pythagoreerne  kendte 
hyperbolske  Fladeanlæg  og  lader  sig  udføre  ved  de  af  dem  anvendte  Redskaber, 
altsaa  uden  Brug  af  Tegnepasser  (se  S.  65  (263)).  Theaitet's  Undersøgelser  kræ- 
vede dog  en  mere  kombineret  Brug  af  de  samme  algebraiske  Hjælpemidler.  Han 
kunde  vel  løse  sin  Opgave  ved  hver  Gang  at  fremstille  den  fundne  Rod  i  en  Lig- 
ning ved  et  nyt  Liniestykke  og  dernæst  betragte  det  som  bekendt;  men  derved  fik 
man  ikke  noget  samlet  Overblik;  det  vilde  gaa  som  ved  Brugen  af  en  littéral  Al- 
gebra, hvor  man  vel  fremstillede  Størrelserne  ved  Bogstaver,  men  savnede  Opera- 
tionstegn,  særlig  Kvadratrodstegn.  Paa  Mangelen  heraf  raadedes  Bod  dels  ved  en 
nøjere  Præcisering  af  de  udførte  Konstruktioner,  hvortil  vistnok  nu  særlig  brugtes 
Lineal  og  Passer,  dels  ved  en  Klassifikation  af  de  ved  disse  Midler  efterhaanden 
konstruerede  Størrelser.  Det  er  denne  Klassifikation,  som  er  paabegyndt  af  Theai- 
tet og  yderligere  gennemført  i  Euklid  X. 

De  moderne  Operationstegn  bruges  imidlertid  ikke  alene  til  at  danne  Udtryk 
for  de  efterhaanden  fundne  Støneiser;  ved  Regler  for  Regninger  med  saaledes  frem- 
stillede Størrelser  sættes  man  i  Stand  til  at  underkaste  dem  nye  Operationer.  De 
gamle  maatte  faa  Brug  for  noget,  som  kunde  træde  i  Stedet  herfor,  og  som  de  i  det 
mindste  kunde  anvende  paa  de  enkelte  forefaldende  Undersøgelser.  Ved  Beregnin- 
ger vedrørende  Dodekaeder  og  Ikosaeder  var  der  Brug  for  Sætninger  vedrørende 
Rødderne  i  Ligningen  x^  +  aæ  — a-  =  0  eller  om  de  Stykker,  som  fremkommer  ved 
at  højdele  en  ret  Linie.  Det  er  en  Række  saadanne  Sætninger,  som  Euklid  har 
indskudt  som  L — 5.  i  sin  XIH.  Bog.  De  fremtræder  ligesom  II,  1  —  10  som  Laane- 
sætninger,  der  ikke  er  bestemte  til  selv  at  udgøre  et  Led  i  hans  systematiske  Frem- 
stilling af  Geometrien,  men  for  hvilke  han  netop  nu  har  Brug.  Den  Omstændig- 
hed, at  der  begge  Steder  er  fremsat  flere  Sætninger  end  de,  som  han  derefter  virke- 
lig bruger,  og  at  de  iøvrigt  ikke  er  indarbejdede  i  den  øvrige  euklidiske  Sammen- 
hæng, tyder  paa,  at  de  er  tagne  ud  fra  en  anden  Sammenhæng.  For  dem  i  II.  Bog 
har  vi  henvist  til  den  alt  existerende,  i  moderne  Forstand  mere  elementære,  geo- 
metriske Algebra.  Om  dem  i  XIII.  Bog  kan  jeg  i  Henhold  til  de  af  E.  Sachs  givne 
Oplysninger  nu   godt   gaa    ind   paa,    at  de   er    tagne   ud   af  et    Skrift    af   Eudoxos 


D.  K.  D.  Vidensk.  Selsk.  Skr..  naturvidensk.  og  mathen).  Afd.,  8.  Række,  1.5. 
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itep\  TTjç  ToiiTJç,  hvor  da  -fj  mnij  skulde  betyde  det  saakaldte  „gyldne  Snit",  Højdeling. 
Med  E.Sachs  (S.  97 — 98)  antager  jeg,  at  naar  det  siges,  at  „Eudoxos  formerede  Sæt- 
ningerne om  det  gyldne  Snit,  som  var  begyndt  af  Platon",  skyldes  denne  Henførelse 
til  Platon  Proklos;  men  jeg  kan  ingenlunde  være  enig  med  hende  i,  at  dermed 
Udførelsen  af  Højdelingen  tidsfæstes.  Der  er  jo  ikke  en  Gang  Tale  om  Udførel- 
sen, men  kun  om  Sætninger  om  yj  wp.-^.  At  dette  Navn  skriver  sig  fra  den  Tid,  er 
iøvrigt  rimeligt  nok;  det  kan  da  hidrøre  fra,  at  man  nu  benyttede  Liniens  Skæring 
med  en  tegnet  Cirkel,  hvor  man  tidligere  brugte  en  Maalepasser. 

Derimod  mener  jeg,  at  der  maa  lægges  en  større  Vægt,  end  jeg  selv  har  gjort 
S.  36  (234),  paa,  at  der  siges,  at  Eudoxos  anvendte  den  analytiske  Methode  ved 
denne  og  de  andre  nævnte  algebraiske  Undersøgelser.  Derved  kan  ikke  tænkes 
blot  paa  en  saadan,  om  end  fuldt  bevidst,  saa  dog  nærmest  praktisk  Anvendelse  af 
denne  Methode  som  den,  hvorved  man  har  opløst  den  ældre  geometriske  Viden  i 
de  „Elementer",  hvoraf  Geometrien  dernæst  lod  sig  synthetisk  opføre;  men  den 
udtrykkelige  Omtale  viser,  at  Analysen  i  Eudoxos'  Skrifter  om  disse  Emner  maa 
være  traadt  frem  i  bestemte  Former.  Derefter  maa  allerede  Eudoxos  have  haft 
en  væsentlig  Andel  i  Udviklingen  af  disse  Former,  og  de,  som  Eudoxos  har  an- 
vendt, vil  endogsaa  derefter  være  betragtede  som  Paradigmer.  Uden  saadanne  vilde 
Formerne  for  Fremstilling  af  Analyse  og  Synthese  ikke  kunne  have  faaet  den  ufor- 
anderlige Fasthed,  som  de  fik  i  den  græske  Mathematik.  Disse  Paradigmer,  der 
vedrører  Behandlingen  af  Opgaver,  som  afhænger  af  Ligninger  af  2.  Grad,  er  da 
bleven  fuldstændiggjorte  med  de  alt  nævnte  Anvendelser  af  Analysen  paa  mere  spe- 
cielle Opgaver,  som  skyldes  Eudoxos'  Disciple  Menaichmos  og  Deinostratos  (se 
S.  40  (238)  og  37  (235)).  Under  disse  Omstændigheder  er  det  forklarligt,  om  Euklid 
i  XIII,  1—5  uforandret  har  optaget  Eudoxos'  Sætninger  og  Beviser,  eller  idet  mind- 
ste disses  Synthese  ;  men  ogsaa  i  dette  Tilfælde  er  det  rimeligt,  at  den  bevarede 
tilsvarende  Analyse  ligeledes  skyldes  Eudoxos  '). 

Foruden  sine  Undersøgelser  over  Bodstørrelsers  Irrationalitet,  hvis  Betydning 
for  den  i  nærværende  Skrift  behandlede  Reform  er  fremhævet  i  vort  III.  Kap.,  og 
i  Forbindelse  med  sin  Klassifikation  af  Størrelser,  hvis  Udtryk  i  moderne  Frem- 
stilling vilde  indeholde  Kvadratrodstegn,  beskæftigede  Theaitet  saavel  som  Euklid  i  X. 
Bog  sig  ogsaa  med  disse  sidste  Størrelsers  Irrationalitet  ;  men  i  sig  selv  er  deres  Frem- 
stilling og  Behandling  ved  geometrisk  Algebra  ganske  uafhængig  af  dette  theore- 
tiske  Spørgsmaal:  Fremstillingen  af  V2  ved  Diagonalen  i  et  Kvadrat  kan  bruges  uaf- 
hængig af,  om  man  ved,  at  denne  Størrelse  ikke  kan  udtrykkes  nøjagtig  som   For- 


')  Den  Omstændighed,  som  S.  95,  Note  1  har  forekommet  E.  Sachs  paafaldende,  og  hvoraf  hun 
vil  drage  vidtrækkende  historiske  Slutninger,  bliver  da  ganske  forklarlig.  Sin  Analyse  har  Eudoxos 
nemlig  ikke  kunnet  knytte  til  den  færdige  Konstruktion,  men  har,  som  det  er  sket,  maattet  gaa  til- 
bage til  Brugen  af  den  geometriske  Algebras  Hektangler  og  Kvadrater.  Iøvrigt  er  det  mig  ikke  klart, 
paa  hvilke  væsentlige  Punkter  E.  Sachs  kan  mene,  at  den  Konstruktion  som  Eudoxos  enten  maatte 
have  kendt  eller  dog  maatte  have  faaet  ud  af  sine  Sætninger,  kan  have  afveget  fra  den,  som  findes  i 
Euklid  II,  11. 
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holdet  mellem  to  hele  Tal  ').  Jeg  kan  derfor  ikke  forstaa  den  Sammenhæng,  som 
E.  Sachs  gør  gældende  S.  37  og  105,  og  i  Henhold  til  hvilken  „Mathematikerfor- 
tegnelsens"  Beretning  om  Pythagoras'  Opdagelse  af  irrationale  Størrelser  maatte 
falde  sammen  med  dens  Beretning  om  de  5  regulære  Polyèdre.  Muligt  er  det  rig- 
tignok, at  Proklos  har  gjort  sig  skyldig  i  den  samme  Sammenblanding,  og 
det  kan  i  hvert  Fald  siges,  at  naar  det  er  urigtigt,  at  i  denne  Fortegnelse  Kend- 
skabet til  alle  regulære  Polyèdre  tillægges  Pythagoras,  maa  Meddelelsen  om  Op- 
dagelsen af  irrationale  Størrelser  ogsaa  modtages  med  nogen  Forsigtighed.  Dette  har 
jeg  iøvrigt  gjort  i  mit  Arbejde  om  Irrationalitetslærens  Oprindelse  (Oversigt  1915) 
—  om  end  da  nærmest  foranlediget  ved  en  Fortolkning  af  Proklos'  Ord  af  Vogt, 
som  E.  Sachs  bestrider. 

Femmøller  paa  Mols,  August  1917. 

H.  G.  Zeuthen. 


')  Hermed  stemmer  en  Bemærkning  af  H.  Vogt,  som  E.  Sachs  anfører  S.  81. 
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Sur  la  réforme  qu'a  subie 

la  mathématique  de  Platon  à  Euclide,  et  grâce  à 

laquelle  elle  est  devenue  science  raisonnée. 

Resume  par  H.  G.  Zeuthen. 


Chap.  I.     Sur  l'étude  comparative  de  l'histoire  des  mathématiques. 

La  réforme  qui  va  nous  occuper  demande  une  comparaison  du  savoir  géométrique 
antérieur,  relevant  en  grande  partie  de  l'intuition,  avec  la  nouvelle  géométrie  raisonnée.  Comme 
c'est  le  cas  pour  toutes  les  comparaisons  servant  à  illustrer  les  progrès  scientifiques,  celle 
qui  nous  occupe  ne  devra  pas  se  borner  à  faire  paraître  les  avantages  des  nouveaux  points 
de  vue  et  l'extension  du  savoir  qu'ils  permettent,  mais  s'occuper  aussi  de  l'étendue  du  savoir 
acquis  antérieurement  et  qui  allait  faire  l'objet  des  nouvelles  considérations,  ainsi  que  de  la 
nature  et  de  la  valeur  des  moyens  qui  avaient  déjà  permis  de  l'acquérir. 

Chap.  IL   La  mathématique  science  raisonnée. 

Des  conclusions  logiques  partant  de  suppositions  plus  ou  moins  fortuites  ne  suffisent 
pas  pour  valoir  à  une  science  la  qualification  de  raisonnée.  Une  science  raisonnée  doit  former 
un  entier  logique  où  l'on  rend  compte  tant  des  points  de  départ  que  des  conclusions  qui 
conduisent  à  toutes  les  vérités  particulières.  Tel  est  l'idéal  qu'EucLioE  a  voulu  réaliser  dans 
ses  Éléments  de  la  Géométrie.  Les  définitions  disent  ce  que  sont  les  notions;  les  postu- 
lats affirment  qu'il  en  existe  qui  ont  certaines  relations  avec  les  autres  notions  définies. 
A  côté  des  notions  communes  aux  différentes  sciences,  et  dont  Euclide  énumère  celles 
qui  servent  à  définir  la  grandeur  des  quantités  et  en  particulier  celle  des  quantités  géomé- 
triques, les  dites  hypothèses  font  les  points  de  départ  des  conclusions  servant  à  constituer  la 
théorie.  Ce  n'est  que  grâce  à  ces  hypothèses  et  aux  conclusions  qu'on  en  tire  successivement 
qu'existent  les  figures  géométriques;  les  dessins  qui  les  représentent  ne  servent  qu'à  retenir 
les  figures  idéales.  Celles-ci  sont  donc  des  symboles  qui  ne  possèdent  que  les  propriétés 
qu'on  leur  a  attribuées  expressément,  et  les  vérités  démontrées  deviennent  applicables  à  tout 
domaine  où  l'on  a  retrouvé  les  mêmes  propriétés  fondamentales.  C'est  ainsi  que,  dans  la 
géométrie  d'Euci.iDE,  on  a  symbolisé  une  théorie  générale  des  quantités,  une  algèbre  géomé- 
trique. Malgré  la  différence  des  sj'mboles,  la  géométrie  d'Euci.iuE  est  à  cet  égard  le  modèle 
des  mathématiques  modernes  et  d'autres  sciences  exactes. 

Le  but  qu'il  avait  en  vue  pendant  la  composition  de  ses  Eléments,  Euclide  ne  l'explique 
pas;  il  faut  le  reconnaître  par  ses  efi'orts  pour  le  réaliser.  Mais  le  même  but  idéal  avait  été 
proposé  par  Platon,  dont  les  élèves  mathématiciens  se  mirent  en  devoir  de  l'atteindre.  Les 
Éléments  d'EucLiDE  contiennent  le  résultat  final  de  ces  efforts. 


173  371 

Cbap.  m.    Les  demandes  adressées  par  PLATON  à  la  mathématique  en  sa  qualité  do 

science  raisonnée. 

La  tendance  théorique  de  la  mathématique  grecque  avait  déjà  débuté  par  la  découverte  de 
quantités  irrationnelles  et  s'était  ensuite  manifestée  par  les  recherches  qui  s'y  rattachaient: 
l'épreuve  de  la  conimensurabilité  de  Théodore  et  son  application,  due  à  Théétète,  pour  décider 
sur  la  rationalité  des  radicaux,  la  représentation  géométrique  des  quantités  qu'on  ne  peut  exprimer 
par  des  nombres.  Dans  son  »Théétète"  et  dans  »les  Lois«  Platon  exprime  son  intérêt  pour  ces 
recherches  d'une  nature  purement  théorique.  Il  leur  doit  sans  doute  la  conviction  de  la 
possibilité  d'une  constitution  raisonnée  de  la  mathématique  entière  telle  qu'  il  la  préconise 
dans  son  »État«.  Dans  le  livre  VI  de  ce  dialogue  il  rappelle  la  nécessité  d'hypothèses  for- 
melles et  l'immatérialité  des  figures  géométriques.  Il  y  revient  dans  le  livre  VII,  où  il  s'occupe 
de  l'éducation  des  jeunes  gens  destinés  au  service  de  l'État.  Il  leur  recommande  une  étude 
des  mathématiques  qui  n'ait  pas  en  vue  les  applications  pratiques,  mais  l'appropriation  intel- 
lectuelle {âiduoia).  En  commençant  par  l'arithmétique,  il  donne  des  notions  de  l'unité  et  du 
nombre  des  explications  qui  leur  attribuent  un  sens  s'ap])liquant  uniquement  à  des  nombres 
qu'il  »faut  penser«.  Si  l'on  veut  partager  l'unité,  dit-il,  les  mathématiciens  la  multiplient. 
Cette  remarque  nous  rappelle  que,  dans  ses  livres  arithmétiques,  Euclide  substitue  à  la  simple 
formation  de  fractions  des  opérations,  bien  expliquées,  avec  des  nombres  entiers.  Les  notions 
en  question  sont  les  mêmes  qu'EucLioE  définit  et  ajiplique  dans  son  livre  VII,  qui  contient 
une  partie  essentielle  de  la  démonstration  du  théorème  de  Théétète  indiquant  le  critère  de 
la  rationalité  des  radicaux.  Il  semble  donc  que  cette  démonstration  ait  servi  à  Platon  de 
modèle  des  exigences  qu'il  allait  adresser  à  d'autres  démonstrations  géométriques. 

Ses  remarques  sur  la  géométrie  plane  n'ont  rien  de  très  particulier,  et  il  semble  assez 
satisfait  des  progrès  déjà  faits,  peut-être  sous  l'influence  de  ses  propres  suggestions  anté- 
rieures; mais  il  est  très  mécontent  de  l'état  de  la  stéréométrie,  que,  selon  lui,  on  devrait  cultiver 
avant  de  s'occuper,  dans  l'astronomie,  des  mouvements  dans  î'es])ace.  Or,  à  cette  époque  les 
connaissances  sféréométriques  progressaient  assez  rapidement;  il  doit  donc  faire  allusion  au 
défaut  d'un  exposé  raisonné. 

Chap.  IV.   »La  méthode  analytique«;   »éléments«. 

Du  temps  de  Platon  on  était  déjà  en  possession  d'une  très  grande  partie  du  savoir 
positif  auquel  conduisent  les  Éléments  d'EucLioE;  mais  ces  connaissance  étaient  dues  à  un 
mélange  plus  ou  moins  fortuit  d'intuitions  et  de  conclusions.  Quels  moyens  possédait-on 
pour  en  faire  une  totalité  logique,  répondant  aux  exigences  de  Platon? 

On  a  attribué  à  Platon  l'invention  de  la  méthode  analytique,  quoique  ses  écrits  ne 
décèlent  aucune  connaissance  des  termes  techniques  propres  à  cette  méthode;  mais  il  est 
hors  de  doute  que  les  formes  servant  à  faire  ressortir  l'exactitude  d'une  analyse,  et  de  la 
synthèse  qui  en  résulte  par  une  inversion,  ont  été,  en  tout  cas,  élaborées  pendant  l'espace  de 
temps  qui  sépare  Platon  d'EucLioE,  lequel,  dans  ses  Eléments,  se  sert  des  formes  convenues 
pour  la  synthèse  et  du  langage  stéréotype  et  précis  qui  y  appartient,  tandis  que  ses  Data 
sont  déterminés  à  faciliter  l'emploi  de  l'analyse. 

Suivant  le  procédé  ordinaire  de  l'analyse,  on  commence  par  admettre  comme  déjà 
trouvé  ou  démontré  ce  qu'en  réalité  on  se  propose  de  trouver  ou  de  démontrer,  et  on  en 
tire  ensuite  les  conséquences  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  quelque  chose  qu'on  possédait  déjà; 
dans  la  synthèse  suivante  on  revient  sur  ses  pas  jusqu'à  ce  qu'on  atteigne  le  but  proposé 
originairement.  Tel  est  l'usage  que  nous  faisons  aujourd'hui  de  la  méthode  et  celui  dont  se 
servait  Pappus,  qui  en  a  fait  la  description;  mais  l'emijloi  de  ce  procédé  suppose  qu'on  possède 
déjà  un  savoir  bien  constaté.  Pour  trouver,  au  temps  de  Platon,  une  base  logique  du  savoir 
assez  étendu,  mais  moins  consolidé,  qu'on  possédait,  il  fallait  employer  l'analyse  {)our  revenir 
des  vérités  composées  que  fournit  l'intuition  à  des  vérités  de  plus  en  plus  simples  jusqu'à 
celles  qu'il  était  impossible  de   décomposer   ultérieurement.    Avec  elles  on  faisait  les  hypo- 
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thèses  susceptibles  de  former,  par  composition,  un   système  synthétique  contenant  à  la  fois 
les  vérités  connues  qu'on  avait  commencé  par  analyser  et  des  vérités  nouvelles. 

C'est  à  un  tel  procédé  que  se  rattache  l'usage  du  mot  »éléments«  {oTor/^ta).  Aristote  et 
MÉNECHME  expliquent  qu'une  proposition  (avec  sa  démonstration)  est  élément  d'une  autre  (et 
de  sa  démonstration)  si  la  première  sert  à  démontrer  la  seconde.  Par  l'analyse  on  résout 
donc  successivement  les  théorèmes  ou  problèmes  dans  leurs  éléments  jusqu'aux  derniers, 
selon  MÉNECHME  jusqu'aux  postulats.  On  trouve  ainsi  des  éléments  dont  on  peut  composer 
par  l'opération  inverse  l'exposé  synthétique  de  toute  la  théorie,  ce  qu'a  fait  Euclide.  D'autre  part 
ses  13  livres  s'appellent  aussi  »Éléments«,  à  savoir  ceux  des  théories  ultérieures  qu'on  va  en 
composer.  De  même  Apollonius  appelle  les  quatre  premiers  livres  de  ses  »Coniques«  les  élé- 
ments de  la  théorie  de  ces  courbes.  Ayant  un  but  scientifique,  de  tels  »Éléments«  doivent 
satisfaire  les  plus  grandes  exigences  logiques:  plus  ils  sont  exacts  et  généraux  plus  les  théo- 
ries ultérieures  qu'on  en  forme  posséderont  les  mêmes  qualités.       ,^ 


Chap.  V.    Sur  les  mathématiciens  qui  ont  réalisé  la  réforme  platonicienne. 

Dans  son  enumeration  des  plus  anciens  mathématiciens  grecs,  Eudème  cite  un  assez 
grand  nombre  d'élèves  de  Platon,  et  la  collaboration  qu'il  leur  attribue  doit  avoir  eu  pour 
objet  la  réforme  dont  nous  parlons,  ainsi  que  les  formes,  regardées  par  la  postérité  comme 
obligatoires,  de  l'analyse  et  de  la  synthèse.  Quant  au  premier  de  ce  nombre,  Eudoxe,  la  question 
se  pose  de  savoir  si  les  grands  progrès  mathématiques  qu'on  lui  doit  n'ont  pas  servi,  aussi 
bien  que  ceux  de  Théétète,  à  inspirer  Platon,  autant  que  de  son  côté  il  a  été  influencé  par 
les  communications  du  grand  philosophe.  Quoi  qu'il  en  soit,  son  fameux  postulat  (Euclide 
V,  Def  4)  —  qu'à  tort  on  à  attribué  à  Archimède  —  est  un  excellent  exemjile  de  l'analyse 
dont  nous  avons  parlé;  nous  y  reviendrons  dans  le  Chap.  XI. 

Proclus  a  conservé  plusieurs  contributions  de  Ménechme  à  la  constitution  d''Éléments« 
satisfaisant  les  idées  de  Platon.  Nous  avons  rappelé  sa  mention  des  postulats,  et  une  discus- 
sion qu'il  a  eue  avec  le  philosophe  Speusippe  porte  à  croire  qu'il  faut  lui  attribuer  l'idée  de  se 
servir,  comme  le  fait  Euclide,  de  ces  hypothèses  d'existence  pour  démontrer  par  les  cons- 
tructions dans  les  »problèmes«  l'existence  des  figures  composées,  —  avant  d'en  démontrer 
les  propriétés  dans  les  »théorèmes«;  il  a  même  commencé  la  réalisation  d'un  tel  projet  par 
les  mêmes  deux  problèmes  qui  servent  à  Euclide  d'introduction  à  son  système  (I,  1  et  2). 

On  retrouve  une  idée  semblable,  dans  la  célèbre  découverte  de  Ménechme,  que  les 
courbes,  i/'  =  bx  et  xg  =  ab,  qui  servent  à  la  construction  des  deux  moyennes  géométriques 
entre  a  et  h,  sont  des  sections  coniques.  Cette  constatation  sert,  en  efl'et,  à  établir  l'existence  des 
deux  courbes,  celle  du  cercle  étant  déjà  postulée.  Ménechme  parvient  du  reste  aux  dits  résultats 
par  une  analyse  suivie  d'une  synthèse  qui  a  plus  tard  servi  de  modèle  des  formes  utiles  de  ces 
deux  opérations.  De  même,  une  démonstration  de  son  frère  Dinostuate  a  pu  servir  de  modèle 
de  l'application  de  la  réduction  à  l'absurde  pour  démontrer  la  justesse  d'une  valeur  limite. 

On  doit  à  Theudius  des  Éléments  auxquels  sans  doute  l'influence  de  Platon,  et  d'EuooxE,  a 
commencé  de  se  faire  valoir.  De  nombreuses  citations  d'ARisTOTE  permettent  une  comparaison 
de  ces  Éléments  avec  ceux  d'EucLioE,  et  nous  mettent  à  même  de  juger  des  progrès  qu'avaient 
préparés  Ménechme  et  d'autres  savants,  et  qu'EucLioE  a  réalisés. 

A  côté  des  mathématiciens,  Aristote  a  beaucoup  contribué  à  donner  aux  Éléments  leur 
juste  forme.  D'un  côté,  ses  lois  logiques  sont  en  grande  partie  obtenues  par  une  analyse  et  une 
généralisation  des  conclusions  des  mathématiciens,  ce  que  montrent  ses  exemples;  d'autre 
part,  les  énoncés  formels  de  ces  lois  auront  été  d'utiles  guides  aux  mathématiciens  occupés 
de  transformer  la  mathématique  en  science  raisonnée.  On  explique  le  mieux  le  chap.  10  du 
livre  I  des  Analytiques  postérieures  en  le  mettant  en  rapport  avec  l'usage  que,  depuis 
Ménechme,  contemporain  d'ARisTOTE,  on  faisait  des  postulats  et  des  problèmes.  —  Les  mêmes 
deux  savants  se  sont  rencontrés  dans  l'étude  de  l'inversion  des  propositions. 
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Chap.  VI.    Images  intuitives  et  primitives  ;  apereeption  par  la  vue. 

Pour  trouver  les  sources,  tant  psychologiques  que  logiques,  des  connaissances  géomé- 
triques qu'on  possédait  avant  la  réforme  platonicienne,  il  faut  commencer  par  se  demander  quel- 
les sont  les  images  géométriques  qui  se  présentent  le  plus  immédiatement  comme  résultats  d'une 
combinaison  inconsciente  de  la  perception  d'impressions  sensibles,  du  souvenir  de  sensations 
antérieures  et  de  conclusions  involontaires.  A  ce  sujet  il  faut  consulter  d'un  côté  les  expériences 
psychologiques  modernes,  de  l'autre  les  rapports  sur  les  plus  anciennes  observations  géomé- 
triques ou  sur  celles  qui  sont  dues  à  des  peuples  se  trouvant  encore  à  un  état  de  développe- 
ment primitif.    On  en  peut  tirer  les  règles  suivantes. 

Les  images  intuitives  et  primitives  représentent  des  figures  toutes  faites  et  complexes; 
ce  n'est  que  par  l'analyse  qu'on  en  sépare  les  parties  simples.  On  saisit  les  images  avant  de 
savoir  les  décrire.  On  s'est  par  exemple  occupé  de  figures  planes  sans  éprouver  le  besoin  de 
dire  ce  que  c'est  qu'un  plan.  On  conçoit  une  figure  plane  comme  une  totalité  avant  d'accorder 
une  attention  particulière  à  son  contour;  cela  ne  devient  nécessaire  qu'à  mesure  qu'il  s'agit 
de  décrire  la  figure  d'une  manière  plus  précise.  On  conçoit  d'assez  bonne  heure  l'égalité 
de  deux  figures  totales  ou  de  parties  d'une  même  figure  et  la  possibilité  de  donner  à  une 
figure  une  nouvelle  place  sans  l'altérer;  la  conception  de  ce  que  nous  appelons  à  présent 
congruence  est  donc  assez  primitive.  Dès  qu'on  commence  à  s'occuper  du  contour,  la  con- 
ception d'une  droite  se  présente  immédiatement  à  l'esprit,  et  on  s'occupera  bientôt  de  cercles 
et  de  distances;  le  cordon  sert  à  produire  des  droites  et  des  cercles  et  à  mesurer  ou  à  porter 
les  distances.  On  reconnaît  immédiatement  le  rectangle  comme  un  quadrilatère  dont  les 
quatre  coins  sont  uniformes;  et  cette  connaissance  conduit  à  l'usage  de  perpendiculaires  et 
de  parallèles  pour  décomposer  un  camp  en  rectangles  et  en  carrés,  et  ensuite  aux  mesurages 
de  surfaces  rectangles.  On  ne  doutera  pas  de  l'égalité  des  triangles  résultant  de  la  décomposi- 
tion d'un  rectangle  au  moyen  d'une  diagonale.  On  découvre  à  vue  d'œil  l'égalité  de  deux 
figures  symétriques,  ce  qui  conduit  à  la  construction  de  perpendiculaires  au  moyen  du  cordon. 

Pareillement  la  similitude  de  deux  figures,  ou  leur  égalité  à  l'échelle  près,  détermine  une 
image  primitive  qui  comporte  une  conscience  de  la  proportionnalité  de  leurs  longueurs  et 
ensuite  de  celle  de  leurs  aires. 

Chap.  VII.    Déplacements  de  figures  avant  la  réforme  platonicienne; 
instruments  géométriques. 

Les  Çulbasîîtras  indiennes,  contenant  des  règles  géométriques  pour  la  construction 
ritualiste  de  sanctuaires,  nous  off"rent  l'exemple  d'une  géométrie  très  ancienne.  Aussi  ces 
règles  peuvent-elles  être  obtenues  par  les  moyens  intuitifs  dont  nous  venons  de  parler.  Les 
opérations  se  font  en  grande  partie  sur  un  plan  décomposé  en  carrés.  On  y  trouve  une 
seule  démonstration;  elle  établit  l'égalité  d'un  trapèze  isoscèle  à  un  rectangle  qu'on  forme  par 
le  déplacement  d'un  triangle  (voir  tig.  1,  p.  55  (253))..  On  connaissait  le  théorème  de  Pythagore, 
mais  l'éconçait  pour  les  côtés  d'un  rectangle  et  sa  diagonale;  le  triangle  rectangle  ne  se 
présente  qu'au  moment  oîi  on  en  fait  usage  dans  une  construction.  On  employait  la  figure 
que  les  Grecs  ont  appelé  gnomon:  différence  de  deux  carrés  à  un  angle  commun,  et  on  a 
même  su  en  faire  usage  pour  construire  (comme  EucLmE  II,  14)  un  carré  égal  à  un  rectangle 
donné.  La  connaissance  du  gnomon  explique  celle  de  plusieurs  triangles  rectangles  à  côtés 
exprimables  par  des  nombres  entiers  ;  on  en  a  pu  trouver  en  remarquant  des  gnomons  con- 
tenant des  nombres  quadratiques  représentant  les  carrés  dont  était  composée  la  base  des 
opérations.  On  n'y  trouve  aucune  démonstration  du  théorème  de  Pythagore;  mais  une  ancienne 
table  chinoise  (fig.  2,  p.  58  (256))  nous  montre  d'une  manière  fort  intuitionniste  comment  on  a 
pu  y  parvenir  par  des  déplacements  de  figures;  après  deux  mille  ans  on  reconnaît  encore  la 
même  démonstration,  appliquée  à  un  triangle  au  lieu  d'un  rectangle,  dans  celle  de  Bhâskaba 
(fig.  3,  p.  59  (257)). 

Les  Pythagoriciens  ont  fait  du  »théorème  de  Pythagore«  et  du  gnomon  des  applications 
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semblables  à  celles  des  anciens  Indiens,  et  ils  ont  fait  des  déplacements  des  rectangles  et  des 
carrés  une  véritable  algèbre  géométrique  comprenant  même  la  résolution  d'équations  mixtes 
du  second  degré.  Dans  les  10  premières  ijroi)ositions  de  son  livre  II  EucLmE  substitue  des 
constructions  géométriques  aux  déplacements  intuitifs  avant  d'en  faire,  dans  les  4  dernières 
propositions,  les  applications  dont  il  a  immédiatement  besoin. 

Pour  réaliser  matériellement  les  déplacements  on  s'est  servi  d'instruments  géométriques, 
et  tout  d'abord  du  cordon.  Les  Égyptiens  se  sont  servis  aussi  de  règles  et  de  gnomons  solides; 
le  dernier  instrument  servait  soit  à  construire  des  perpendiculaires,  soit  à  donner,  sans  inter- 
vention de  la  notion  de  l'angle,  à  une  droite  une  inclinaison  donnée  par  rapport  à  une  droite 
donnée  (voir  (ig.  5  p.  64  (262)).  Les  Pythagoriciens  ont  eu  à  leur  disposition,  pour  construire 
les  figures  illustrant  leur  algèbre  géométrique,  la  règle,  le  gnomon  et  le  compas  à  mesurer. 
Les  premières  ai)plications  du  compas  à  dessiner  ne  sont  attribuées  qu'à  Œnopide;  c'est 
grâce  à  lui  qu'on  a  obtenu  l'exactitude  que  demandaient  les  dessins  astronomiques. 


Chap.  VIII.    Les  déplacements  d'EUCLlDE. 

Depuis  Mknechme  on  substituait,  dans  la  géométrie  raisonnée,  l'usage  de  postulats  à 
celui  d'instruments,  et  les  problèmes,  ou  constructions  dépendant  de  postulats,  aux  construc- 
tions matérielles.  En  même  temps  les  »notions  communes«  7  et  8  devaient  servir  à  la  com- 
paraison des  grandeurs  géométriques.  On  suppose  alors  que  l'une  des  figures  soit  »appliquée« 
sur  l'autre;  mais  cette  application  ne  doit  plus  se  faire  par  un  déplacement  matériel  ou 
intuitif  de  la  figure  totale:  il  faut  l'effectuer  par  une  construction,  La  coïncidence,  critère 
de  l'égalité,  résulte  alors  de  l'univocité,  à  la  place  ])rès,  de  la  construction  de  la  figure  déplacée. 
EucLiDE  réalise  effectivement  dans  1,2  un  tel  déplacement  constructif  d'une  droite  limitée; 
mais  la  démonstration  de  fégalité  de  deux  triangles  ayant  égaux  un  angle  et  les  deux  côtés 
adjacents  (I,  4.),  ne  peut  plus  s'effectuer  de  la  manière  qu'on  voulait  rendre  obligatoire.  C'est 
pour  cette  raison  que  Hilbert  a  fait  de  cette  égalité  un  axiome.  Euclide  se  tire  d'affaire  d'une 
autre  manière:  dans  la  démonstration  de  ce  théorème  et  du  théorème  1,8  il  suppose  l'ai^pll- 
cation  sans  dire,  ici,  un  mot  sur  la  manière  dont  il  faut  l'effectuer;  il  montre  seulement  qu'une 
telle  application  suffirait  pour  établir  la  coïncidence,  totale  en  I,  4.,  partielle  en  1, 8.  Ce  n'est  qu'en 
faisant  usage  de  ces  théorèmes  et  après  plusieurs  détours  apparents  qu'EucLiDE  parvient  dans 
le  problème  23  au  déplacement  constructif  d'un  angle  dont  il  a  besoin  pour  réaliser  l'apiili- 
cation  supposée  de  la  seule  manière  qu'il  reconnaisse.  Déjà  les  contemporains  d'EucLiuE 
lui  ont  reproché  de  donner  ainsi  un  théorème  avant  le  problème  établissant  l'existence  de 
la  figure  en  question.  Et,  en  réalité,  Eucmde  n'évite  pas  un  cercle  vicieux;  mais  le  fait  que 
le  cercle  des  conclusions  se  ferme  de  lui-même  assure  du  moins  la  possibilité  de  la  supposi- 
tion qu'EucLiDE  a  faite  dans  ses  démonstrations  de  4  et  8.  Ensuite  les  autres  déplacements 
se  font  par  des  problèmes. 

Déjà  du  temps  d'AnisTOTE  on  avait  remarqué  les  difficultés  que  présente  la  théorie 
raisonnée  des  parallèles:  elles  n'ont  été  surmontées  que  plus  tard  par  le  célèbre  ijostulat  5 
d'EucLiDE;  mais  comment  expliquer  le  besoin  de  son  jjostulat  4  touchant  l'égalité  d'angles  droits? 
Historiquement  il  a  i)u  être  substitué,  comme  les  3  premiers,  à  l'usage  d'un  instrument,  à 
savoir  à  celui  du  gnomon.  Cependant  Euclide  ne  fait  pas  de  véritable  emploi  du  iMistulat, 
mais  se  borne  aux  constructions  qu'instrunientalement  on  jjourrait  accomplir  par  la  règle  et 
le  compas,  tandis  que  peut-être  Ménechme  se  servait  encore  du  postulat  pour  la  construc- 
tion du  carré,  mentionnée,  elle  aussi,  à  propos  de  sa  discussion  avec  Speusippe.  Il  serait 
pourtant  possible  de  trouver  un  motif  qui  eût  pu  déterminer  Euclide  à  garder  ce  postulat, 
'  aparemment  superflu.  En  effet,  il  ne  fait  pas  non  i)lus  d'emploi  géométrique  de  la  défini- 
tion 4,  celle  d'une  droite,  qui  a  pour  seul  but  de  renvoyer  à  la  manière  dont  on  forme  des  droites 
dans  les  arls;  au  lieu  de  cela  il  se  sert  des  postulats  qui  demandent  l'existence  de  droites 
douées  de  certaines  i)ropriétés  géométriques:  la  définition  4  énonce  l'identité  de  ces  droites 
avec  les  droites  empiriques  idéalisées.    De  même  on  a  eu  vraiment  besoin  d'une  déclaration 
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semblable  disant  que  les  longueurs,  définies  par  les  »notions  communes  et  employées  dans 
la  définition  15  du  cercle,  sont  identiques  aux  longueurs  empiriques.  En  effet,  si  l'on  excepte 
le  i)ostulat  4,  la  géométrie  raisonnée  fondée  sur  les  autres  suppositions  d'EucuDE  serait  appli- 
cable à  une  géométrie  dont  les  cercles  sont  en  réalité  des  ellipses  semblables  et  semblable- 
ment  posées.  Je  ne  dis  pas  qu'EucLiDE  ait  observé  une  telle  possibilité;  mais,  sous  une  forme 
ou  une  autre,  il  a  pu  avoir  eu  un  sentiment  du  danger  anquel  il  s'exposerait  en  omettant  le 
dit  postulat,  de  même  qu'un  juste  sentiment  l'a  porté  à  éviter,  par  son  postulat  5,  les  geome- 
tries que  nous  appelons  à  présent  noneuclidiennes. 


Chap.  IX.    La  similitude  des  figures. 

Le  sentiment  intuitif  de  la  similitude  a  amené  de  bonne  heure  des  essais  de  déterminer 
le  rapport  d'un  cercle  au  carré  circonscrit,  ou  celui  de  la  circonférence  au  diamètre.  On  en 
trouve  chez  les  anciens  Indiens  et  chez  les  Égyptiens  d'une  époque  où  l'on  ne  savait  leur 
donner  qu'une  exactitude  assez  mince.  Ils  sont  continués  par  les  Grecs,  ce  que  montrent  les 
tentatives  dans  ce  genre  d'ANTiPHON  et  de  Bryson.  Et  même  pour  s'expliquer  qu'HippocuATE 
de  Chios  ait  pu  prendre  pour  points  de  départ  de  ses  recherches  l'identité  pour  tous  les 
cercles  du  premier  des  dits  rapports  ainsi  que  la  similitude  de  deux  segments  qui  font  les 
mêmes  parts  des  cercles  respectifs,  on  n'a  nullement  besoin  de  penser  à  des  démonstrations 
de  ces  suppositions  qui  satisferaient  à  un  élève  d'EucLioE. 

La  détermination  des  inclinaisons  par  le  gnomon,  et  celle  des  distances  à  des  points 
inaccessibles  montrent  que  les  Égyptiens  et,  après  eux,  les  Grecs  ont  fait  usage  de  la  proportion- 
nalité des  droites  de  figures  semblables.  Sans  doute,  les  Pj'thagoriciens  ont  étudié,  aussi 
numériquement,  des  proportions,  du  moins  dans  leur  musique;  mais  rien  n'indique  qu'ils 
en  aient  fait  usage  pour  en  déduire  des  critères  de  la  similitude.  Au  contraire,  de  même  que 
le  déplacement  de  figures  pour  l'égalité,  les  similitudes  intuitivement  évidentes  leur  auront 
servi  de  démonstration  de  proportionnalités  de  grandeurs  représentées  géométriquement,  et 
ils  auront  cru  posséder  ainsi  une  méthode  applicable  aussi  aux  quantités  incommensurables. 
Alors  la  réforme  platonicienne  aura  entraîné  non  seulement  la  démonstration  directe  et  géné- 
rale des  proportions  qu'on  trouve  dans  Euclide,  V.,  mais  aussi  l'inversion  qui  en  fait  la  base 
de  la  théorie  de  la  similitude. 

Toutefois  le  sentiment  immédiat  de  la  similitude  continue  à  jouer  un  certain  rôle  même 
dans  les  Éléments  d'EucLioE.  On  y  trouve,  en  efi'et,  des  définitions  indépendantes  entre 
elles  de  la  similitude,  l'une  pour  les  segments  de  cercle,  l'autre  pour  les  polygones.  Qu'Euclide 
choisisse  la  même  dénomination  dans  ces  deux  cas  différents,  et  que  les  lecteurs  l'aijprouvent, 
voilà  ce  qui  doit  résulter  d'un  sentiment  intuitifet  conimun.  C'est  le  même  sentiment  qui  a  con- 
duit Euclide  aux  critères  des  similitudes  des  différentes  sortes  de  coniques  qu'ARcaiMÈDE  nous 
a  fait  connaître.  Seulement  Apollonuis  définit  la  similitude  des  différentes  coniques  par  la 
proportionnalité  des  deux  coordonnées  des  points  des  figures,  définition  applicable  à  toute 
sorte  de  figures. 

Chap.  X.    L'origine  de  la  notion  de  l'angle. 

Dès  le  début  de  la  géométrie  on  a  connu  la  perpendicularité  de  deux  droites,  mais 
nullement  la  comparaison  de  deux  angles  regardés  comme  grandeurs.  Seuls  les  astronomes 
babyloniens  en  ont  eu  besoin,  tandis  que  nous  avons  vu  que  les  astronomes  égyptiens 
et  après  eux  les  Grecs  y  ont  substitué  l'usage  du  rapport  de  deux  droites.  C'est  l'étude  des 
figures  semblables  qui  a  porté  les  géomètres  grecs  à  parler  d'angles  égaux,  qu'ils  appelaient 
angles  »semblables«.  Selon  Eudème,  déjà  Thalès  aurait  fait  ainsi;  quoi  qu'il  en  soit,  la 
formation  de  la  notion  ne  s'est  pas  fait  attendre  longtemps,  et  elle  a  été  suivie  par  la  com- 
paraison de  deux  angles,  leur  addition,  etc.  La  manière  dont  la  notion  d'un  angle  droit  était 
liée  à  celle  d'un  rectangle  a  montré  que   la  somme  des  angles  aigus   d'un  triangle  rectangle 
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est  égale  à  un  angle  droit;  ensuite  on  a  établi,  par  la  décomposition  d'un  triangle  en  deux 
triangles  rectangles  (voir  fig.  12,  p.  100(298)),  le  théorème  sur  la  somme  des  angles  d'un  triangle 
quelconque.  La  démonstration  qu'EuDÈME  attribue  aux  Pythagoriciens  s'obtient  par  la  même 
figure  si  l'on  y  efTace  les  trois  perpendiculaires  et  fait  usage  des  propriétés  intuitives  des 
parallèles. 

Un  contemporain  d'AnisTOTE  (probablement  Theud:us)  a  fait  usage  dans  une  démons- 
tration d'angles  curvilignes,  et  encore  Euclide  tient  compte  de  ces  angles  dans  ses  définitions; 
mais  la  définition  V,  4.  (postulat  d'EuDoxE)  les  exclut  formellement  de  la  théorie  générale  des 
grandeurs  que  contient  le  dit  livre. 

Chap.  XI.    Généralisation  des  démonsfrations  ;  reclierches  infinitésimales. 

Euclide  a  soin  de  s'assurer  que  les  démonstrations  embrassent  tous  les  cas  auxquels 
s'appliquent  les  énoncés  des  théorèmes.  Il  ne  lui  suffit  donc  pas  de  démontrer  les  propor- 
tions dans  les  cas  où  les  termes  sont  commensurables,  ni  d'appliquer  immédiatement  aux 
limites  ce  qu'on  avait  prouvé  pour  des  cas  qui  s'y  ap])rochent  indéfiniment.  A  ces  égards 
on  s'était  contenté  autrefois  d'une  transition  intuitive  à  l'infini,  et  la  représentation  géométri- 
que a  augmenté  la  confiance  qu'on  croyait  ])ouvoir  accorder  à  une  telle  intuition  (voir  chap. 
IX).  Toutefois  déjà  les  paradoxes  de  Zénon  devaient  contribuer  à  l'ébranler,  et  du  temps  de 
Platon  on  ne  pouvait  plus  s'en  contenter.  C'est  Eudoxe  qui  a  trouvé  une  formule  permettant 
d'assurer  la  validité  des  résultats  de  telles  transitions  par  une  réduction  à  l'absurde.  Son 
postulat  énoncé  dans  Euclide  V,  Déf.  4,  demande  l'existence  d'un  multiple  d'une  quantité 
donnée  qui  en  surpasse  une  autre.  Euclide  en  déduit,  X,  1,  une  autre  formulation  exprimant 
qu'en  répétant  la  soustraction  de  la  moitié  d'une  quantité,  ou  de  plus  de  la  moitié,  on  finira 
par  trouver  un  reste  plus  petit  qu'une  autre  quantité  donnée.  V,  Déf.  4  est  le  dernier  »élé- 
ment« d'une  analyse  de  la  transition  à  l'infini,  et  X,  1  est  l'avant-dernier.  V,  Def.  4  fait 
ainsi  le  plus  simple  point  de  départ  d'un  exposé  synthétique,  et  Akcuimède  s'en  sert  dans  les 
démonstrations  des  résultats  de  ses  recherches  infinitésimales,  tandis  qu'EucLiDE  et  probable- 
ment Eudoxe  se  contentent  de  prendre  X.  1  pour  point  de  départ  des  leurs. 

Pour  la  généralisation  des  proportions,  au  contraire,  Euclide  dans  son  livre  V,  où  il 
suit  la  voie  frayée  par  Eudoxe,  se  sert  de  V,  Def  4:  en  y  joignant  l'usage  des  définitions  5 
et  7  il  parvient  à  des  critères  de  l'égalité  ou  l'inégalité  de  deux  rapports  qui  ressemblent  à 
ceux  de  Dedekind.  Cependant  une  remarque  d'AmsTOTE  nous  montre  que  cette  détermination 
a  été  précédée  par  une  autre  où  l'on  se  servait  seulement  de  X,  1,  de  même  que  la  détermina- 
tion de  Dedekind  a  été  précédée  de  celle  de  Weierstrass.  Aristote  rappelle,  en  effet,  une  défini- 
lion  qui  fait  dépendre  l'égalité  de  deux  rapports  de  l'identité  des  »antanaireses«  des  deux 
termes  de  chaque  rapport,  c'est-à-dire  des  nombres  provenant  des  procédés,  en  général 
infinis,  qui  devaient  servir  à  en  déterminer  le  plus  grand  facteur  commun,  s'il  y  en  avait, 
ou  bien  de  celle  des  fractions  continues  servant  à  les  déterminer.  Euclide  fait  du  reste,  au 
commencement  du  livre  X,  usage  du  même  procédé  pour  éprouver  la  rationalité  d'un  rapport. 

Chap.  XII.    Généralisation  des  énoncés  ;  équations  du  second  degré. 

Conformément  aux  demandes  d'ARisxoTE,  Euclide  s'efTorce  de  donner  à  ses  énoncés  la 
forme  la  plus  générale  possible;  il  étend  ainsi  le  domaine  auquel  ils  s'appliquent  immédiate- 
ment. Cependant,  dans  les  cas  où  les  proportions  contiennent  les  démonstrations  d'opérations 
qui  deviennent  plus  simples  et  faciles,  sans  devenir  moins  effectives,  par  l'usage  de  figures 
plus  particulières,  la  représentation  dans  les  Éléments  d'EucLiDE  n'a  pas  été  de  nature  à  pro- 
pager plus  lard  l'emploi  de  ces  opérations  là  où  il  était  moins  connu  qu'il  n'était  aux  contem- 
porains d'EucLiDE.  Je  pense  en  particulier  à  la  solution  d'équations  du  second  degré  sous  forme 
d'applications  d'aires.  Les  simples  transformations  qui  y  servent  sont  en  réalité  démontrées 
en  II,  5  et  6;  mais  Euclide  réserve  les  énoncés  formels  des  problèmes  et  de  leurs  solutions 
constructives  jusqu'à  ce  que  dans  le  livre  VI  il  puisse  leur  donner  une  forme  géométrique 
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plus  generale,  dont  il  ne  fait  pourtant  aucun  usage.  Au  contraire,  dans  les  démonstrations 
du  livre  X,  auxquelles  il  faut  renvoyer  pour  faire  voir  le  véritable  profit  qu'EucLiDE  savait 
tirer  de  ces  procédés,  il  ne  les  emploie  que  dans  les  simples  formes  qui  seraient  suffisam- 
ment démontrées  par  II.  5  et  6. 

Aussi  dans  les  Data  84  et  85,  oii  Elcmde  réduit  des  problèmes  algébriques  à  des  appli- 
cations d'aires,  il  les  généralise  par  l'emploi  de  parallélogrammes  à  un  angle  donné  au  lieu 
de  rectangles,  généralisation  géométrique  qui  n'a  aucune  valeur  algébrique.  Malgré  la  même 
généralisation,  il  faut  voir,  dans  les  Data  86,  une  représentation  géométrique  de  la  solution 
algébrique  des  équations  xii  =  a,  if-  —  mx-  =  h\  les  équations  aux  p.  115  (:513)  sq.  en  expriment 
une  traduction  presque  immédiate  en  langage  mathématique  moderne.  On  voit  donc  qu'il 
s'agit  ici  de  la  solution  algébrique  d'un  problème  déterminé  du  même  genre  que  ceux  dont 
DioPHANTE  nous  3  coHscrvé  des  solutions  numériques. 

Chap.  Xlir.    L'idéalité  des  figures  géométriques. 

L'idéalité  que  Platon  attribue  aux  figures  géométriques  n'était  pas  chose  nouvelle;  ce 
qui  fut  nouveau  c'était  de  l'énoncer  formellement.  L'abstraction  caractérisait,  en  effet,  les 
premières  recherches,  mais  elle  était  alors  une  conséquence  du  défaut  de  la  faculté  de  diffé- 
rencier. Les  premières  connaissances  géométriques  dont  s'emparait  l'intuition  n'étaient  justes 
que  pour  des  figures  idéales.  L'analyse  que  les  élèves  de  Platon  y  appli(iuaicnt  devait  donc 
conduire  aussi  à  des  éléments  idéaux:  points  sans  extension,  lignes  à  une  seule  extension 
etc.,  droites  au  sens  exact,  ne  pouvant  avoir,  sans  coïncider,  qu'un  seul  point  en  commun,  etc. 
Les  définitions  d'EucLioE  ont  tout  l'air  d'être  les  résultats  d'une  telle  analyse,  ordonnés  dans 
la  suite  selon  les  règles  de  la  synthèse.  Ainsi  on  n'a  pas  besoin  de  rechercher  des  raisons 
historiques  de  ce  qu'on  a  pris  pour  deux  séries  différentes  des  définitions  des  premières  notions 
géométriques,  à  savoir  d'un  coté  I,  1,  2,  5  et  AI,  1,  de  l'autre  I,  3,  6  et  XI,  2.  La  dernière 
série,  prise  en  ordre  inverse,  indique  l'analyse  qui  conduit  de  la  notion  de  l'espace,  ou  du 
corps,  à  celle  de  la  surface  comme  limite  d'un  corps  etc.  jusqu'au  point  comme  limite  d'une  ligne; 
mais  comme  il  fallait  commencer  la  synthèse  par  ces  derniers  éléments  on  devait  pousser 
l'analyse  assez  loin  pour  en  avoir  des  critères  immédiats.  On  n'a  trouvé  que  les  nombres  de 
leurs  dimensions  indiqués  dans  la  première  série.  C'est  elle  qui  contient  les  véritables  défini- 
tions des  dits  éléments,  tandis  que  les  autres  deviennent,  par  l'inversion  que  demande  la 
transition  de  l'analyse  à  la  synthèse,  les  définitions  des  difTérentes  limites,  la  définition  2  par 
exemple  celle  de  la  limite  d'une  ligne,  et  par  conséquent  d'une  ligne  limitée. 

Chap.  XIV.    La  stéréométrie. 

On  a  reproché  à  Euclide  de  ne  pas  distinguer  dans  l'espace  entre  congruence  et  symé- 
trie, et  on  a  même  cru  que  les  savants  grecs  étaient  restés  ignorants  d'une  différence  qui 
joue  un  rôle  si  important  dans  l'architecture  grecque.  Une  telle  supposition  n'est  pas 
admissible.  Si  Euclide  n'a  ])as  été  amené  à  faire  la  dite  distinction,  c'est  qu'ici,  comme  dans 
la  géométrie  plane,  il  veut  éviter  tout  ce  qui  dépend  de  déplacements  mécaniques  et  intuitifs; 
en  même  temps  il  préfère  les  énoncés  généraux  embrassant  à  la  fois  le  plus  possible.  Du 
reste,  la  même  distinction  aurait  dû  être  faite  aussi  dans  la  géométrie  plane,  dont  les  opéra- 
tions se  font  toujours  dans  le  même  plan. 

Comme  dans  la  géométrie  plane,  Euclide  regarde  comme  égales  les  figures  dont  la 
construction  est  univoque,  abstraction  faite  de  tout  ce  qui  appartient  au  choix  de  la  place, 
y  compris  celui  des  deux  côtés  d'un  plan  tant  qu'on  n'a  pas  déjà  fait  ce  dernier  choix  pour 
un  point  de  la  figure  à  construire.  Une  telle  égalité  n'est  pas  moins  caractéristique  de  deux 
figures  symétriques  que  de  deux  figures  congruentes.  La  construction  XI,  23  d'un  coin  trilatère 
à  côtés  donnés  (voir  fig.  14,  p.  128(326))  et  le  renvoi  en  XI,  26  à  cette  construction  comme  preuve 
de  l'égalité  de  deux  coins  trilatères  à  côtés  donnas,  montrent  que  tel  a  été  pour   Euclide  le 
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véritable  critère  d'éj^alitè.  C'est,  en  effet,  des  applications  de  ce  genre  qu'il  faut  tirer  les 
principes  généraux  qu'il  suit  en  réalité,  car  les  définitions  ne  se  réfèrent  qu'à  l'application 
des  mêmes  principes  aux  figures  particulières.  Du  reste,  dans  la  stéréométrie,  leurs  énoncés 
ne  sont  pas  toujours  irréprochables,  tandis  que  le  principe  que  nous  avons  tiré  au  clair  est 
suivi  d'une  manière  conséquente. 

Chap.  XV.    EUCLIDE  et  ses  Éléments. 

La  découverte  faite  pendant  le  dernier  demi-siècle,  qu'avant  Euci.ide  on  avait  déjà  possédé 
une  partie  essentielle  des  connaissances  déposées  dans  ses  Éléments  a  parfois  porté  préjudice 
à  l'admiration  qu'on  accordait  à  ce  savant,  mais  à  tort.  On  supposait  que  ces  connaissances 
avaient  été  originairement  acquises  par  des  voies  peu  différentes  de  celles  qu'on  retrouve 
dans  les  démonstrations  d'EucLmE,  et  qu'il  ne  lui  restait  que  la  tâche  de  les  réunir  et  compléter 
sur  quelques  points  et  d'en  accommoder  la  représentation  aux  formes  dont  on  était  successive- 
ment convenu.  Or  je  ne  nie  pas  qu'en  beaucoup  de  cas  Euclide  répèle  des  raisonnements 
faits  avant  lui;  mais  ces  raisonnements  ne  prennent  leur  véritable  valeur  logique  qu'au 
moment  où  ils  deviennent  partie  d'un  système  logique  total  qui  éclaire,  jusqu'à  la  dernière 
supposition,  le  fondement  de  chaque  vérité  particulière.  C'est  l'achèvement  du  premier 
système  de  cette  nature,  c'est  à  dire  d'une  œuvre  purement  scientifique,  que  nous  devons  à 
Euclide.  Il  ne  faut  pas  voir  dans  l'ordre  de  ses  livres  un  effet  de  contingences  historiques. 
Ayant  en  vue  le.  but  de  la  géométrie,  qui  est  de  traiter  des  quantités  continues,  il  devait  rendre 
compte  aussi  du  fait  qu'il  en  existe  qui  ne  sont  pas  commensurables.  Voilà  ce  qui  explique 
l'insertion  des  trois  livres  arithmétiques  qui  traitent  de  la  condition  de  la  commcnsurabilité 
des  radicaux  et  préparent  ainsi  la  connaissance  de  celle  de  leur  incommensurabilité.  Non 
seulement  sur  ce  point,  mais  aussi  pour  surmonter  les  autres  difficultés  que  j'ai  signalées, 
Euclide  a  eu  d'éminents  devanciers;  ce  que  j'en  ai  dit  aura  servi  avant  tout  à  faire  paraître 
la  réalite  et  la  grandeur  des  obstacles  à  surmonter.  Et  qu'après  tant  de  debats  Euclide  ait 
dit  le  dernier  mot  et  que  ses  Éléments  aient  été  reconnus  dans  la  suite  comme  le  fondement 
inaltérable  de  la  géométrie,  c'est  bien  là  le  meilleur  témoignage  du  jugement  de  ses  con- 
temporains et  successeurs. 

Chap.  XVI.   Le  sort  des  Éléments  d'EUCLIDE. 

La  lecture  des  Éléments  d'EucLioE  demande  au  lecteur  un  œil  ouvert  aux  vues  scienti- 
fiques de  l'auteur.  En  même  temps,  il  doit  être,  soit  préi)aré  par  une  instruction  préalable, 
soit  guidé  par  un  professeur  possédant  lui  même  la  tradition  indispensable  pour  s'approjjrier 
à  côté  des  démonstrations  rigoureuses,  de  la  pratique  des  méthodes  nécessaires  pour  utiliser 
les  vérités  démontrées;  nous  pensons  par  exemple  à  la  solution  des  équations  du  second 
degré.  L'inégale  mesure  dans  laquelle  ces  deux  conditions  ont  été  remplies  et  aussi,  plus 
tard,  le  renvoi  d'une  partie  de  ce  qu'ils  contiennent  à  une  algèbre  indépendante,  a  préparé  aux 
Éléments  d'EucLioE  un  sort  très  variable  pendant  l'espace  de  plus  de  deux  mille  ans  où  ils 
sont  en  usage. 

Les  premiers  savants  alexandrins  possédaient  complètement  ces  deux  condi- 
tions. Ils  ont  donc  pu  développer  la  théorie  des  coniques,  qui  rentre  dans  le  genre  d'études 
que  l'auteur  avait  en  vue  en  composant  ses  Éléments,  et  les  coniques  d'ApoLtoNius  nous  four- 
nissent la  meilleure  illustration  de  la  fécondité  des  méthodes  de  l'algèbre  géométrique.  C'est 
au  contraire  pour  des  recherches  entièrement  nouvelles  qu'ÀRcuiMÊDE  a  trouvé  un  fondement 
absolument  conforme  aux  principes  de  la  géométrie  euclidienne.  Pour  cela,  il  lui  fallait 
ajouter  aux  postulats  d'EicLiDE  de  nouveaux  qui  sont  relatifs  à  ses  nouvelles  doctrines  soit 
infinitésimales,  soit  statiques.  Pour  composer  une  statique  raisonnée  il  doit  avoir  imité  les 
élèves  de  Platon  et  soumis  les  connaissances  plus  pratiques  qu'il  possédait  déjà  a  une  ana- 
lyse pour  en  tirer  les  »éléments«  qui  font  les  points  de  départ  de  son  exposé  synthétique. 
Selon  son   »Ephodos«    ses   connaissances   statiques    l'ont  conduit    aux   découvertes   infinitési- 
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males  dont  plus  tard  il  a  élaboré  des  démonstrations  conformes  aux  exigences  de  la  géométrie 
euclidienne.  Dans  l'Ephodos,  qu'à  présent  je  crois  rédigée  après  ces  démonstrations  brillantes, 
il  ne  se  borne  pas  à  mentionner  l'origine  statique  des  découvertes;  mais  en  y  ajoutant  deux 
nouvelles  il  s'en  sert  pour  montrer  les  procédés  qui  servent  à  en  construire  de  nouvelles 
démonstrations  exactes,  procédés  dont  il  a  dû  se  servir  aussi  pour  construire  ses  démonstra- 
tions antérieures.  —  La  trigonométrie  grecque  montre  comment  il  était  possible  de  tirer 
des  principes  rigoureux  d'EucLioE  les  approximations  que  demande  l'application  de  la  géomé- 
trie aux  calculs  astronomiques. 

Ce  que  contient  encore  mon  chapitre  XVI  est  trop  fragmentaire  pour  en  donner  un 
résumé  ultérieurement  abrégé.  Je  me  bornerai  à  remarquer  ici  que  les  scholastiques  me 
servent  d'exemple  de  ceux  dont  l'ajjpropriation  d'EucLiDE  a  été  soutenue  par  un  vif  intérêt 
scientifique  et  plus  particulièrement  logique,  tandis  qu'ils  étaient  presque  totalement  dépourvus 
des  habiletés  pratiques  que  demandent  les  applications  du  savoir  contenu  dans  ses  Éléments. 
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